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1 Im Zweidimensionalen

1.1 Vorbemerkung
X
Ein Punkt X hat die Form X=| y |, und eine Gerade g mit a-x+b-y+c=0
1
wird mit g :[a 'b: c] bezeichnet. X liegt genau dann auf g, wenn g-X=0
ist.
Die Differenz zweier Punkte entspricht einem Verschiebungsvektor und hat 0
als dritte Komponente.

1.2 Beispiele

Die Parabel mit y =x? lasst sich auch darstellen durch

-2 0 0)(x

(x y 1)0 0 1||y]|=0.
0 1 0)(1

o XY

Die Ellipse / Hyperbel mit a—zib—z =1 l&sst sich auch darstellen durch
b> 0 0 x

(x y 1) 0 +3° 0 y|=0

1.3  Allgemeine Quadriken im Zweidimensionalen

Fur alle Punkte X auf einer zweidimensionalen Quadrik gilt X'-M-X=0| mit

einer symmetrischen Matrix M, die die Quadrik charakterisiert. Die Matrix M
wird als invertierbar vorausgesetzt (sonst wiirde die Quadrik zerfallen).
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1.4 Tangenten
Xo

Es sei P=| yg | ein Punkt auf der Quadrik; es gelte also Pt.M-P=0.
1

Pt.M ist ein Zeilentripel und stellt die Tangente in P an die Quadrik dar, denn
P'.M hat mit der Quadrik nur den Punkt P gemeinsam: Ware Q ein weiterer

gemeinsamer Punkt, so misste Qt -M-Q =0 und pt -M-Q =0 gelten, also
fir beliebige A und p auch (X~P+ ;,L-O\)t -M-Q =0, andererseits aber auch

pt -M~(K P+ M-Q) =0, was sich wegen der Symmetrie von M auch als
(X-P+H-Q)t -M-P=0 schreibt. Zusammen gilt daher

(7\4'P+M‘Q)t ‘M-(A-P+p-Q)=0, und damit wire die gesamte Gerade durch
P und Q Teil der Quadrik. Das ist nur in dem uninteressanten Fall moglich,
dass die Quadrik zu zwei Geraden ausgeartet ist.

Diese Begriindung zeigt, dass die Tangente in P keinen von P verschiedenen
Punkt mit der Quadrik gemeinsam haben kann. Da eine Gerade eine Quadrik
in hochstens zwei (nicht notwendigerweise verschiedenen) Stellen schneidet,
kann die Tangente zu P die Quadrik ohnehin nicht noch einmal in einem von P
verschiedenen Punkt schneiden.

1.5 Beispiele
-2

; 0 0
Die Parabeltangente in ( 2} ist (t t2 1)- 0 01
t 0 10

[—Z-t:l:tz]

hat also die Gleichung —2-t-x+y+t2 =0 bzw. y=2-t-x—t2.
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X
Die Ellipsen-/Hyperbeltangente in [ OJ ist
0

y
b> 0 0
(X0 Yo 1) 0 +a’ 0 Z[bz-xo:iaz-yo:—az-bz},hat
0 0 -a’-b?
also die Gleichung %i% =1.

1.6 Parameterformen

-2 0 O
Bei der Parabel ist Pt-M:(t t2 1)- 0O 0 1 :[—Z-t:lztz} die
0O 1 0

t

Tangente in P = 2 |. Wegen —2-t-x+y+t2 =0 ist eine Parameterform
1

X X+t-—t t 1

gegebendurch | y |= 2-t-x—t2 |=| t? +(x—t)~ 2-t.
1 1 1 0

Beim Kreis ist

1
P'M=(xg vo 1):/0 1 0 :[xo:yoz—l]:{x—ozlz—i} die
0
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Xo

X 1
Tangente in P=| yg |. Wegen x~—0+y—— =0 ist eine Parameterdarstel-
1 Yo Yo

X
X Xg Yo
Xg 1 X—Xq
lung gegeben durch | y [=| —X-—+— |=| Yo |+ ‘| —Xg |-
1 Yo Yo lq) Yo [ o
1
1.7  Allgemeine Parameterform der Tangente
Xo
Allgemein ist P! -Mz[(x B y] die Tangentein P=| y, |. Wegen
1

a
y :—E-x—% (ist B=0, I6se man nach x auf)und wegen yg =——-Xg — 1

(denn P liegt auf der Tangente) ist eine Parameterdarstellung gegeben durcr;
« X
Jlel %
1 b 1
Xg 1 Xg 0
= yo [+(x=x0):| —a/B |=| yo [+(x—x0)-| -1 0|-M-P
1 0 1 0 0
0 0
Bemerkung: Fir alle P gilt die Gleichung P.M:{-1 0 0|-M-P=0
0 0
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-2 0 O
Bei der Parabelist M=| O O 1 | unddaher
0 1 0
0O 1 0 0 0 -2
M:{-1 0 O0|-M=|0 0 O
0O 0O 2 0 O
1 0 O
Beim Kreisist M=| 0 1 O | unddaher
0 0 -1
0O 1 0 0
M:{-1 0 0|-M=|-1
0O 0O 0

1.8 Polaren

Liegt P nicht auf, sondern aulRerhalb der Quadrik, so hat Pt.M eine andere
Bedeutung: Die beiden Tangenten von P an die Quadrik haben die Beriihr-

punkte B; und B,, und diese die Tangenten Bi ‘M und BE -M; damit gelten
die Gleichungen B} -M-P=0 und B} -M-P=0 bzw. P'-M-B; =0 und
pt ‘M-B, =0. Demnach liegen die beiden Beriihrpunkte B; und B auf der

Geraden P'-M. Diese Gerade ist die Polare zu P.
Liegen P und Q auf der Geraden g, gilt also g-P=0=g-Q, und liegen P und Q

aufRerhalb der Quadrik, so schneiden sich die Polaren von P und Q fur

det(M)=0 in M 1.g", denn dieser Punkt liegt auf P'-M wegen
Pt.-M-Mt gt =(g-P)t =0 (flr die Polare von Q argumentiert man analog).

Wandert also P auf g, drehen sich seine Polaren um Vi -gt, dem Pol von g.

Damit hat man die Zuordnung |8 Vi ~gt fur Geraden aulRerhalb der

Quadrik, deren Umkehrung schon oben fir Punkte P auBerhalb
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der Quadrik erklart wurde. Diese Zuordnungen lassen sich jedoch unabhéangig
von der Lage vornehmen. Allerdings dirfen die Geraden nicht durch den Ur-
sprung gehen, und die Pole diirfen nicht mit dem Ursprung identisch sein.

Liegt P auf g, so liegt der Pol ML -gt von g auf der Polaren Pt.M von P,

denn aus g-P=0 folgt Pt-M~M_1-gt=(g-P)t=0_

Nun ja, das alles weild natirlich jeder. Interessanter sind die Verhaltnisse ...
2 Im Dreidimensionalen

2.1 Vorbemerkung

Im Dreidimensionalen ist X = ein Punkt, und die Ebene € zu

=N < X

a-x+b-y+c-z+d=0 wird mit e=[a:b:c:d] bezeichnet.

P liegt in E genau dann, wenn €-P =0 ist.

2.2 Beispiele
Das hyperbolische Paraboloid (Sattelflache) hat die Gleichung z=x-y bzw.

01 0 O X
1 0 0 O y
(x y z 1)- . =0 mit dem allgemeinen Punkt
0 0 0 -1f]|z
0 0 -1 O 1
C
d
c-d
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Die Kugel hat die Gleichung X2 +y2 +22-1=0 bzw.

10
01
(x y z 1) 0 0
00
cosA-cosf3
sinA-cosf |.
sinf3

0

o » O

0

=0 mit dem allgemeinen Punkt

= N < X

Das einschalige Rotationshyperboloid (Kiihlturmflache) hat die Gleichung

2

x> +y2 —22 =1 bzw. (x vy z 1)

1 0 0 0)(x

01 0 O

=0 mitdem
0 0 -1 O z
0O 0 0 1)1

+cosA-coshf3

allgemeinen Punkt | £sinA-coshf |.

Das Rotationsparaboloid hat die Gleichung z =x% + y2 bzw.

sinh3

-2 0

0O 20

(x vy z 1) 0 0
0 1

o » O O
= N < X
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2.3 Allgemeine Quadriken im Dreidimensionalen
X

Yy
Fir alle Punkte X = auf einer zweidimensionalen Quadrik gilt

= N

X'.M-X =0/ mit einer symmetrischen Matrix M, die die Quadrik charakteri-

siert. M wird wieder als invertierbar vorausgesetzt.

2.4 Tangentialebenen

Auch hier ist P'-M vermutlich die Gleichung der Tangentialebene zu P. Man
kann jedoch nicht wie im Zweidimensionalen argumentieren, da (wie etwa
beim hyperbolischen Paraboloid oder beim einschaligen Hyperboloid) Tan-
genten vollstandig in der Quadrik enthalten sein kénnen.

Es sei P in der Flache, also P'-M-P=0. Eine Gerade g durch P hat den allge-
meinen Punkt X:P+k-(Q—P).

Sie hat mit der Quadrik einen doppelten (zu A =0 gehérigen) Schnittpunkt,
wenn die Schnittgleichung

0=(P+1-(Q-P)) -M-(P+1-(Q-P))

=P'-M-P+1-P'-M-(Q—P)+A-(Q-P)"-M-P+2%-(Q-P)" -M-(Q-P)
0

= . t. . —_— t. . t. . —_— t. . . —_— t. . —_—
—X[P M-Q-P 2/IP+Q M-P—P 2/|P+x(Q P) -M-(Q P)}
=?V(Pt-M~Q+Qt‘M-P+7»-(Q—P)t-M~(Q—P))
die doppelte Nullstelle A =0 hat, wenn also

t
0=Pt-M-Q+Qt-M~P=Pt~M-Q+(Pt-M~Q) bzw. Pt-M-Q =0 ist. Der

Punkt Q liegt also (zusammen mit P) in der Ebene Pt.-M , die somit tatsachlich
die Tangentialebene darstellt.
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2.5 Beispiele und Parameterformen
1 00
010 O 1

Die Kugel hat die Matrix M= 0 0 =M ~.Essei
0

o O
o
|
[EY

X cosh-cosf3
Yo sinA-cosf
Z, - sinP

1 1

auf der Kugel. Dann ist die Tangentialebene durch

[xo ‘Yo:Zp: —1] gegeben bzw. durch Xq-X+Yyq-y+2g-z=1. Die Parame-

terform ergibt sich fir z5 #0 zu

X 1 0
X
y 0 0 1
Yo
Xo Yo 1= +(x=%0)| %o [+(¥=Yo0)| Yo
__.X__.y+_ ZO —_—— —_——
Zp Zg Zp 1 Zp g
1 0 0
cosA-cosf tanf 0
sinA-cosf 0 tanf
= +G- +7T-
sinf3 —CosA —sinA
1 0 0
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10
0 1
Das einschalige Hyperboloid hat die Matrix M = 0 0 und daher
0 0 0 -1
Xo cosa.-coshf
Yo sina.-coshf3
in = . die Tangentialebene Xq -X+Yg Yy —2g-z2=1. Die
Zg sinhf3
1 1
Parameterform ergibt sich fir zo #0 zu
X 1 0
X
y 0 0 1
Yo
Xo . Yo 1= +(x=x0)*| X |*+(vY=Yo0)"| Yo
_.X+_.y__ ZO —_
Zg Zg 2o 1 Zg 2o
1 0 0
tcosa-coshp t+tanhf 0
tsina - coshf 0 +tanhf
= , +o- +1 ,
sinhf3 cosa sina
1 0 0
01 0 O
1 0 0 ]
Das hyperbolische Paraboloid hat die Matrix M = =M
0 0 0 -1
0 0 1 O
X0
Essei P= Yo = q auf der Flache. Dann ist die Tangentialebene durch
Zs (o
1 1

[d:c:—l:—c-d] gegeben bzw. durch z=x-d+y-c—c-d.

Die Parameterdarstellung ergibt sich zu
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X 1 0
0 1
Y = +(x—c)-| | [+(y—d)-| |
x-d+y-c—c-d c-d d C
1 1 0 0
2.6 Allgemeine Parameterform der Tangentialebene
Allgemein sei M" -P:[oc Pry: 8] und etwa oo # 0. Dann ist
o
X =—E-y—l-z——, und die Parameterform der Tangentialebene zum
a o o
Xo
Punkt Py = Yo ist
Zp
1
0
_E.y_l.z__ Xo —B/a —'y/a
a a a y 1 0
0
y = +(y—vo) +(z-179)
. ZO 0 1
1 1 0 0

2.7 Polarebenen
Liegt P nicht auf der Quadrik, sondern aufRerhalb, kann man Tangentialebenen

an die Quadrik konstruieren. Ist B ein Berihrpunkt und B'-M die zugehorige
Tangentialebene, so liegt P darauf; es gilt also B'-M-P=0 bzw. P'-M-B=0

. Die Berlihrpunkte B liegen somit in der Ebene pt -M, der Polarebene zu P.

Bewegt sich P auf einer Ebene ¢, gilt also €-P =0, so gehen alle Polarebenen

PY-M durch den Punkt Mgt wegen Pt.M-M 1. gt =(8-P)t =0.
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Damit hat man die zueinander inversen Zuordnungen P — P'.M und
Mgt

Die Ebenen dirfen nicht durch den Ursprung gehen, und die Punkte muissen
vom Ursprung verschieden sein.

2.8 Geraden in der Quadrik
Welche Geraden liegen ganz in der Quadrik? Es sei P in der Quadrik. Eine Ge-

rade g durch P hat den allgemeinen Punkt X=P+A-(Q—P). Sie liegt ganz in
der Quadrik, wenn die Schnittgleichung

0=(P+1-(Q—P)) -M-(P+1-(Q-P))
ZX-(Pt-IVI-Q+Qt-M-P+X-(Q—P)t-M-(Q—P))

:}V(pt.|\/|.Q+(pt.M.Q)t+7L.(Qt.|\/|.Q_Qt.|\/|.p_pt.M.Q)j

:}L.(pt.|\/|.Q+(pt.M.Q)t+k.(qt.M.Q_(pt.M.Q)t_pt.M.QD

fiir alle Werte von A erfillt ist, wenn also Q in der Quadrik liegt und wenn Q in
der Tangentialebene zu P liegt.
Dies ergibt sich auch aus der oben dargestellten Begriindung, dass im Zweidi-

mensionalen Pt -M Tangente zu P ist.



J. Meyer: Tangenten und Tangentialebenen 14

Xo

y
Beim hyperbolischen Paraboloid ist die Tangentialebene zu P = 0 gege-

Zo
1
0
0 0
ben durch X=P+cG- +7T- . Die beiden durch X=P+G- und
Yo X Yo
0 0 0
0
X=P+1- gegebenen Geraden liegen vollstandig in der Quadrik.
Xo
0

Beim einschaligen Hyperboloid mit x2 +y2 —7% =1 ist die Tangentialebene

*cosa-coshP) (xq

*sino-coshf3 Yo

zu P= = egeben durch
sinhf3 g 8o
1 1
+cosa -coshf +tanhf 0
tsina-coshf 0 ttanhf
X= . +0o- +7T- .
sinh3 cosa sina
1 0 0
X0 z, 0
0 z
_| Yo +A- + 1 0
Zo Xo Yo
1 0 0
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Xo Zq Xg 0
y 0 y z
Die Geraden mit X= '° |+ A und X=| '° +u- 0 liegen im All-
Zp Xo Zg Yo
1 0 1 0
gemeinen nicht in der Flache.
Xg+A-zg
Yo +L-2Z
Der Punkt 0™ H"%0 liegt genau dann in der Flache, wenn
Zo+A-Xg+H-Yg
1

2 2 2 2 2
A '20+H ZO:(}\‘XO_'_MVO) ,

A
wenn also das Verhiltnis v =— die quadratische Gleichung

n
V225 +25 =(v-xg +y0)2
. .. _Xp Yo Tz, .. - . ..
mit den Losungen v = 5 erfillt. Somit gibt es zu jedem Flachen-
yo—1
punkt zwei ganz in der Flache verlaufende Geraden. Diese sind gegeben durch
Xg 0 Z,
z Xo Yotz 0
Zp Yo yo—1 Xo

1 0 0



