
Ôèçèêà

×àñòü I. Ýëåêòðîäèíàìèêà

Òèìîôåé Íèêîëàåâè÷ Øèëêèí
(ÏÎÌÈ ÐÀÍ)

Àííîòàöèÿ

Èçëîæåíèå ðàñc÷èòàíî â ïåðâóþ î÷åðåäü íà ñëóøàòåëåé ñ ìàòåìàòè÷åñêèì ñêëà-
äîì ìûøëåíèÿ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî âñþäó, ãäå ýòî âîçìîæíî, â íàøåì êóðñå áóäóò ôè-
ãóðèðîâàòü �àêñèîìû� (çà êîòîðûå áóäóò ïðèíèìàòüñÿ ôóíäàìåíòàëüíûå ôèçè÷åñêèå
ïîñòóëàòû è ýìïèðè÷åñêèå çàêîíû) è �òåîðåìû�, êîòîðûå ìû áóäåì âûâîäèòü èç �àê-
ñèîì� ïðè ïîìîùè ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêèõ ìàíèïóëÿöèé.
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0.1 Ýêñïåðèìåíòàëüíûå ôàêòû ýëåêòðîìàãíåòèçìà

1. Ýëåêòðîìàãíèòíûå âçàèìîäåéñòâèÿ

• Âçàèìîäåéñòâèå ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê = ïàðà ñèë, ðàâíûõ ïî ìîäóëþ è ïðî-
òèâîïîëîæíûõ ïî íàïðàâëåíèþ

• Çàðÿä � ïîêàçàòåëü ñïîñîáíîñòè òåëà ó÷àñòâîâàòü â ý/ì âçàèìîäåéñòâèè

• Çàðÿäû áûâàþò ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå

• Îäíîèìåííûå çàðÿäû îòòàëêèâàþòñÿ, ðàçíîèìåííûå ïðèòÿãèâàþòñÿ

• Ý/ì âçàèìîäåéñòâèÿ óäîâëåòâîðÿþò ïðèíöèïó ñóïåðïîçèöèè

2. Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå

• Êîíå÷íîñòü ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âçàèìîäåéñòâèé

• Ìàòåìàòè÷åñêè âçàèìîäåéñòâèå óäîáíî îïèñûâàòü ïðè ïîìîùè ïîëåé:

âìåñòî �òåëî� × �òåëî� 7→ �ïàðà ñèë�

èìååì �òåëî� 7→ �ïîëå�, �ïîëå� × �òåëî� 7→ �ñèëà�

• Ìàòåìàòè÷åñêè ïîëå � ýòî âåêòîð�ôóíêöèÿ f : R3 → R3

• Äåëåíèå ý/ì ïîëÿ íà ýëåêòðè÷åñêóþ è ìàãíèòíóþ ñîñòàâëÿþùèå óñëîâíî
(çàâèñèò îò ÑÎ)

3. Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå

• ñèëà f , äåéñòâóþùàÿ íà ïðîáíûé ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä q â òî÷êå x, ðàñêëà-
äûâàåòñÿ íà ñîñòàâëÿþùèå f = fýë + fìàã

• ýëåêòðè÷åññêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ fýë � ýòî òà ñîñòàâëÿþùàÿ ñèëû f , êîòîðîé
áåçðàçëè÷íî, äâèæåòñÿ ïðîáíûé çàðÿä èëè ïîêîèòñÿ � â îáîèõ ñëó÷àÿõ çíà-
÷åíèå fýë îäèíàêîâî

• Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå íåêîòîðîé ñèñòåìû çàðÿäîâ � ýòî âåêòîð�ôóíêöèÿE(x, t),
�îòâå÷àþùàÿ� çà êîìïîíåíòó fýë

• Íåïîäâèæíîñòü òîãî èëè èíîãî çàðÿäà, à ñëåäîâàòåëüíî è ýë. ïîëå, çàâèñèò
îò âûáîðà ÑÎ

4. Ìàãíèòíîå ïîëå

• Ñèëîâîå âîçäåéñòâèå ý/ì ïîëÿ íà ïðîáíûé çàðÿä áóäåò ðàçíûì â çàâèñèìî-
ñòè îò òîãî, äâèæåòñÿ ýòîò ïðîáíûé çàðÿä èëè ïîêîèòñÿ

• fìàã = f − fýë

• Äîïîëíèòåëüíîå ñèëîâîå âîçäåéñòâèå fìàã, êîòîðîå íåêîòîðàÿ ñèñòåìà çàðÿ-
äîâ îêàçûâàåò íà äâèæóùèéñÿ ïðîáíûé çàðÿä, õàðàêòåðèçóåòñÿ ìàãíèòíûì
ïîëåì B(x, t)

• Ìàãíèòíîå ïîëå íå äåéñòâóåò íà íåïîäâèæíûå çàðÿäû

• Ìàãíèòîå ïîëå ñîçäàþò äâèæóùèåñÿ çàðÿæåííûå òåëà è/èëè ïåðåìåííîå
ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå
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1 Ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ïîëå

1.1 Òî÷å÷íûé çàðÿä. Çàêîí Êóëîíà

1. Î ìàòåìàòè÷åñêîì ñîäåðæàíèè ïîíÿòèÿ �ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä�

1) �Ôèçè÷åñêîå îïðåäåëåíèå�:
Ýëåêòðè÷åñêèì çàðÿäîì òåëà íàçûâàåòñÿ çíàêîíåîïðåäåëåííàÿ àääèòèâíàÿ
ôóíêöèÿ (ñëîâî �çíàêîíåîïðåäåëåííàÿ� îçíà÷àåò, ÷òî ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä
ìîæåò áûòü êàê ïîëîæèòåëüíûì, òàê è îòðèöàòåëüíûì, à ñëîâî �àääèòèâ-
íàÿ� îçíà÷àåò, ÷òî çàðÿä òåëà ðàâíà ñóììå çàðÿäîâ ñîñòàâëÿþùèõ åãî ÷à-
ñòåé), çàäàííàÿ íà ìíîæåñòâå âñåõ òåë âñåëåííîé è õàðàêòåðèçóþùàÿ ñïî-
ñîáíîñòü òåëà èçìåíÿòü ïðîñòðàíñòâî âîêðóã ñåáÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî âñå
îñòàëüíûå òåëà, îáëàäàþùèå çàðÿäîì, âçàèìîäåéñòâóþò ñ äàííûì òåëîì,
ïðè÷åì ýòè âçàèìîäåéñòâèÿ óäîâëåòâîðÿþò àêñèîìàì ïóíêòà 2.

2) �Ìàòåìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå�:

Âñåëåííàÿ: (R3,M), M � àëãåáðà ìíîæåñòâ â R3 = �ìíîæåñòâî âñåõ òåë�

Çàðÿä: q : M → R � çíàêîíåîïðåäåëåííàÿ ìåðà íà R3

3) Ïðèìåðû �ìåð�:

q = q0δx, q(Ω) =

{
q0, x ∈ Ω
0, x ̸∈ Ω

dq = ρ dx, q(Ω) =
∫
Ω

ρ(x) dx

2. �Ñòàðàÿ� àêñèîìàòèêà ýëåêòðîñòàòèêè (âðåìåí Êóëîíà)

1) Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà

Ñóììàðíûé çàðÿä âñåõ òåë çàìêíóòîé ñèñòåìû

íå çàâèñèò îò âðåìåíè.

Â ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé, åñëè òåëà ýòîé ñèñòåìû âçàèìîäåéñòâóþò
òîëüêî äðóã ñ äðóãîì è íå âçàèìîäåéñòâóþò íè ñ êàêèìè òåëàìè, íå ïðè-
íàäëåæàùèìè äàííîé ñèñòåìû.

2) Çàêîí Êóëîíà

Äâå íåïîäâèæíûå ìàòåðèàëüíûå òî÷êè, îáëàäàþùèå ýëåêòðè÷åñêèìè çà-

ðÿäàìè q1 è q2 è êîîðäèíàòàìè x1 è x2, âçàèìîäåéñòâóþò ïî ïðàâèëó (fij
� ñèëà, äåéñòâóþùàÿ ñî ñòîðîíû òî÷êè j íà òî÷êó i)

fij =
q1q2

|xi − xj |3
(xi − xj), fij = −fji, i, j = 1, 2.

Ìû ïîëüçóåìñÿ ãàóññîâîé ñèñòåìîé åäèíèö ÑÃÑÝ, êîòîðàÿ, â îòëè÷èå îò
�øêîëüíîé� ñèñòåìû ÑÈ, íå âêëþ÷àåò â çàêîí Êóëîíà ðàçìåðíûé êîýôôè-
öèåíò 1/4πε0.

3) Ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè

Äëÿ ëþáîé òî÷êè x è ëþáîãî òåëà Ω ñèëà âçàèìîäåéñòâèÿ x ñ òåëîì Ω ÿâ-

ëÿåòñÿ ñóììîé ñèë âçàèìîäåéñòâèé òî÷êè x ñ ñîñòàâëÿþùèìè ÷àñòÿìè

òåëà Ω:
Ω =

∪
j

Ωj =⇒ f(x,Ω) =
∑
j

f(x,Ωj)
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3. Ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ïîëå ñèñòåìû òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ

Åñëè çíàòü ñèëó f10, ñ êîòîðîé îáëàäàþùàÿ çàðÿäîì ÷àñòèöà (q0,x0) äåéñòâóåò
íà íåïîäâèæíóþ ÷àñòèöó (q1,x1), òî íà íåïîäâèæíóþ ÷àñòèöó ñ äðóãèì çàðÿäîì
q′1, ïîìåùåííóþ â òó æå òî÷êó ïðîñòðàíñòâà x1, äåéñòâóåò ñèëà

f ′10 =
q0q

′
1

|x1 − x0|3
(x1 − x0) = f10

q′1
q1

Ïîýòîìó f10
q1

= f ′10
q′1

= const.

Òàêèì îáðàçîì, ýëåêòðè÷åñêîå �âëèÿíèå� îáëàäàþùåé çàðÿäîì ÷àñòèöû íà äàí-
íóþ òî÷êó ïðîñòðàíñòâà ìîæíî îïèñûâàòü ïðè ïîìîùè íåêîòîðîé âåêòîð-ôóíêöèè,
êîòîðàÿ çàâèñèò òîëüêî îò õàðàêòåðèñòèê äàííîé ÷àñòèöû, íî íå îò õàðàêòåðè-
ñòèê íàáëþäàòåëÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ýëåêòðîñòàòè÷åñêèì ïîëåì íåïîäâèæíîé ÷àñòèöû (q0,x0) íà-
çûâàåòñÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ

Eq0,x0 : R3 \ {x0} → R3, Eq0,x0(x) =
q0

|x− x0|3
(x− x0)

Çíà÷åíèå Eq,x0(x) â òî÷êå x ∈ R3 íàçûâàåòñÿ íàïðÿæåííîñòüþ ýëåêòðè÷åñêîãî
ïîëÿ â òî÷êå x.

Ýëåêòðîñòàòè÷åñêèì ïîëåì ñèñòåìû ÷àñòèö Ω =
∪
(qi,xi) íàçûâàåòñÿ âåêòîð-

ôóíêöèÿ

EΩ : R3 \ ∪
{
xi
}
→ R3 EΩ(x) =

∑
Eqi,xi(x).

4. Ñèíãóëÿðíîñòè ïîëÿ ñèñòåìû òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ

Ýëåêòðîñòàòè÷åñîå ïîëå òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ èìååò îñîáåííîñòè â òî÷êàõ íàõîæäå-
íèÿ çàðÿäîâ. Â îñòàëüíûõ òî÷êàõ ïîëå ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé
ôóíêöèåé.

E ∈ C∞
(
R3 \

∪
{xj}

)
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1.2 Ïîòåíöèàëüíîñòü ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ

1. Îïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ

Îïðåäåëåíèå. Âåêòîðíîå ïîëå E : Ω ⊂ R3 → R3 íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì â

îáëàñòè Ω, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ ãðàäèåíòîì ñêàëÿðíîé ôöíêöèè:

∃ φ : Ω → R : E(x) = −∇φ(x)

Ôóíêöèÿ φ íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëîì ïîëÿ E.

2. Êðèòåðèé ïîòåíöèàëüíîñòè ïîëÿ â R3

Òåîðåìà. Ïóñòü E ∈ C1(Ω). Òîãäà

1) ∃ φ ∈ C2(Ω): E = −∇φ =⇒ rotE = 0 â Ω.

2) Ω � ñòÿãèâàåìàÿ îáëàñòü è rotE = 0 =⇒ ∃ φ ∈ C2(Ω): E = −∇φ

3. Ïîòåíöèàëüíîñòü ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ

Òåîðåìà. Ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ïîëå ñèñòåìû òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ ïîòåíöèàëü-

íî â îáëàñòè, ãäå íåò çàðÿäîâ:

EΩ(x) = −∇φ(x), ãäå φ(x) =
N∑
i=1

qi
|x− xi|

4. Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèöû â ýëåêòðîñòàòè÷åñêîì ïîëå

Îïðåäåëåíèå. Ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé çàðÿæåííîé ÷àñòèöû (q,x) â ýëåêòðî-
ñòàòè÷åñêîì ïîëå E = −∇φ íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

U = qφ(x)

5. Ñâîéñòâà ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé

Òåîðåìà.

1) Ñèëà, ñ êîòîðîé ïîòåíöèàëüíîå ïîëå äåéñòâóåò íà ÷àñòèöó, çàâèñèò òîëü-

êî îò ìåñòîïîëîæåíèÿ ÷àñòèöû è íå çàâèñèò îò åå ñêîðîñòè.

2) ×àñòèöà, äâèæóùàÿñÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå, ñîõðàíÿåò ýíåðãèþ.

3) Ðàáîòà ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ ïðè ïåðåìåùåíèè ÷àñòèöû íå çàâèñèò îò

ôîðìû òðàåêòîðèè, ïî êîòîðîé îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåìåùåíèå ÷àñòèöû.

6. Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö

Ïóñòü èìååòñÿ çàìêíóòàÿ ñèñòåìà èç N ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ñ êîîðäèíàòàìè xi.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç

fi =
∑
j ̸=i

fij

ñóììàðíóþ ñèëó, äåéñòâóþùóþ íà i-óþ òî÷êó ñî ñòîðîíû îñòàëüíûõ òî÷åê ñè-
ñòåìû.
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Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìà ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê íàçûâàåòñÿ êîíñåðâàòèâíîé, åñëè
åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ

U : R3 × R3 × . . .× R3︸ ︷︷ ︸
N ðàç

→ R, òàêàÿ ÷òî

fi = −∇xiU(x1, . . . ,xN ).

Ôóíêöèÿ U íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû.

7. Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ

Òåîðåìà. Ñèñòåìà íåïîäâèæíûõ òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ (q1,x1), . . . , (qN ,xN ) êîí-
ñåðâàòèâíà è åå ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà

U(x1,x2, . . . ,xN ) =
1

2

N∑
i=1

∑
j ̸=i

qiqj
|xi − xj |

Åñëè ìû îáîçíà÷èì çà φi ïîòåíöèàë êóëîíîâñêîãî ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî â òî÷êå

xi îñòàëüíûìè ÷àñòèöàìè, ò.å.

φi :=
∑
j ̸=i

qj
|xi − xj |

,

òî èìååò ìåñòî ôîðìóëà

U(x1,x2, . . . ,xN ) =
1

2

N∑
i=1

φiqi

Äîêàçàòåëüñòâà �1.2

1. Ñâîéñòâà ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé.

8



1.3 Íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåííûé çàðÿä

1. Êóëîíîâñêîå ïîëå íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåííîãî çàðÿäà

Òåîðåìà. Ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ïîëå ñèñòåìû íåïîäâèæíûõ çàðÿäîâ, ðàñïðåäå-
ëåííûõ â ïðîñòðàíñòâå ñ ïëîòíîñòüþ ρ ∈ C∞

0 (R3), âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

E(x) =

∫
R3

ρ(y)

|x− y|3
(x− y) dy

2. Ïîòåíöèàëüíîñòü êóëîíîâñêîãî ïîëÿ

Òåîðåìà. Ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ïîëå ñèñòåìû íåïîäâèæíûõ çàðÿäîâ, ðàñïðåäå-
ëåííûõ â ïðîñòðàíñòâå ñ ïëîòíîñòüþ ρ ∈ C∞

0 (R3), ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì:

E(x) = −∇φ(x), ãäå φ(x) =

∫
R3

ρ(y)

|x− y|
dy

Ôóíêöèÿ φ íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëîì Íüþòîíà ñ ïëîòíîñòüþ ρ. Îòìåòèì, ÷òî
ïîòåíöèàë Íüþòîíà φ = Kρ � ýòî èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð

K : C∞
0 (R3) → C∞(R3), (Kρ)(x) =

∫
R3

K(x,y)ρ(y) dy,

ÿäðî K(x,y) = 1
|x−y| êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì ñî �ñëàáîé îñîáåííîñòüþ�.

3. Ãëàäêîñòü êóëîíîâñêîãî ïîëÿ

Òåîðåìà. Ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ïîëå ñèñòåìû íåïîäâèæíûõ çàðÿäîâ, ðàñïðåäå-
ëåííûõ â ïðîñòðàíñòâå ñ ïëîòíîñòüþ ρ ∈ C∞

0 (R3), ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì è óáûâàåò
íà áåñêîíå÷íîñòè �êóëîíîâñêèì îáðàçîì�

ρ ∈ C∞
0 (R3) =⇒ φ ∈ C∞(R3), ∃ Ck : |∇kφ(x)| ≤ Ck

|x|k+1

4. Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ

Îïðåäåëåíèå. Ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñèñòå-
ìû íåïîäâèæíûõ çàðÿäîâ, ðàñïðåäåëåííûõ â ïðîñòðàíñòâå ñ ïëîòíîñòüþ ρ ∈
C∞
0 (R3), ìû áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ

U [ρ] =
1

2

∫
R3

∫
R3

ρ(x)ρ(y)

|x− y|
dxdy

Òåîðåìà. Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ åñòü ñêàëÿð-
íîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå L2(R3) ïîòåíöèàëà ïîëÿ íà ïëîòíîñòü çàðÿäà,
ïîðîæäàþùåãî äàííîå ïîëå

U [ρ] =
1

2
(φρ, ρ)L2(R3) =

1

2
(Kρ, ρ)L2(R3)
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1.4 Çàêîí Ãàóññà

1. �Òåîðåìà� Ãàóññà

Ïóñòü âíóòðè îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊂ R3 íàõîäèòñÿ ñèñòåìà íåïîä-

âèæíûõ çàðÿäîâ q1, q2, . . . , qN (ïëþñ åùå êàêèå-òî òî÷å÷íûå çàðÿäû qN+1,

qN+2, . . . , qM âíå Ω). Òîãäà ïîòîê ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî ñèñòåìîé
âñåõ çàðÿäîâ (êàê âíóòðè, òàê è âíå îáëàñòè Ω), ÷åðåç çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü

∂Ω, ïðîïîðöèîíàëåí ñóììàðíîìó çàðÿäó, çàêëþ÷åííîìó â Ω:∫
∂Ω

E(x) · ν(x) dSx = 4π

N∑
i=1

qi

2. Çàêîí Ãàóññà � ôóíäàìåíòàëüíàÿ àêñèîìà ýëåêòðîäèíàìèêè

Ðàíåå ìû ïîñòóëèðîâàëè çàêîí Êóëîíà è âûâåëè èç íåãî �òåîðåìó� Ãàóññà. Íèæå
ìû ïîêàæåì, ÷òî äëÿ íåïîäâèæíûõ ñèñòåì çàðÿäîâ èìååò ìåñòî è îáðàòíàÿ èì-
ïëèêàöèÿ: èç �òåîðåìû� Ãàóññà âûòåêàåò çàêîí Êóëîíà. Ïðåèìóùåñòâî �òåîðåìû�
Ãàóññà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âñÿ ñîâîêóïíîñòü îïûòíûõ ôàêòîâ óêàçûâàåò, ÷òî,
â îòëè÷èå îò çàêîíà Êóëîíà, îíà îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé è â ñëó÷àå ïåðåìåííûõ
âî âðåìåíè ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåé (à çàîäíî è äëÿ ëþáûõ ñèñòåì çàðÿäîâ, ò.å.
äëÿ ëþáûõ ìåð � êàê íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåííûõ, òàê è ñîñðåäîòî÷åííûõ íà
êàêèõ-ëèáî ìíîãîîáðàçèÿõ).

Ïîýòîìó ïðè ïîñòðîåíèè ýëåêòðîäèíàìèêè èìåííî çàêîí Ãàóññà áåðåòñÿ çà àê-
ñèîìó. À èìåííî, çàêîí Ãàóññà åñòü ïåðâîå èç ÷åòûðåõ ñîîòíîøåíèé, èçâåñò-
íûõ ïîä îáùèì íàçâàíèåì �ñèñòåìà Ìàêñâåëëà�. Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà Ãàóññà
ïåðåñòàåò áûòü äëÿ íàñ ñêðîìíûì ñëåäñòâèåì çàêîíà Êóëîíà, à âîçâîäèòñÿ â
ðàíã îñíîâíûõ ïîñòóëàòîâ òåîðèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ âçàèìîäåéñòâèé.

Àêñèîìà (Çàêîí Ãàóññà) (Âçàìåí çàêîíà Êóëîíà è ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè)

Ïîòîê ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E ëþáîé ñèñòåìû çàðÿäîâ (íåïîäâèæíûõ èëè

äâèæóùèõñÿ, íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåííûõ èëè ñîñðåäîòî÷åííûõ) ÷åðåç ëþáóþ

çàìêíóòóþ ãëàäêóþ ïîâåðõíîñòü, íå ñîäåðæàùóþ òî÷å÷íûõ è ëèíåéíî ñîñðå-

äîòî÷åííûõ çàðÿäîâ, ïðîïîðöèîíàëåí ñóììàðíîìó çàðÿäó q(Ω), çàêëþ÷åííîìó
âíóòðè ýòîé ïîâåðõíîñòè∫

∂Ω

E(x) · ν(x) dSx = 4πq(Ω).

3. Çàêîí Ãàóññà â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå

Òåîðåìà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå E : Ω ⊂ R3 → R3 ÿâëÿåòñÿ

C1� ãëàäêîé â îáëàñòè Ω̄ ôóíêöèåé, à ñàìà îáëàñòü Ω ñîäåðæèò òîëüêî çà-

ðÿä, ðàñïðåäåëåííûé ñ íåïðåðûâíîé ïëîòíîñòüþ ρ : Ω → R. Òîãäà çàêîí Ãàóññà

ýêâèâàëåíòåí äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

divE(x) = 4πρ(x), ∀ x ∈ Ω.
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4. Çàêîí Ãàóññà äëÿ ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ

Òåîðåìà. Åñëè ãëàäêîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå E : Ω ⊂ R3 → R3 ïîòåíöèàëüíî â

Ω, ò.å.
E(x) = −∇φ(x), ∀ x ∈ Ω,

òî çàêîí Ãàóññà ýêâèâàëåíòåí óðàâíåíèþ Ïóàññîíà äëÿ ïîòåíöèàëà φ:

−∆φ(x) = 4πρ(x), ∀ x ∈ Ω.

5. Êðàåâûå óñëîâèÿ äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ

Òåîðåìà. Ïóñòü íà ãëàäêîé çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè Σ ñîñðåäîòî÷åí íåêîòî-

ðûé çàðÿä ñ ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòüþ σ : Σ → R, è ïóñòü ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå
E : R3\Σ → R3 ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì âíå ýòîé ïîâåðõíîñòè è íåïðåðûâíûì âïëîòü

äî ïîâåðõíîñòè (ñ îäíîé è ñ äðóãîé ñòîðîíû). Òîãäà ðàçíîñòü íîðìàëüíûõ êîì-

ïîíåíò ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ñ òîé è ñ äðóãîé ñòîðíû ïîâåðõíîñòè ïðîïîðöèî-

íàëüíà ïëîòíîñòè ñîñðåäîòî÷åííîãî íà Σ ïîâåðõíîñòíîãî çàðÿäà:

(E2(x)−E1(x)) · ν(x) = 4πσ(x), ∀ x ∈ Σ.

6. Êóëîíîâñêîå óáûâàíèå íà áåñêîíå÷íîñòè

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ φ : R3 → R èìååò êóëî-
íîâñêîå óáûâàíèå íà áåñêîíå÷íîñòè, è ïèñàòü ïðè ýòîì

φ||x|→∞ = 0,

åñëè ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå C > 0 è R > 0, òàêèå ÷òî

|φ(x)| ≤ C
|x| , |∇φ(x)| ≤ C

|x|2 , ∀ |x| ≥ R.

7. Ýêâèâàëåíòíîñòü çàêîíà Êóëîíà è çàêîíà Ãàóññà â ýëåêòðîñòàòèêå

Òåîðåìà. Ïóñòü ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåí â ïðîñòðàíñòâå

ñ îáúåìíîé ïëîòíîñòüþ ρ ∈ C∞
0 (R3). Òîãäà

1) êóëîíîâñêèé ïîòåíöèàë ðñïðåäåëåííîé ñèñòåìû çàðÿäîâ

φ(x) =

∫
R3

ρ(y)

|x− y|
dy (1)

èìååò êóëîíîâñêîå óáûâàíèå íà áåñêîíå÷íîñòè è ïðè ýòîì óäîâëåòâîðÿåò

çàêîíó Ãàóññà äëÿ ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ:{
−∆φ(x) = 4πρ(x), ∀ x ∈ Ω,

φ||x|→∞ = 0
(2)

2) îáðàòíî, âñÿêîå ãëàäêîå ïîòåíöèàëüíîå ïîëå, ïîòåíöèàë êîòîðîãî óäîâëå-

òâîðÿåò çàêîíó Ãàóññà (2) è èìååò êóëîíîâñêîå óáûâàíèå íà áåñêîíå÷íîñòè

� ýòî ïîëå Êóëîíà, ïîòåíöèàë êîòîðîãî ðàâåí (1).
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8. Äâà ðàçëè÷íûõ âçãëÿäà íà ïîíÿòèå �òî÷å÷íûé çàðÿä�

Ðàññóæäåíèÿ ïðîøëîãî ïóíêòà ñóùåñòâåííûì îáðàçîì èñïîëüçîâàëè ãëàäêîñòü
ïîëÿ, ïîðîæäàåìîãî íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåííûì â ïðîñòðàíñòâå çàðÿäîì. Îä-
íàêî, êàê ìû çíàåì, â ñëó÷àå, êîãäà âåñü çàðÿä ñîñðåäîòî÷åí â òî÷êå (ò.å. êîãäà
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìåðà åñòü δ-ôóíêöèÿ), ïîëå ãëàäêèì íå ÿâëÿåòñÿ (è, ñëåäîâà-
òåëüíî, îïèñàíèå òàêîãî ïîëÿ ïðè ïîìîùè òåîðåìû Ãàóññà â äèôôåðåíöèàëüíîé
ôîðìå â êëàññè÷åñêîì ïîíèìàíèè íåâîçìîæíî).

Íóæíî îòìåòèòü, ÷òî ê ïîíÿòèþ �òî÷å÷íûé çàðÿä� ôèçèêè è ìàòåìàòèêè îòíî-
ñÿòñÿ íåñêîëüêî ïî-ðàçíîìó:

• ôèçèêè: òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ â ïðèðîäå íå ñóùåñòâóåò. Òî÷å÷íûé çàðÿä � ýòî
èäåàëèçàöèÿ, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ â ïðåäåëå, êîãäà ïëîòíîñòü çàðÿäà âñå
áîëüøå è áîëüøå �ãðóïïèðóåòñÿ� â ìàëîé îêðåñòíîñòè çàäàííîé òî÷êè.

• ìàòåìàòèêè: òî÷å÷íûé çàðÿä � ýòî ìåðà, ñîñðåäîòî÷åííàÿ â òî÷êå (äåëüòà-
ôóíêöèÿ).

Ïðè ýòîì è ôèçèêàì, è ìàòåìàòèêàì ïðèõîäèòñÿ êàê-òî �âûêðó÷èâàòüñÿ�:

• ôèçèêàì íåîáõîäèìî îáîñíîâûâàòü, ÷òî â ðåçóëüòàòå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà
èçâåñòíûé íàì çàêîí Êóëîíà äëÿ ðàñïðåäåëåííîãî çàðÿäà ïðåâðàùàåòñÿ â
�øêîëüíûé� çàêîí Êóëîíà äëÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà;

• ìàòåìàòèêàì, ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü çàêîí Ãàóññà äëÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà,
íåîáõîäèìî íàó÷èòüñÿ äèôôåðåíöèðîâàòü íåãëàäêèå ôóíêöèè è ïðèäàòü
ñìûñë äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ â ñëó÷àå, åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü åñòü
ñèíãóëÿðíàÿ ìåðà. Äëÿ ýòîãî ìàòåìàòèêè ðàçðàáîòàëè òåîðèþ îáîáùåííûõ
ôóíêöèé.

9. Ïîëå òî÷å÷íîãî çàðÿäà êàê ïðåäåë ïîëåé çàðÿäîâ, íåïðåðûâíî ðàñïðå-
äåëåííûõ â ìàëîé îêðåñòíîñòè

Ïóñòü ðàñïðåäåëåíèå çàðÿäà â ïðîñòðàíñòâå çàäàåòñÿ ïëîòíîñòüþ

ρε(x) =
q

ε3
ρ

(
x− x0

ε

)
, ρ ∈ C∞

0 (R3),

∫
B1

ρ(x) dx = 1

Òîãäà ïîòåíöèàë ïîëÿ, ïîðîæäàåìîãî äàííûì ðàñïðåäåëåíèåì çàðÿäîâ, åñòü

φε(x) =

∫
R3

ρε(y)

|x− y|
dy

Âîïðîñ:
φε(x) → ??? ïðè ε→ 0.

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîé x ∈ R3, òàêîé ÷òî x ̸= x0, ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim
ε→0

∫
R3

φε(x) = φ(x), ãäå φ(x) =
q

|x− x0|

10. Çàêîí Ãàóññà äëÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà

Òåîðåìà. Êóëîíîâñêèé ïîòåíöèàë òî÷å÷íîãî çàðÿäà óäîâëåòâîðÿåò çàêîíó

Ãàóññà â ñìûñëå òåîðèè îáîáùåííûõ ôóíêöèé

−∆x
q

|x− x0|
= 4πq δx0 â D′(R3). (∗)
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11. Çàìå÷àíèÿ

1) Ñîîòíîøåíèå (∗) îçíà÷àåò âûïîëíåíèå èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà

−
∫
R3

q

|x− x0|
∆η(x) dx = 4πq η(x0), ∀ η ∈ C∞

0 (R3)

2) Ôóíêöèÿ

E(x) =
1

4π|x|
, E ∈ L1,loc(R3),

ðàâíàÿ íîðìèðîâàííîìó íà ïëîùàäü åäèíè÷íîé ñôåðû ïîòåíöèàëó ïîëÿ ïî-
ìåùåííîãî â íà÷àëî êîîðäèíàò åäèíè÷íîãî òî÷å÷íîãî çàðÿäà, íàçûâàåòñÿ
ôóíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì äëÿ îïåðàòîðà −∆.

Äîêàçàòåëüñòâà â �1.4

1. Äîêàçàòåëüñòâî �òåîðåìû� Ãàóññà.

2. Âûâîä êðàåâûõ óñëîâèé ýëåêòðîñòàòèêè.

3. Äîêàçàòåëüñòâî ýêâèâàëåíòíîñòè çàêîíîâ Êóëîíà è Ãàóññà äëÿ ðàñïðåäåëåííîãî
çàðÿäà.

4. Îáîñíîâàíèå òîãî, ÷òî ïîëå ðàñïðåäåëåííûõ çàðÿäîâ, ñîñðåäîòî÷åííûõ â ìàëîé
îêðåñòíîñòè, â ïðåäåëå ñõîäèòñÿ ê ïîëþ òî÷å÷íîãî çàðÿäà.
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1.5 Ïîòåíöèàëû çàðÿæåííûõ ïîâåðõíîñòåé

1. Ïîëå äèïîëÿ íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ

Îïðåäåëåíèå. Äèïîëåì íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà èç äâóõ íåïîäâèæíûõ îäèíàêîâûõ
ïî ìîäóëþ çàðÿäîâ ðàçíîãî çíàêà.

Ïóñòü êîîðäèíàòà îòðèöàòåëüíîãî çàðÿäà −q äèïîëÿ åñòü x−, à êîîðäèíàòà ïî-
ëîæèòåëüíîãî çàðÿäà q åñòü x+, è ïóñòü x0 � ñåðåäèíà îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî
çàðÿäû äèïîëÿ, ò.å. x0 =

1
2(x+ + x−). Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè x− è x+

íàçûâàåòñÿ îñüþ äèïîëÿ, âåêòîð r = x+ − x− � ïëå÷îì äèïîëÿ, à âåêòîð p = qr
� ýëåêòðè÷åñêèì ìîìåíòîì äèïîëÿ.

Òåîðåìà. Ïîòåíöèàë ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ, ïîðîæäàåìîãî äèïîëåì, íà

áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò äèïîëÿ (ò.å. ïðè |r| ≪ |x− x0| ), ðàâåí

φ(x) =
q

|x− x0|

(
r · (x− x0)

|x− x0|2
+ o

( r

|x− x0|

) )

2. Ýëåìåíòàðíûé äèïîëü. Çàêîí Ãàóññà äëÿ ýëåìåíòàðíîãî äèïîëÿ

Îïðåäåëåíèå. Ýëåìåíòàðíûì äèïîëåì íàçûâàåòñÿ èäåàëèçèðîâàííàÿ ñèñòå-
ìà çàðÿäîâ, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ â ïðåäåëå, êîãäà äëèíà ïëå÷à äèïîëÿ rε = εl,
|l| = 1, ñòðåìèòñÿ ê íóëþ (ò.å. ε→ 0), à âåëè÷èíà çàðÿäîâ qε è −qε ïðè ýòîì óâå-
ëè÷èâàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ýëåêòðè÷åñêèé ìîìåíò äèïîëÿ
îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì:

p = qεrε = µl = const, qε =
µ

ε
.

Òåîðåìà. Ýëåìåíòàðíîìó äèïîëþ ñîîòâåòñâóåò ñèñòåìà çàðÿäîâ, �ïëîòíîñòü�

êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííîé ôóíêöèåé

− ∂

∂l
(µδx0) ∈ D′(R3), ãäå − ∂

∂l
(µδx0)(η)

def
= µ

∂η

∂l
(x0), ∀ η ∈ C∞

0 (R3).

Ýëåìåíòàðíûé äèïîëü ñîçäàåò â ïðîñòðàíñòâå ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ïîëå, ïî-

òåíöèàë êîòîðîãî ðàâåí

φ(x) := µ
l · (x− x0)

|x− x0|3
= µ

∂

∂l

1

|x− x0|
.

Çàêîí Ãàóññà äëÿ ýëåìåíòàðíîãî äèïîëÿ èìååò âèä

−∆x

(
µ
∂

∂l

1

|x− x0|

)
= −4π

∂

∂l
(µδx0) â D′(R3).

3. Ýëåêòðîñòàòè÷åñêèå ïîëÿ çàðÿæåííûõ ïîâåðõíîñòåé. Ïîòåíöèàëû

Ïóñòü Σ � ãëàäêàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ ïîâåðõíîñòü â R3, è ïóñòü σ ∈ C∞(Σ) �
ïëîòíîñòü ïîâåðõíîñòíîãî çàðÿäà íà Σ, à µ ∈ C∞(Σ) � ïëîòíîñòü äèïîëüíîãî
çàðÿäà íà ïîâåðõíîñòè Σ. Ýòè ñèñòåìû íåïîäâèæíûõ çàðÿäîâ ñîçäàþò â ïðî-
ñòðàíñòâå ñëåäóþùèå ïîëÿ:
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1) Ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ

φσ(x) =

∫
Σ

σ(y)

|x− y|
dSy

� ñîçäàåòñÿ ïîâåðõíîñòíûì çàðÿäîì íà Σ

2) Ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ:

φµ(x) =

∫
Σ

µ(y) ν(y) · (x− y)

|x− y|3
dSy =

∫
Σ

µ(y)
∂

∂νy

1

|x− y|
dSy

� ñîçäàåòñÿ äèïîëüíûì çàðÿäîì íà Σ

4. Ñâîéñòâà ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ

Òåîðåìà. Ïóñòü Ω ⊂ R3 � îãðàíè÷åííàÿ ãëàäêàÿ îáëàñòü, σ ∈ C∞(∂Ω). Ïîëî-
æèì

φ(x) =

∫
∂Ω

σ(y)

|x− y|
dSy, x ∈ R3.

Òîãäà

1) ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ φ íåïðåðûâåí âî âñåì ïðîñòðàíñòâå: φ ∈ C(R3),
à ñîîòâåòñòâóþùåå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå E(x) = −∇φ(x) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì
â R3 \ ∂Ω âïëîòü äî ∂Ω ñ òîé è ñ äðóãîé ñòîðîíû

2) íà ïîâåðõíîñòè ∂Ω íîðìàëüíûå êîìïîíåíòû ïîëÿ èìåþò ðàçðûâ, ïðîïîð-

öèîíàëüíûé ïëîòíîñòè ïîâåðõíîñòíîãî çàðÿäà:

(Eâíåø. −Eâíóòð) · ν = 4πσ íà ∂Ω.

3) ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ óäîâëåòâîðÿåò çàêîíó Ãàóññà âî âñåì ïðîñòðàí-

ñòâå R3 â ñìûñëå òåîðèè îáîáùåííûõ ôóíêöèé:

−∆Tφ = 4πσδ∂Ω â D′(R3),

÷òî îçà÷àåò âûïîëíåíèå èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà

−
∫
R3

φ(x)∆η(x) dx = 4π

∫
∂Ω

σ(x)η(x)dSx, ∀ η ∈ C∞
0 (R3).

4) ïîòåíöèàë φ èìååò êóëîíîâñêîå óáûâàíèå íà áåñêîíå÷íîñòè.

5) îáðàòíî, âñÿêàÿ ôóíêöèÿ φ ∈ L1,loc(R3), óáûâàþùàÿ íà áåñêîíå÷íîñòè è

óäîâëåòîðÿþùåå çàêîíó Ãàóññà, ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëîì ïðîñòîãî ñëîÿ ñ

ïëîòíîñòüþ σ:{
−∆Tφ = 4πσδ∂Ω â D′(R3)

φ||x|→∞ = 0
=⇒ φ(x) =

∫
∂Ω

σ(y)

|x− y|
dSy.

5. Ñâîéñòâà ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ

Òåîðåìà. Ïóñòü Ω ⊂ R3 � îãðàíè÷åííàÿ ãëàäêàÿ îáëàñòü, µ ∈ C∞(∂Ω). Ïîëî-
æèì

φ(x) =

∫
∂Ω

µ(y)
∂

∂νy

1

|x− y|
dSy, x ∈ R3.

Òîãäà
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1) ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ φ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì â R3 \ ∂Ω âïëîòü äî ∂Ω ñ

òîé è ñ äðóãîé ñòîðîíû

2) íà ïîâåðõíîñòè ∂Ω ôóíêöèÿ φ èìååò ñêà÷îê, ïðîïîðöèîíàëüíûé ïëîòíî-

ñòè äèïîëüíîãî çàðÿäà:

φâíåø. − φâíóòð = 4πµ íà ∂Ω,

à íîðìàëüíàÿ êîìïîíåíòà ïîëÿ E(x) = −∇φ(x) íåïðåðûâíà íà ∂Ω:

Eâíåø. · ν = Eâíóòð · ν íà ∂Ω.

3) ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ óäîâëåòâîðÿåò çàêîíó Ãàóññà âî âñåì ïðîñòðàí-

ñòâå R3 â ñìûñëå òåîðèè îáîáùåííûõ ôóíêöèé:

−∆Tφ = −4π
∂

∂ν
(µδ∂Ω) â D′(R3),

÷òî îçà÷àåò âûïîëíåíèå èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà

−
∫
R3

φ(x)∆η(x) dx = 4π

∫
∂Ω

µ(x)
∂η

∂ν
(x) dSx, ∀ η ∈ C∞

0 (R3).

4) ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ èìååò ñâåðõêóëîíîâñêîå óáûâàíèå íà áåñêîíå÷íîñ-

òè.

5) îáðàòíî, âñÿêàÿ ôóíêöèÿ φ ∈ L1,loc(R3), óáûâàþùàÿ íà áåñêîíå÷íîñòè è

óäîâëåòîðÿþùàÿ çàêîíó Ãàóññà, ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëîì äâîéíîãî ñëîÿ ñ

ïëîòíîñòüþ σ: −∆Tφ = 4π
∂

∂ν
(µδ∂Ω) â D′(R3)

φ||x|→∞ = 0
=⇒ φ(x) =

∫
∂Ω

µ(y)
∂

∂νy

1

|x− y|
dSy.

6. Ïðåèìóùåñòâà îïèñàíèÿ ýëåêòðîñòàòè÷åñêèõ ïîëåé ïðè ïîìîùè òåî-
ðèè îáîáùåííûõ ôóíêöèé

Çàäàíèå ïîòåíöèàëà φ ∈ L1,loc(R3) ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèÿ{
−∆Tφ = 4π ìåðà µ â D′(R3)

φ||x|→∞ = 0

èìååò ñëåäóþùèå ïðåèìóùåñòâà:

1) îíî îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ φ ñðàçó âî âñåì R3 (à íå â êàêîé-òî îòäåëüíîé
ïîäîáëàñòè)

2) îíî óêàçûâàåò, â êàêèõ òî÷êàõ ôóíêöèÿ φ èìååò îñîáåííîñòè:

φ ∈ C1(R3 \ Λ), Λ ⊂ sing suppµ

3) îíî îïèñûâàåò àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ôóíêöèè φ âáëèçè îñîáûõ òî÷åê
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7. Ñâîäêà ðåçóëüòàòîâ î ñèíãóëÿðíîñòÿõ êóëîíîâñêèõ ïîëåé

Èñòî÷íèê Ãëàäêîñòü Îñîáåííîñòü Ýíåðãèÿ Óðàâíåíèå

Òî÷å÷íûé
çàðÿä
(q,x0)

E ∈ C∞(R3 \ {x0}) E(x) ∼ 1
|x−x0|2 = ∞

divE = 4πqδx0

â D′(R3)
Îáîáù. ôóíêöèè

Ëèíåéíûé
êîíòóð

Γ
E ∈ C∞(R3 \ Γ) E(x) ∼ 1

dist(x,Γ) = ∞
divE = 4πλδΓ

â D′(R3)
Îáîáù. ôóíêöèè

Äèïîëè íà
ïîâåðõíîñòè

Σ

φ ∈ C∞(R3 \ Σ)
φ îãð. â R3

φ íåïð. âïëîòü äî Σ

(φ2 − φ1)|Σ = 4πµ
ñêà÷îê íà Σ

<∞
divE = 4π ∂

∂ν (µδΣ)
â D′(R3)

Îáîáù. ôóíêöèè

Çàðÿæåííàÿ
ïîâåðõíîñòü

Σ

E ∈ C∞(R3 \ Σ)
E îãð. â R3

E íåïð. âïëîòü äî Σ

φ íåïð. íà Σ
(E2ν −E1ν)|Σ = 4πσ

ñêà÷îê íà Σ
<∞

divE = 4πσδΣ
â W−1

2 (R3)
Ïð�âà Ñîáîëåâà

Îáúåìíûé
çàðÿä
ρ

E ∈ C(R3)
íåò

îñîáåííîñòåé
<∞

divE = 4πρ
∀ x ∈ R3

Êëàññè÷.

Äîêàçàòåëüñòâà â �1.5

1. Îáîñíîâàíèå ôîðìóëû äëÿ ïîòåíöèàëà òî÷å÷íîãî äèïîëÿ.

2. Âûâîä çàêîíà Ãàóññà äëÿ ýëåìåíòàðíîãî äèïîëÿ.

3. Ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ óäîâëåòâîðÿåò çàêîíó Ãàóññà â ñìûñëå òåîðèè îáîá-
ùåííûõ ôóíêöèé.
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1.6 Çàêîí ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé èíäóêöèè

1. Êðàåâûå óñëîâèÿ ýëåêòðîñòàòèêè

Ïóñòü ïî ïîâåðõíîñòè Σ ðàñïðåäåëåí çàðÿä ñ ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòüþ σ ∈
C∞(Σ). Ýòîò çàðÿä ñîçäàåò ïîëå, ïîòåíöèàë êîòîðîãî � ýòî ïîòåíöèàë ïðîñòîãî
ñëîÿ

φ(x) =

∫
Σ

σ(y)

|x− y|
dSy, x ∈ R3.

Ìû óæå çíàåì, ÷òî ïîòåíöèàë φ íåïðåðûâåí âî âñåì ïðîñòðàíñòâå, à íîðìàëü-
íàÿ êîìïîíåíòà ïîëÿ E(x) = −∇φ(x) èìååò íà ïîâåðõíîñòè Σ ðàçðûâ, ïðîïîð-
öèîíàëüíûé ïëîòíîñòè çàðÿäà. Òàêèì îáðàçîì, íà ïîâåðõíîñòè Σ âûïîëíÿþòñÿ
ñîîòíîøåíèÿ:

E2ν(x)−E1ν(x) = 4πσ(x)

E2τ (x) = E1τ (x)
∀ x ∈ Σ.

Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè îáîçíà÷åíèÿ Eν = E · ν è Eτ = E− (E · ν)ν.

2. Ïðîâîäíèêè â ýëåêòðîñòàòè÷åñêîì ïîëå

Ïðîâîäíèêè � òåëà, â ñîñòàâ êîòîðûõ âõîäèò çíà÷èòåëüíîå êîëè÷åñòâî çàðÿæåí-
íûõ ÷àñòèö, ñïîñîáíûõ ñâîáîäíî ïåðåìåùàòüñÿ â ïðåäåëàõ âñåãî îáúåìà òåëà.
Ïîä äåéñòâèåì âíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ñâîáîäíûå çàðÿäû ïðîâîäíèêà
ïåðåìåìåùàþòñÿ, îáðàçóÿ ïîâåðõíîñòíûé çàðÿä íà ãðàíèöå ïðîâîäíèêà. Ýòîò
ïîâåðõíîñòíûé çàðÿä ñîçäàåò ïîëå, êîòîðîå íàêëàäûâàåòñÿ íà âíåøíåå ýëåêòðè-
÷åñêîå ïîëå.

Ìû ïðåäïîëàãàåì, òî èçíà÷àëüíî ïðîâîäíèê ýëåêòðîíåéòðàëåí (êîëè÷åñòâî ïî-
ëîæèòåëüíûõ çàðÿäîâ â ïðîâîäíèêå ðàâíî êîëè÷åñòâó îòðèöàòåëüíûõ), è ïðè
ýòîì ïðîâîäíèê ñîäåðæèò íåîãðàíè÷åííûé çàïàñ ñâîáîäíûõ çàðÿäîâ (ñïîñîáíûõ,
â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè, ñêîìïåíñèðîâàòü äåéñòâèå ëþáîãî ôèçè÷åñêè ðåàëèçó-
åìîãî âíåøíåãî ïîëÿ).

3. Çàêîí ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé èíäóêöèè

Â ýëåêòðîñòàòè÷åñêîì ñëó÷àå âñå çàðÿäû â ïðîñòðàíñòâå (â ÷àñòíîñòè, âñå ñâî-
áîäíûå çàðÿäû â ïðîâîäíèêå) ÿâëÿþòñÿ íåïîäâèæíûìè. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ñèëà,
äåéñòâóþùàÿ íà ñâîáîäíûå çàðÿäû âíóòðè ïðîâîäíèêà, ðàâíà íóëþ (èíà÷å ñâî-
áîäíûå çàðÿäû âíóòðè ïðîâîäíèêà íà÷àëè áû äâèãàòüñÿ, è ó íàñ íå áûëî áû
�ñòàòèêè�). Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëíîå ïîëå â ïðîâîäíèêå ðàâíî íóëþ. Òàêèì îáðà-
çîì, èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ýêñïåðèìåíòàëüíûé ôàêò, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ íàøèì
áàçîâûì ïîñòóëàòîì âñåé ýëåêòðîñòàòèêè ïðîâîäíèêîâ:

Àêñèîìà (Çàêîí ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé èíäóêöèè)

1) Ïðè ïîìåùåíèè ïðîâîäíèêà Ω âî âíåøíåå ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ïîëå, ñâî-

áîäíûå çàðÿäû â ïðîâîäíèêå ïåðåðàñïðåäåëÿþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî íà

ãðàíèöå ïðîâîäíèêà ∂Ω îáðàçóåòñÿ çàðÿä ñ ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòüþ σ:

σ : ∂Ω → R,
∫
∂Ω

σ(x) dSx = 0,

ïðè÷åì ðàñïðåäåëåíèå ñâîáîäíûõ çàðÿäîâ íà ïîâåðõíîñòè ïðîâîäíèêà òàêî-

âî, ÷òî ñóììàðíîå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå âíóòðè ïðîâîäíèêà ðàâíî íóëþ:

E(x) = 0, ∀ x ∈ Ω.
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2) Ïðè ñîîáùåíèè ïðîâîäíèêó Ω âíåøíåãî ñâîáîäíîãî çàðÿäà q ýòîò çàðÿä ïå-

ðåðàñïðåäåëÿþòñÿ â ïðîâîäíèêå, îáðàçóåòñÿ íà ãðàíèöå ∂Ω ïðîâîäíèêà ïî-

âåðõíîñòíûé çàðÿä ñ ïëîòíîñòüþ σ, òàêîé ÷òî

σ : ∂Ω → R,
∫
∂Ω

σ(x) dSx = q,

ïðè÷åì ðàñïðåäåëåíèå ñâîáîäíûõ çàðÿäîâ íà ïîâåðõíîñòè ïðîâîäíèêà òàêî-

âî, ÷òî ñóììàðíîå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå âíóòðè ïðîâîäíèêà ðàâíî íóëþ.

4. Ñèëîâûå ëèíèè ïîëÿ ⊥ ïîâåðõíîñòè ïðîâîäíèêà

Òåîðåìà. Ïîëíîå ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ïîëå âíå ïðîâîäíèêà Ω òàêîâî, ÷òî

Eτ = 0 íà ∂Ω, ò.å. ñèëîâûå ëèíèè ïîëíîãî ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ âíå ïðî-

âîäíèêà îðòîãîíàëüíû ïîâåðõíîñòè ïðîâîäíèêà.

5. Ýêâèïîòåíöèàëüíîñòü ïîâåðõíîñòè ïðîâîäíèêà

Òåîðåìà. Ïîòåíöèàë ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âî âñåõ òî÷êàõ ïðîâîäíèêà îäèíà-

êîâ:

∃ λ ∈ R : φ(x) = λ ∀ x ∈ Ω̄.
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1.7 Ýíåðãèÿ ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ

1. Ýíåðãèÿ ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ

Îïðåäåëåíèå. Ýíåðãèåé ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ íàçûâàåòñÿ L2�íîðìà íà-
ïðÿæåííîñòè E : R3 → R3 ýòîãî ïîëÿ:

WE =
1

8π

∫
R3

|E(x)|2 dx

2. Ýíåðãèÿ êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñèñòåìû çàðÿäîâ

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü µ � çíàêîíåîïðåäåëåííàÿ ìåðà íà R3, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
íåêîòîðîìó ðàñïðåäåäåëåíèþ çàðÿäîâ â ïðîñòðàíñòâå. Ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé
êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ äàííîé ñèñòåìû çàðÿäîâ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàë
(åñëè îí êîððåêòíî îïðåäåëåí)

U [µ] :=
1

2

∫
R3

∫
R3

dµ(x)dµ(y)

|x− y|
=

1

2
⟨φµ, µ⟩

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå çàðÿäà, íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåííîãî â ïðîñòðàíñòâå ñ îáúåì-
íîé ïëîòíîñòüþ ρ ∈ C∞

0 (R3), ïîëó÷àåì

U [ρ] :=
1

2

∫
R3

∫
R3

ρ(x)ρ(y)

|x− y|
dxdy =

1

2
(φρ, ρ)L2(R3)

Â ñëó÷àå çàðÿäà, ñîñðåäîòî÷åííîãî íà ïîâåðõíîñòè ñ ∂Ω ñ ïîâåðõíîñòíîé ïëîò-
íîñòüþ σ ∈ C(∂Ω)

U [σ] :=
1

2

∫
∂Ω

∫
∂Ω

σ(x)σ(y)

|x− y|
dSxdSy =

1

2
(φσ, σ)L2(∂Ω)

3. Ñâÿçü êóëîíîâñêîé ýíåðãèè ñèñòåìû çàðÿäîâ ñ ýíåðãèåé ïîðîæäàåìîãî
ýòîé ñèñòåìîé ïîëÿ

Òåîðåìà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå èìååòñÿ ñèñòåìà íåïîäâèæ-

íûõ çàðÿäîâ, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò çíàêîíåîïðåäåëåííàÿ ìåðà µ íà R3. Åñëè

ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ E, ñîçäàâàåìîãî ýòîé ñèñòåìîé çà-

ðÿäîâ, êîíå÷íà, òî îíà ðàâíà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåé-

ñòâèÿ äàííîé ñèñòåìû çàðÿäîâ:

WE =
1

4π
U [µ]

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå çàðÿäà, íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåííîãî â ïðîñòðàíñòâå ñ îáúåì-
íîé ïëîòíîñòüþ ρ ∈ C∞

0 (R3), ïîëó÷àåì

1

8π
∥∇φ∥2L2(R3) =

1

2
(φρ, ρ)L2(R3) ⇐⇒ ∥∇φ∥2L2(R3) = −(∆φρ, φρ)L2(R3)

Â ñëó÷àå çàðÿäà, ñîñðåäîòî÷åííîãî íà ïîâåðõíîñòè ñ ∂Ω ñ ïîâåðõíîñòíîé ïëîò-
íîñòüþ σ ∈ C(∂Ω)

1

8π
∥∇φ∥2L2(R3) =

1

2
(φσ, σ)L2(∂Ω) ⇐⇒ ∥∇φ∥2L2(R3) = (φσ, 4πσ)L2(∂Ω)
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4. Ïðîáëåìà áåñêîíå÷íîñòè ýíåðãèè òî÷å÷íîãî çàðÿäà â êëàññè÷åñêîé
ýëåêòðîäèíàìèêå

Áóäåì èíòåðïðåòèðîâàòü òî÷å÷íûé çàðÿä êàê ïðåäåëüíûé ñëó÷àé íåïðåðûâíî
ðàñïðåäåëåííîãî çàðÿäà. Òîãäà êàæäîìó èç äâóõ òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ (q1,x1) è
(q2,x2) áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü δ�îáðàçíûõ ôóíêöèé:

ρε1 := ρεq1,x1
∈ C∞

0 (Bε(x1)), ρε2 := ρεq2,x2
∈ C∞

0 (Bε(x2)),∫
Bε(x1)

ρε1(x) dx = q1,

∫
Bε(x2)

ρε2(x) dx = q2.

Ñóììàðíàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà äàííîé ñèñòåìû çàðÿäîâ ðàâíà

ρε = ρε1 + ρε2,

à ïîòåíöàëüíàÿ ýíåðãèÿ êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ðàâíà

U [ρε] =
1

2

∫
R3

∫
R3

ρε(x)ρε(y)

|x− y|
dxdy =

=
1

2

∫
Bε(x1)

∫
Bε(x1)

ρε1(x)ρ
ε
1(y)

|x− y|
dxdy

︸ ︷︷ ︸
→ +∞ ïðè ε→0

+
1

2

∫
Bε(x2)

∫
Bε(x2)

ρε2(x)ρ
ε
2(y)

|x− y|
dxdy

︸ ︷︷ ︸
→+∞ ïðè ε→0

+

+
1

2

∫
Bε(x1)

∫
Bε(x2)

ρε1(x)ρ
ε
2(y)

|x− y|
dxdy

︸ ︷︷ ︸
→ q1φ1 ïðè ε→0

+
1

2

∫
Bε(x2)

∫
Bε(x1)

ρε2(x)ρ
ε
1(y)

|x− y|
dxdy

︸ ︷︷ ︸
→ q2φ2 ïðè ε→0

,

ãäå

φ1 =
q2

|x1 − x2|
, φ2 =

q1
|x1 − x2|

Ïðè âûâîäå ôîðìóëû ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ ñòðåìÿùèåñÿ ê
áåñêîíå÷íîñòè èíòåãðàëû ïðîñòî îòáðàñûâàþòñÿ, ïîòîìó ÷òî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ìà-
òåðèàëüíàÿ òî÷êà íå âçàèìîäåéñòâóåò ñàìà ñ ñîáîé. Áåñêîíå÷íîñòü ýíåðãèè ïîëÿ
òî÷å÷íîãî çàðÿäà ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü, åñëè ïðåäñòàâèòü ñåáå, ÷òî âíóòðè
òî÷å÷íîãî çàðÿäà ïðîèñõîäèò íåêîå íåèçâåñòíîå íàì î÷åíü ñèëüíîå âçàèìîäåé-
ñòâèå.

Íî, ñòðîãî ãîâðÿ, òî÷å÷íûé çàðÿä � íå î÷åíü õîðîøèé (áåññìûñëåííûé) îáúåêò ñ
òî÷êè çðåíèÿ êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè. Çàêîí Êóëîíà õîðîøî îïèñûâàåò
âçàèìîäåéñòâèå òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ýòè çàðÿäû íàõî-
äÿòñÿ äðóã îò äðóãà íà áîëüøîì ðàññòîÿíèè. Ïðè ñáëèæåíèè òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ
ìåæäó íèìè íà÷èíàþò äåéñòâîâàòü èíûå, íåêóëîíîâñêèå ñèëû.

5. Ïðèíöèï ìèíèìóìà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè

Ïóñòü íà ãëàäêîé çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè ∂Ω ðàñïðåäåëåí çàðÿä ñ íåêîòîðîé
ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòüþ σ : ∂Ω → R. Ñóììàðíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ êó-
ëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñèñòåìû çàðÿäîâ σ ðàâíà

U [σ] =
1

2

∫
∂Ω

∫
∂Ω

σ(x)σ(y)

|x− y|
dSxdSy �

ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ

ïîâåðõíîñòíîãî çàðÿäà σ
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Àêñèîìà (Ïðèíöèï ìèíèìóìà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè)

(âçàìåí çàêîíà ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé èíäóêöèè)

Ñâîáîäíûé ñóììàðíûé çàðÿä q, ïåðåäàííûé ïðîâîäíèêó, ðàñïðåäåëÿåòñÿ ïî

ïîâåðõíîñòè ïðîâîäíèêà ñ ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòüòþ

σ : ∂Ω → R,
∫
∂Ω

σ(x) dSx = q,

òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ

äàííîãî çàðÿäà U [σ] ïðèíèìàëà íàèìåíüøåå èç âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé.

6. Ýôôåêò �âûìåòàíèÿ� ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà íà ãðàíèöó ïðîâîäíèêà

Çààäà÷à. Ïóñòü Ω ⊂ R3 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, q ∈ R � çàäàííîå ÷èñëî. Äëÿ
âñÿêîé áîðåëåâñêîé ìåðû µ íà Ω̄ îáîçíà÷èì ÷åðåç U [µ] ýíåðãèþ êóëîíîâñêîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ, ñîîòâåòñâóþùóþ µ�ðàñïðåäåëåíèþ ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà â Ω:

U [µ] =
1

2

∫
Ω

∫
Ω

dµ(x)dµ(y)

|x− y|

Ìû ðàññìàòðèâàåì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:

Íàéòè ìåðó µ íà Ω̄, òàêóþ ÷òî µ(Ω̄) = q è

U [µ] ≤ U [µ̃],

äëÿ ëþáîé äðóãîé ìåðû µ̃ íà Ω̄, òàêîé, ÷òî µ(Ω̄) = q

(∗)

Òåîðåìà.

1) Ðåøåíèå µ çàäà÷è (∗) ñóùåñòâóåò è suppµ ⊂ ∂Ω.

2) Åñëè ïîâåðõíîñòü ∂Ω ãëàäêàÿ, òî µ = σδ∂Ω, ãäå σ ∈ C∞(∂Ω).

Äîêàçàòåëüñòâî: 1) � cïåöêóðñ �Òåîðèÿ ïîòåíöèàëà� êàôåäðû ìàòôèçèêè íà
ìàòìåõå (ñïåöêóðñ ïî âûáîðó â 5-îì ñåìåñòðå, ÷èòàåò Â.Ã. Îñìîëîâñêèé). 2) �
àñïèðàíòóðà ïî ìàòôèçèêå. �

7. Âûâîä çàêîíà ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé èíäóêöèè èç ïðèíöèïà ìèíèìóìà
ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè

Òåîðåìà (Çàêîí ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé èíäóêöèè)

Ïóñòü Ω ⊂ R3 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Ω è ïóñòü

σ ∈ C(∂Ω). Åñëè ôóíêöèÿ σ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì âàðèàöèîííîé çàäà÷è (∗), òî
ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ ñ ïëîòíîñòüþ σ

φσ(x) =

∫
∂Ω

σ(y)

|x− y|
dSy

ïîñòîÿíåí íà âñåé îáëàñòè Ω̄:

∃ λ ∈ R : φσ(x) = λ, ∀ x ∈ Ω̄.

8. Òåîðåìà Èðíøîó (îê. 1840)

Âñÿêàÿ íåïîäâèæíàÿ ñèñòåìà òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ, ìåæäó êîòîðûìè äåéñòâóþò

òîëüêî êóëîíîâñêèå ñèëû, ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâîé.
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Ìàòåìàòè÷åñêèå ôàêòû �1.7

1. Ïðàâèëî ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà

Ïóñòü f : Rn → R, gj : Rn → R, j = 1, . . . , k, k < n. Òîãäà

x ∈ K :

f(x) ≤ f(y), ∀ y ∈ K
K = { y ∈ Rn | gj(y) = 0 }

 =⇒



∃ λj ∈ R, j = 1, . . . , k :

gj(x) = 0 è
∂L

∂xi
(x, λ) = 0,

L(y, λ) = f(y) +

k∑
j=1

λjgj(y)

2. Ïðàâèëî ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà äëÿ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ

X � áàíàõîâî, J : X → R è Fj : X → R � äèôôåðåíöèðóåìû ïî Ãàòî,

u ∈ K :

J [u] ≤ J [v], ∀ v ∈ K
K = { v ∈ X | Fj [v] = 0 }

 =⇒



u ∈ K è ∃ λj ∈ R :

δuL[u, λ;w] = 0 ∀ w ∈ X

ãäå L[v, λ] = J [v] +

k∑
j=1

λjFj [v],

δuL[u, λ;w] :=
d

dt
L[u+ tw, λ]

∣∣∣
t=0

3. Ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé

u ∈ C2(Ω), ∆u = 0 â Ω,

∃ BR(x0) b Ω : u(x0) = sup
x∈BR(x0)

u(x) =⇒ u ≡ const â Ω.

Äîêàçàòåëüñòâà â �1.7

1. Ñâÿçü ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ è ýíåðãèè ýëåêòðî-
ñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ (äëÿ ïðîñòðàíñòâåííî ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìû çàðÿäîâ è äëÿ
ïðîñòîãî ñëîÿ íà ïîâåðõíîñòè).

2. Âûâîä çàêîíà ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé èíäóêöèè èç ïðèíöèïà ìèíèìóìà ïîòåíöè-
àëüíîé ýíåðãèè.
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1.8 Ýëåìåíòû ýëåêòðîñòàòèêè

1. Êðàåâûå çàäà÷è ýëåêòðîñòàòèêè.

Çàäà÷à 1 (Ïðîâîäíèê âî âíåøíåì ïîëå)

Ïóñòü âíå ïðîâîäíèêà Ω ⊂ R3 èìååòñÿ ñèñòåìà çàðÿäîâ ñ çàäàííîé îáúåìíîé
ïëîòíîñòüþ ρ ∈ C∞

0 (R3 \ Ω̄). Íàéòè:
1) ïîâåðõíîñòóþ ïëîòíîñòü çàðÿäà σ : ∂Ω → R,
2) ïîòåíöèàë ïðîâîäíèêà λ,

3) ïîòåíöèàë ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âíå ïðîâîäíèêà φ : R3 \ Ω → R,

òàêèå ÷òî 

∫
∂Ω

σ(x) dSx = 0,

−∆φ = 4πρ â R3 \ Ω̄,
φ
∣∣
∂Ω

= λ,

−∂φ
∂ν

∣∣∣
∂Ω

= 4πσ,

φ
∣∣
|x|→∞ → 0.

(1)

Çàäà÷à 2 (Çàäà÷à Ðîáåíà)

Ïóñòü ýëåêòðîíåéòðàëüíîìó ïðîâîäíèêó Ω ⊂ R3 ñîîáùèëè âíåøíèé ñâîáîä-
íûé çàðÿä q. Íàéòè:

1) ïîâåðõíîñòóþ ïëîòíîñòü çàðÿäà σ : ∂Ω → R,
2) ïîòåíöèàë ïðîâîäíèêà λ,

3) ïîòåíöèàë ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âíå ïðîâîäíèêà φ : R3 \ Ω → R,
òàêèå ÷òî 

∫
∂Ω

σ(x) dSx = q,

−∆φ = 0 â R3 \ Ω̄,
φ
∣∣
∂Ω

= λ,

−∂φ
∂ν

∣∣∣
∂Ω

= 4πσ,

φ
∣∣
|x|→∞ → 0.

(2)

2. Ïîòåíöèàë Ðîáåíà

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü Ω ⊂ R3. Ïîòåíöèàëîì Ðîáåíà, ñîîòâåòñòâóþùèì îáëàñòè
Ω, íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ φ0 : R3 → R, òàêàÿ ÷òî

1) φ0 íåïðåðûâíà â R3 è φ0 ∈ C∞(R3 \ ∂Ω),
2) φ0(x) = 1 äëÿ âñåõ x ∈ Ω̄,

3) â îáëàñòè R3 \ Ω ôóíêöèÿ φ0 óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì
∆φ0 = 0 â R3 \ Ω̄,

φ0

∣∣
∂Ω

= 1,

φ0

∣∣
|x|→∞ = 0.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü Ω ⊂ R3 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé. Òîãäà

äëÿ îáëàñòè Ω ïîòåíöèàë Ðîáåíà ñóùåñòâóåò è îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî.

Òåîðåìà 2. Ïîòåíöèàë Ðîáåíà φ0 îáëàñòè Ω ðàâåí ïîòåíöèàëó ïðîñòîãî ñëîÿ

ñ ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòüþ σ = − 1
4π

∂φâíåø.

0
∂ν

∣∣
∂Ω
.
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3. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Ðîáåíà

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáîãî q ∈ R ñóùåñòâóåò íàáîð (λ, σ, φ), ÿâëÿþùèéñÿ ðåøåíèåì
çàäà÷è Ðîáåíà. Ïðè ýòîì ïîòåíöèàë ïîëÿ ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëåí ïîòåíöèàëó

Ðîáåíà îáëàñòè Ω, à ïîâåðõíîñòíûé çàðÿä σ ïðîïîðöèîíàëåí íîðìàëüíîé ïðî-

èçâîäíîé ïîòåíöèàëà Ðîáåíà íà ãðàíèöå îáëàñòè.

4. Åìêîñòü óåäèíåííîãî ïðîâîäíèêà

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü Ω ⊂ R3 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé è
ïóòü φ0 � ïîòåíöèàë Ðîáåíà îáëàñòè Ω. Åìêîñòüþ ìíîæåñòâà Ω íàçûâàåò-
ñÿ âåëè÷èíà ñóììàðíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà, êîòîðûé íåîáõîäèìî ñîîáùèòü
ïðîâîäíèêó, ÷òîáû ïîòåíöèàë ïðîâîäíèêà ñòàë ðàâåí åäèíèöå (ñ÷èòàÿ, ÷òî ïî-
òåíöèàë ðàâåí íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè):

C(Ω) =

∫
∂Ω

σ0(x) dSx, σ0(x) = − 1

4π

∂φ0

∂ν
(x)

Òåîðåìà. Ïóñòü Ω ⊂ R3 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé, è ïóòü

φ0 � ïîòåíöèàë Ðîáåíà îáëàñòè Ω. Òîãäà åìêîñòü ìíîæåñòâà Ω ðàâíà óäâî-

åííîé ýíåðãèè ïîëÿ Ðîáåíà îáëàñòè Ω:

C(Ω) =
1

4π

∫
R3

|∇φ0|2 dx.

Çàìå÷àíèÿ.

1) Â ìàòåìàòèêå åìêîñòü îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà E ïî
ôîðìóëå

C(E) = inf
{ 1

4π
∥∇φ∥2L2(R3) | φ ∈ C∞

0 (R3), φ|E ≥ 1
}

2) Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åìêîñòü ìíîæåñòâà îáëàäàåò âñåìè ñâîéñòâàìè âíåø-
íåé ìåðû íà R3.

3) Â êóðñå ôèçèêè åìêîñòü ìíîæåñòâà Ω íàçûâàåòñÿ ýëåêòðè÷åñêîé åìêîñòüþ
óåäèíåííîãî ïðîâîäíèêà.

4) Êàê áûëî äîêàçàíî ïðè ðåøåíèè çàäà÷è Ðîáåíà, ñóììàðíûé çàðÿä q, ñîîá-
ùåííûé ïðîâîäíèêó, ñâÿçàí ñ ïîòåíöèàëîì λ ïðîâîäíèêà ñîîòíîøåíèåì

λ =
q

C(Ω)

ãäå C(Ω) � ýëåêòðè÷åñêàÿ åìêîñòü ïðîâîäíèêà.

5) Îòìåòèì, ÷òî ýëåêòðè÷åñêàÿ åìêîñòü óåäèíåííîãî ïðîâîäíèêà â âàêóóìå
îïðåäåëÿåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî ãåîìåòðè÷åñêîé ôîðìîé ïðîâîäíèêà.

5. Ñèñòåìû ïðîâîäíèêîâ

Ïóñòü Ω1, Ω2 ⊂ R3 � íåïåðåñåêàþùèåñÿ îãðàíè÷åííûå îáëàñòè ñ ãëàäêèìè ãðà-
íèöàìè è ïóñòü äâå ðàçëè÷íûå ïðîâîäÿùèå ñðåäû çàíèìàþò îáëàñòè Ω1 è Ω2

ñîîòâåòñòâåííî, à îáëàñòü R3 \ (Ω̄1 ∪ Ω̄2) � ýòî âàêóóì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçíà-
÷àëüíî ïðîâîäíèêè áûëè ýëåêòðîíåéòðàëüíû, è ïóñòü ïðîâîäíèêó Ω1 ñîîáùèëè
äîïîëíèòåëüíûé ñâîáîäíûé çàðÿä q1, à ïðîâîäíèêó Ω2 � ñâîáîäíûé çàðÿä q2. Â
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ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé èíäóêöèè êàæäûé èç çàðÿäîâ qi ïå-
ðåðàñïðåäåëèòñÿ ïî ãðàíèöå ∂Ωi ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîâîäíèêà, îáðàçóÿ íà åãî
ãðàíèöå ïîâåðõíîñòíûé çàðÿä ñ ïëîòíîñòüþ σi : ∂Ω → R, i = 1, 2. Ïðè ýòîì
ïîëíîå ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ïîëå âíóòðè êàæäîé èç îáëàñòåé Ω1, Ω2 ðàâíî íóëþ,
òî åñòü ïîòåíöèàë ïîëíîãî ïîëÿ íà êàæäîì èç ìíîæåñòâ Ω̄1 è Ω̄2 ïîñòîÿíåí.

Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò íîâàÿ çàäà÷à ýëåêòðîñòàòèêè:

Çàäà÷à 3 (Ñèñòåìà èç äâóõ çàðÿæåííûõ ïðîâîäíèêîâ)

Ïóñòü ýëåêòðîíåéòðàëüíûì ïðîâîäíèêàì Ω1, Ω2 ⊂ R3 ñîîáùèëè âíåøíèå ñâî-
áîäíûå çàðÿäû q1 è q2 ñîîòâåòñâåííî. Íàéòè:

1) ïîâåðõíîñòíûå ïëîòíîñòè çàðÿäîâ σ1 : ∂Ω1 → R, σ2 : ∂Ω2 → R,
2) ïîòåíöèàëû ïðîâîäíèêîâ λ1, λ2

3) ïîòåíöèàë ïîëíîãî ïîëÿ âíå ïðîâîäíèêîâ φ : R3 \ (Ω1 ∪ Ω2) → R,
òàêèå ÷òî 

∫
∂Ω1

σ1(x) dSx = q1,

∫
∂Ω2

σ2(x) dSx = q2,

−∆φ = 0 â R3 \ (Ω̄1 ∪ Ω̄2),

φ
∣∣
∂Ω1

= λ1, φ
∣∣
∂Ω2

= λ2,

− ∂φ

∂ν1

∣∣∣
∂Ω1

= 4πσ1, − ∂φ

∂ν2

∣∣∣
∂Ω2

= 4πσ2,

φ
∣∣
|x|→∞ → 0.

Çäåñü ν1 � ýòî âíåøíÿÿ íîðìàëü ê îáëàñòè Ω1, à ν2 � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê Ω2.

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáûõ q1, q2 ∈ R ñóùåñòâóåò íàáîð (φ, λ1, λ2, σ1, σ2), ÿâëÿþ-
ùèéñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è 3 ýëåêòðîñòàòèêè.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ðåøàÿ âíåøíèå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà â
îáëàñòè R3 \ (Ω1∪Ω2), ïîòðîèì ôóíêöèè φ1

0, φ
2
0 : R3 \ (Ω1∪Ω2) → R êàê ðåøåíèÿ

ñëåäóþùèõ çàäà÷:
∆φ1

0 = 0 â R3 \ (Ω̄1 ∪ Ω̄2),

φ1
0

∣∣
∂Ω1

= 1, φ1
0

∣∣
∂Ω2

= 0,

φ1
0

∣∣
|x|→∞ = 0


∆φ2

0 = 0 â R3 \ (Ω̄1 ∪ Ω̄2),

φ2
0

∣∣
∂Ω1

= 0, φ2
0

∣∣
∂Ω2

= 1,

φ2
0

∣∣
|x|→∞ = 0

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è 3 â âèäå

φ(x) = λ1φ
1
0(x) + λ2φ

2
0(x), ∀ x ∈ R3 \ (Ω1 ∪ Ω2)

Êîýôôèöèåíòû λ1 è λ2 ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ. Îòìåòèì, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ
ôóíêöèé φ1

0 è φ
2
0 àâòîìàòè÷åñêè ïîëó÷àþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

φ
∣∣
∂Ω1

= λ1, φ
∣∣
∂Ω2

= λ2.

Íà ãðàíèöàõ ïðîâîäíèêîâ ∂Ω1, ∂Ω2 äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèÿ

− ∂φ

∂ν1

∣∣∣
∂Ω1

= 4πσ1, − ∂φ

∂ν2

∣∣∣
∂Ω2

= 4πσ2.

Ïîýòîìó â êà÷åñòâå σ1 è σ2 ìû âîçüìåì ôóíêöèè

σ1(x) = − 1

4π

(
λ1

∂φ1
0

∂ν1
(x) + λ2

∂φ2
0

∂ν1
(x)

) ∣∣∣
x∈∂Ω1

,

σ2(x) = − 1

4π

(
λ1

∂φ1
0

∂ν2
(x) + λ2

∂φ2
0

∂ν2
(x)

) ∣∣∣
x∈∂Ω2
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Çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííûõ λ1 è λ2 ïîêà åùå íå îïðåäåëåíû.

×òîáû îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííûõ λ1 è λ2, âîñïîëüçóåìñÿ òîæäåñòâàìè∫
∂Ω1

σ1(x) dSx = q1,

∫
∂Ω2

σ2(x) dSx = q2.

Ïîäñòàâëÿÿ â ýòè òîæäåñòâà âûðàæåíèÿ äëÿ σ1 è σ2, ïîëó÷àåì ñèñòåìó äëÿ
íàõîæäåíèÿ λ1 è λ2: (

q1
q2

)
=

(
C11 C12

C21 C22

) (
λ1
λ2

)
,

ãäå êîýôôèöèåíòû Cij îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

C11 = − 1

4π

∫
∂Ω1

∂φ1
0

∂ν1
(x) dSx, C12 = − 1

4π

∫
∂Ω1

∂φ2
0

∂ν1
(x) dSx

C21 = − 1

4π

∫
∂Ω2

∂φ1
0

∂ν2
(x) dSx, C22 = − 1

4π

∫
∂Ω2

∂φ2
0

∂ν2
(x) dSx

Â ñëó÷àå, åñëè ìàòðèöà (Cij) îáðàòèìà, ïî çàäàííûì q1 è q2 ìû ìîæåì íàéòè
λ1 è λ2, à çàòåì âîññòàíîâèòü σ1, σ2 è φ.

Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî ïðè äàííûõ q1, q2 íàáîð (φ, λ1, λ2, σ1, σ2) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíè-
åì çàäà÷è 3. Äåéñòâèòåëüíî, âñå ñîîòíîøåíèÿ ñèñòåìû çàäà÷è 3 âûïîëíÿþòñÿ.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

6. Ýëåêòðîåìêîñòü ñèñòåìû ïðîâîäíèêîâ

Êàê ìû âûÿñíèëè, çàðÿäû ñèñòåìû èç äâóõ ïðîâîäíèêîâ ñâÿçàíû ñ óñòàíîâèâ-
øèìèñÿ íà ýòèõ ïðîâîäíèêàõ ïîòåíöèàëàìè ïðè ïîìîùè ñèñòåìû(

q1
q2

)
=

(
C11 C12

C21 C22

) (
λ1
λ2

)
,

â êîòîðîé êîýôôèöèåíòû Cij îïðåäåëÿþòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî ãåîìåòðèåé îáëàñòåé
Ω1 è Ω2, òî åñòü ôîðìîé è âçàèìíûì ðàñïîëîæåíèì ïðîâîäíèêîâ.

Îïðåäåëåíèå. Êîýôôèöèåíòû C11 è C22 íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ýëåê-

òðè÷åñêîé åìêîñòè ñèñòåìû ïðîâîäíèêîâ Ω1 è Ω2, à êîýôôèöèåíòû C12 è C21

� êîýôôèöèåíòàìè ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè.

Òåîðåìà (Ñâîéñòâà êîýôôèöèåíòîâ Cij)

1) C11, C22 > 0

2) C12 = C21

3) C11C22 − C2
12 > 0

7. Êîíäåíñàòîðû

Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìà èç äâóõ çàðÿæåííûõ ïðîâîäíèêîâ, çàðÿäû êîòîðûõ ðàâ-
íû ïî ìîäóëþ è ïðîòèâîïîëîæíû ïî çíàêó, íàçûâàåòñÿ êîíäåíñàòîðîì.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü C11 è C22 � êîýôôèöèåíòû åìêîñòè îáêëàäîê Ω1 è Ω2

êîíäåíñàòîðà, à C12 � êîýôôèöèåíò èõ èíäóêöèè. Åìêîñòüþ êîíäåíñàòîðà íà-
çûâàåòñÿ ÷èñëî

C(Ω1,Ω2) =
C11C22 − C2

12

C11 + 2C12 + C22
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Òåîðåìà. Ïóñòü êîíäåíñàòîð ñîñòîèò èç ïðîâîäíèêîâ Ω1 è Ω2, è ïðåäïîëî-

æèì íà îáêëàäêó Ω1 ïîìåùåí ïîëîæèòåëüíûé ñâîáîäíûé çàðÿä q, à íà îáêëàäêó
Ω2 � îòðèöàòåëüíûé çàðÿä −q. Îáîçíà÷èì ÷åðåç λ+ ïîòåíöèàë �ïîëîæèòåëü-

íîé� îáêëàäêè Ω1, à ÷åðåç λ− � ïîòåíöèàë �îòðèöàòåëüíîé� îáêëàäêè Ω2. Òîãäà

λ+ − λ− =
q

C(Ω1,Ω2)

Çäåñü C(Ω1,Ω2) � åìêîñòü äàííîãî êîíäåíñàòîðà.

Ìàòåìàòè÷åñêèå ôàêòû �1.8

1. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ âíåøíåé çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ îïåðà-
òîðà Ëàïëàñà:

∀ a ∈ C(∂Ω) ∃! u ∈ C(R3 \ Ω) ∩ C∞(R3 \ Ω̄) :


∆u = 0 â Ω,

u
∣∣
∂Ω

= a,

u
∣∣
|x|→∞ = 0.

2. Èíòåãðàë Ãàóññà: äëÿ ëþáîé ãëàäêîé îãðàíè÷åííîé Ω ⊂ R3

∫
∂Ω

∂

∂νy

1

|x− y|
dSy =


−4π, x ∈ Ω
−2π, x ∈ ∂Ω
0, x ∈ R3 \ Ω̄

3. Òîæäåñòâî Ãðèíà: äëÿ ëþáîé Ω ⊂ Rn, ∂Ω ∈ C2, è ëþáûõ u, v ∈ C2(Ω̄)∫
Ω

(
v∆u− u∆v

)
dx =

∫
∂Ω

(
v
∂u

∂ν
− u

∂v

∂ν

)
dS

Äîêàçàòåëüñòâà â �1.8

1. Ïîòåíöèàë Ðîáåíà φ0 îáëàñòè Ω ðàâåí ïîòåíöèàëó ïðîñòîãî ñëîÿ ñ ïîâåðõíîñòíîé
ïëîòíîñòüþ σ = − 1

4π
∂φ0

∂ν

∣∣
∂Ω
.

2. Ýêâèâàëåíòíûå îïðåäåëåíèÿ åìêîñòè (ýíåðãèÿ ïîëÿ è ñóììàðíûé çàðÿä)

3. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ Çàäà÷è 3.

4. Ñâîéñòâà êîýôôèöèåíòîâ åìêîñòè è ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè.
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2 Ýëåìåíòû êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè

2.1 Çàêîí ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà

1. Çàêîí ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû èçó÷àåì äâèæåíèå áîëüøîãî àíñàìáëÿ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö
(òèïà ýëåêòðîíîâ). ×èñëî ÷àñòèö ïðåäïîëàãàåòñÿ ñòîëü áîëüøèì, ÷òî ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ýòè ÷àñòèöû ÿâëÿþòñÿ ò.í. ñïëîøíîé ñðåäîé, ò.å. îòîæäåñòâëÿþòñÿ
ñ òî÷êàìè íåêîòîðîé ïîäîáëàñòè ïðîñòðàíñòâà R3. Çàðÿäû òàêèõ ÷àñòèö îïè-
ñûâàþòñÿ ôóíêöèåé ρ(x), êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ çàðÿäà. À èìåííî,
ñóììàðíûé çàðÿä âñåõ ÷àñòèö q(Ω), çàíèìàþùèõ îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà Ω, îïðå-
äåëÿåòñÿ êàê

q(Ω) =

∫
Ω

ρ(x) dx.

Åñëè ïðîñòðàíñòâåííîå ïîëîæåíèå ÷àñòèö íà÷èíàåò ìåíÿòüñÿ (÷àñòèöû íà÷è-
íàþò äâèãàòüñÿ), òî èçìåíÿåòñÿ è çíà÷åíèå ïëîòíîñòè çàðÿäà â òî÷êå x, ò.å.
ôóíêöèÿ ρ ìîæåò çàâèñåòü îò âðåìåíè

ρ = ρ(x, t), ρ : R3 × R → R.

Àêñèîìà (Çàêîí ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà)

Åñëè â ìîìåíò t = 0 çàðÿæåííûå ÷àñòèöû áûëè ðàñïðåäåëåíû â îáëàñòè

Ω0 ⊂ R3 ñ ïëîòíîñòüþ ρ( · , 0) : Ω0 → R, à çà âðåìÿ t ýòè ÷àñòèöû ïåðåìåñòè-

ëèñü è ñòàëè ðàñïðåäåëåíû â ïðîñòðàíñòâåííîé îáëàñòè Ωt ⊂ R3 ñ ïëîòíîñòüþ

ρ( · , t) : Ωt → R, òî ñóììàðíûé çàðÿä â òîé è â äðóãîé îáëàñòè îäèíàêîâ:

q(Ω0) = q(Ωt) ⇐⇒
∫
Ω0

ρ(y, 0) dy =

∫
Ωt

ρ(x, t) dx

2. Äâèæåíèå ñïëîøíîé ñðåäû

Ïóñòü íåêàÿ ÷àñòèöà P â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 èìååò ïðîñòðàíñòâåííóþ êîîðäè-
íàòó y, à â ìîìåíò âðåìåíè t � ïðîñòðàíñòâåííóþ êîîðäèíàòó x. Òîãäà äâèæå-
íèå ÷àñòèöû P îïèñûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì ψ (êîòîðîå ìû íàçûâàåì ôóíêöèåé

äåôîðìàöèè, èëè ïðîñòî äåôîðìàöèåé ñïëîøíîé ñðåäû)

x = ψ(y, t), ψ( · , t) : R3 → R3, ψ( · , 0) = id.

Åñëè y ôèêñèðîâàíî, à t ìåíÿåòñÿ, îòîáðàæåíèå ψ îïèñûâàåò òðàåêòîðèþ ÷àñ-
òèöû P . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè ôèêñèðîâàííîì t îòîáðàæåíèå ψ îïðåäåëÿåò
ïðåîáðàçîâàíèå îáëàñòè Ω, êîòîðóþ ÷àñòèöû çàíèìàëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðå-
ìåíè, íà îáëàñòü Ω(t), êîòîðóþ îíè çàíèìàþò â ìîìåíò âðåìåíè t.

Ïîñêîëüêó ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ÷àñòèöû, ðàçëè÷íûå â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðå-
ìåíè, îñòàþòñÿ ðàçëè÷íûìè â ïðîöåññå ýâîëþöèè, îòîáðàæåíèå ψ( · , t) îáÿçàíî
áûòü îáðàòèìûì, ò.å.

∀ t ∃ ψ−1
t : R3 → R3, ãäå ψt(y) := ψ(y, t).

Â íàøåì êóðñå ìû âñåãäà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè ëþáîì t ψt ÿâëÿåòñÿ äèôôåî-
ìîðôèçìîì.
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3. Ëàãðàíæåâû êîîðäèíàòû

Ëþáûå õàðàêòåðèñòèêè ÷àñòèöû P , çàâèñÿùèå îò åå òåêóùåãî ïîëîæåíèÿ â ïðî-
ñòðàíñòâå (ò.å. çàâèñÿùèå îò êîîðäèíàòû x, à òàêæå, âîçìîæíî, è îò âðåìåíè t)
ïðåäñòàâëÿþòñÿ íåêèìè ôóíêöèÿìè (ñêàëÿðíûìè èëè âåêòîðíûìè) îò àðãóìåí-
òîâ x è t:

F : R3 × R → R (èëè R3), F = F (x, t)

Äëÿ êàæäîé òàêîé ôóíêöèè F ìîæíî îïðåäåëèòü ôóíêöèþ F̂

F̂ (y, t) = F (ψ(y, t), t), F̂ : R3 × R → R (èëè R3),

êîòîðóþ ìû áóäåì íàçûâàòü ïðåäñòàâëåíèåì ôóíêöèè F â ëàãðàíæåâûõ êîîð-

äèíàòàõ.

4. Ýéëåðîâû êîîðäèíàòû

Èíîãäà, âìåñòî òîãî, ÷òîáû ñëåäèòü çà ýâîëþöèåé êàæäîé îòäåëüíîé ÷àñòèöû P ,
ãîðàçäî óäîáíåå ñëåäèòü çà ñîñòîÿíèåì äâèæåíèÿ â äàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà
x: êàê ìåíÿåòñÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà â äàííîé òî÷êå, êàêîâà ñêîðîñòü ÷àñòèöû,
íàõîäÿùåéñÿ â ìîìåíò âðåìåíè t â òî÷êå x èòä. Òàêîå îïèñàíèå äâèæåíèÿ äàåòñÿ
ôóíêöèÿìè

ρ(x, t), v(x, t), . . . èòä.

Ïåðåìåííûå (x, t), ñâÿçàííûå ñ ôèêñèðîâàííîé òî÷êîé ïðîñòðàíñòâà R3, ìû áó-
äåì íàçûâàòü ýéëåðîâûìè êîîðäèíàòàìè, à ïåðåìåííûå (y, t), ñâÿçàííûå ñ ôèê-
ñèðîâàííîé ÷àñòèöåé (íàõîäèâøåéñÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò â òî÷êå y), íàçûâà-
þòñÿ ëàãðàíæåâûìè êîîðäèíàòàìè. Ñâÿçü ìåæäó ýéëåðîâûìè è ëàãðàíæåâûìè
êîîðäèíàòàìè çàäàåòñÿ ôóíêöèåé ψ:

x = ψt(y), y = ψ−1
t (x).

Äëÿ ôóíêöèé, çàäàííûõ â ýéëåðîâûõ êîîðäèíàòàõ, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáî-
çíà÷åíèÿ áåç øëÿïîê, à äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ýòèõ æå ôóíêöèé â ëàãðàíæåâûõ
êîîðäèíàòàõ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå ñî øëÿïêàìè.

5. Ïîëå ñêîðîñòåé

Åñëè çàäàíî äâèæåíèå ñïëîøíîé ñðåäû ψ : R3 × R → R3, òî ñêîðîñòü ÷àñòèöû
P (y, t) â ìîìåíò âðåìåíè t ïî îïðåäåëåíèþ åñòü

v̂(y, t) =
∂ψ

∂t
(y, t)

Îäíàêî îñíîâíûì îáúåêòîì íàøåãî èíòåðåñà áóäåò ïîëå ñêîðîñòåé, îòíåñåííîå
ê ýéëåðîâûì êîîðäèíàòàì:

v(x, t) = v̂(ψ−1(x, t), t)

6. Ìàòåðèàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ

Ïóñòü ôóíêöèÿ F (x, t) çàâèñèò îò ýéëåðîâûõ êîîðäèíàò (x, t), è ïóñòü F̂ (y, t) �
ïðåäñòàâëåíèå ýòîé ôóíêöèè â ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàòàõ (y, t). Ïîñêîëüêó

F̂ (y, t) = F (ψ(y, t), t)
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ïî ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè ïîëó÷àåì

∂F̂

∂t
(y, t) =

∂F

∂t
+

3∑
i=1

∂F

∂xi
∂ψi

∂t
=

∂F

∂t
+ (v · ∇)F

Äëÿ ëþáîé ôóíêööèè F (x, t), çàäàííîé â ýéëåðîâûõ ïåðåìåííûõ, âûðàæåíèå

DF

Dt
:=

∂F

∂t
+ (v · ∇)F

íàçûâàåòñÿ ìàòåðèàëüíîé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè F . Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ìàòåðè-
àëüíîé ïðîèçâîäíîé ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

∂F̂

∂t
(y, t)

∣∣∣
y=ψ−1(x,t)

=
∂F

∂t
+ (v · ∇)F

7. Ôîðìóëà Ýéëåðà äëÿ ÿêîáèàíà

Òåîðåìà. Ïóñòü ψ : R3 × R → R3, Jψ(y, t) = det∇ψ(y, t). Òîãäà

∂Jψ
∂t

= Jψ divv
∣∣∣
x=ψ(y,t)

8. Òåîðåìà î ïåðåíîñå

Òåîðåìà î ïåðåíîñå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåöåïò äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èíòåãðàëà
â òîì ñëó÷àå, êîãäà îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ ñàìà èçìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè.

Òåîðåìà. Ïóñòü Ω ⊂ R3 è ïóñòü ôóíêöèÿ ψ : R3×R → R3 íåïðåðûâíî äèôôå-

ðåíöèðóåìà, ïðè÷åì äëÿ ëþáîãî t ∈ R îòîáðàæåíèå ψt : R3 → R3, îïðåäåëÿåìîå

òîæäåñòâîì ψt(y) = ψ(y, t), ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì è ψ(y, 0) = y. Äëÿ
ëþáîãî t ∈ R îáîçíà÷èì Ω(t) = ψt(Ω). Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè F : R3×R → R
êëàññà C1

d

dt

∫
Ω(t)

F (x, t) dx =

∫
Ω(t)

(∂F
∂t

+ div(vF )
)
dx,

ãäå v(x, t) = ∂ψ
∂t (y, t)|y=ψ−1(x,t).

Çàìå÷àíèå.

d

dt

∫
Ω(t)

F (x, t) dx =

∫
Ω(t)

∂F

∂t
dx +

∫
∂Ω(t)

(v · ν)F dx

9. Ïëîòíîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ïëîòíîñòü çàðÿäà ÷àñòèö ñïëîøíîé ñðåäû åñòü ρ(x, t), à
ïîëå ñêîðîñòåé ýòèõ ÷àñòèö åñòü v(x, t). Òîãäà âåêòîð�ôóíêöèÿ

j(x, t) = ρ(x, t) v(x, t)

íàçûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ òîêà â òî÷êå x â ìîìåíò âðåìåíè t.

Èç îïðåäåëåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî ïëîòíîñòü òîêà âñåãäà ñîíàïðàâëåíà ñêîðîñòè ïî-
ëîæèòåëüíûõ ÷àñòèö è ïðîòèâîíàïðàâëåíà ñêîðîñòè îòðèöàòåëüíûõ.
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10. Çàêîí ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå

Òåîðåìà (Óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè).

Ïóñòü çàðÿäû äâèæóòñÿ â ïðîñòðàíñòâå ïî çàêîíó x = ψ(y, t). Òîãäà äëÿ ôóíê-
öèé ïëîòíîñòè çàðÿäà ρ(x, t) è ïëîòíîñòè òîêà j(x, t) (êàê ôóíêöèé ýéëåðîâûõ
ïåðåìåííûõ), â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

∂ρ

∂t
+ div j = 0

11. Ñèëà òîêà ÷åðåç ïîâåðõíîñòü S

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü S � îðèåíòèðîâàííàÿ ïîâåðõíîñòü ñ íîðìàëüþ ν. Ñèëîé
òîêà ÷åðåç ïîâåðõíîñòü S íàçûâàåòñÿ ïîòîê âåêòîðà ïëîòíîñòè òîêà ÷åðåç S:

IS(t) =

∫
S

j(x, t) · dSx.

12. Çàêîí ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà â èíòåãðàëüíîé ôîðìå

Òåîðåìà. Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå äâèæóòñÿ çàðÿäû è ïóñòü Ω ⊂ R3 � ôèêñè-

ðîâàííàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü (íå ìåíÿþùàÿñÿ âî âðåìåíè). Îáîçíà÷èì ÷åðåç

ρ(x, t) è j(x, t) ïëîòíîñòü çàðÿäà è ïëîòíîñòü òîêà (êàê ôóíêöèè ýéëåðîâûõ

ïåðåìåííûõ), è ïóñòü qΩ(t) � ñóììàðíûé çàðÿä, çàêëþ÷åííûé â îáëàñòè Ω â

ìîìåíò âðåìåíè t, à è I∂Ω(t) � ñèëà òîêà ÷åðåç ãðàíèöó Ω. Òîãäà

dqΩ
dt

(t) = − I∂Ω(t)

Èíûìè ñëîâàìè, èçìåíåíèå çàðÿäà â ôèêñèðîâàííîé îáëàñòè çà äàííûé ïðî-
ìåæóòîê âðåìåíè ðàâíî ñóììàðíîìó çàðÿäó, ïåðåòåêøåìó çà ýòî âðåìÿ ÷åðåç
ãðàíèöó îáëàñòè.

Äîêàçàòåëüñòâà â �2.1

1. Ôîðìóëà Ýéëåðà äëÿ ÿêîáèàíà.

2. Òåîðåìà î ïåðåíîñå.
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2.2 Ôóíäàìåíòàëüíûå çàêîíû ýëåêòðîäèíàìèêè

1. Äâà îñíîâíûõ âîïðîñà ýëåêòðîäèíàìèêè

Â ïðîøëîé ãëàâå ìû èçó÷àëè ðàçëè÷íûå ñèñòåìû íåïîäâèæíûõ çàðÿäîâ. Ïðè
ýòîì íàñ èíòåðåñîâàëè äâà îñíîâíûõ âîïðîñà:

1) Êàêèå ñèëîâûå ïîëÿ ñîçäàþò â ïðîñòðàíñòâå òå èëè èíûå ñèñòåìû çàðÿäîâ?
2) Êàêîå ñèëîâîå äåéñòâèå îêàçûâàåò èìåþùååñÿ â ïðîñòðàíñòâå ñèëîâîå ïîëå

íà òó èëè èíóþ ñèñòåìó çàðÿäîâ?

Â ýòîé ãëàâå ìû áóäåì èçó÷àòü òå æå ñàìûå âîïðîñû, íî íà ýòîò ðàç óæå íå
áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âñå çàðÿäû ÿâëÿþòñÿ íåïîäâèæíûìè.

Îòâåò íà ïåðâûé âîïðîñ äàåòñÿ 4 ôóíäàìåíòàëüíûìè çàêîíàìè ýëåêòðîäèíàìè-
êè:

� Çàêîí Ãàóññà.
� Çàêîí íåñóùåñòâîâàíèÿ ìàãíèòíûõ ìîíîïîëåé.
� Çàêîí Àìïåðà.
� Çàêîí ìàãíèòíîé èíäóêöèè (çàêîí Ôàðàäåÿ).

Îòâåò íà âòîðîé âîïðîñ äàåòñÿ àêñèîìîé, ïîñòóëèðóþùåé ÿâíûé âèä ñèëû, äåé-
ñòâóþùåé ñî ñòîðîíû ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ (E,B) íà òî÷å÷íûé çàðÿä (q,x(t)),
äâèæóùèéñÿ ñî ñêîðîñòüþ v(t):

� Âûðàæåíèå äëÿ ñèëû Ëîðåíöà

Âñå ýòè çàêîíû ÿâëÿþòñÿ ýìïèðè÷åñêèìè (ò.å. îòêðûòû ýêñïåðèìåíòàëüíî) è â
íàøåì êóðñå áóäóò ïðèíÿòû çà àêñèîìû. Ìû íà÷íåì ñ îáñóæäåíèÿ ñèëû Ëîðåí-
öà.

2. Ñèëà Ëîðåíöà

Àêñèîìà 0. Ñèëà f , äåéñòâóþùàÿ ñî ñòîðîíû ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ (E,B)
íà òî÷å÷íûé çàðÿä (q,x(t)), äâèæóùèéñÿ ñî ñêîðîñòüþ v(t), ðàâíà

f = q E(x(t), t) +
q

c
[v(t)×B(x(t), t)]

3. Çàìå÷àíèÿ

1) Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ÷àñòèöû

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ìàññû m è çàðÿäà q â çàäàííîì âíåøíåì
ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå (E(x, t),B(x, t)) åñòü

dp

dt
(t) = q E(x(t), t) +

q

c

[dx
dt

(t)×B(x(t), t)
]
,

ãäå p = m√
1−v2/c2

dx
dt (t) èëè p = mdx

dt (t)� ðåëÿòèâèñòñêèé èëè êëàññè÷åñêèé

èìïóëüñ ÷àñòèöû, v(t) = |dxdt |.
2) Ðåëÿòèâèñòñêèé õàðàêòåð ìàãíèòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ

Íàëè÷èå â âûðàæåíèè äëÿ ñèëû Ëîðåíöà ìàëîãî ìíîæèòåëÿ 1
c ïåðåä ìàã-

íèòíîé ñîñòàâëÿþùåé ýòîé ñèëû îçíà÷àåò, ÷òî â äîðåëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå
âëèÿíèå ìàãíèíîãî ïîëÿ íà äâèæåíèå ÷àñòèöû ïðåíåáðåæèìî ìàëî. Ìàãíèò-
íîå ïîëå ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííûì â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñêîðîñòü äâèæåíèÿ
÷àñòèöû ñðàâíèìà ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà.
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3) Äâèæåíèå ñâîáîäíûõ çàðÿäîâ â ïðîâîäíèêå

Â ÷àñòíîñòè, ïîñêîëüêó ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ñâîáîäíûõ çàðÿäîâ â ïðîâîäíèêå
íåâåëèêà (ýêñïåðèìåíòàëüíî óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ñêîðîñòü óïîðÿäî÷åííî-
ãî äâèæåíèÿ ýëåêòðîíà â ìåòàëëå � ýòî íåñêîëüêî ñàíòèìåòðîâ â ñåêóíäó),
ýëåêòðè÷åñêèé òîê â ïðîâîäíèêå îïðåäåëÿåòñÿ â ïåðâóþ î÷åðåäü íàïðÿæåí-
íîñòüþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, à âëèÿíèåì ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà äâèæåíèå ñâî-
áîäíûõ çàðÿäîâ â ïðîâîäíèêàõ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

4) Ñèëîâîå âçàèìîäåéñòâèå ïðîâîäíèêîâ ñ òîêîì

Êðîìå ñëó÷àÿ îäíîé ÷àñòèöû, äâèæóùåéñÿ ñî îêîëîñâåòîâîé ñêîðîñòüþ,
ìàãíèòíîå ïîëå äàæå â äîðåëÿòèâèñòêîì ñëó÷àå ìîæåò îêàçûâàòü ñóùåñò-
âåííîå ìàêðîñîêïè÷åñêîå âëèÿíèå íà áîëüøèå àíñàìáëè ñîíàïðàâëåíî äâè-
æóùèõñÿ îäíîèìåííî çàðÿæåííûõ ÷àñòèö (íàïðèìåð, íà ýëåêòðîíû â ìåòàë-
ëå) � åñëè ÷èñëî ÷àñòèö äîñòàòî÷íî âåëèêî. Èìåííî ïîýòîìó ìû íàáëþäàåì
âçàèìîäåéñòâèå ïðîâîäíèêîâ ñ òîêàìè.

5) Ñâîäêà ðåçóëüòàòîâ

Òàêèì îáðàçîì, ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå èãðàåò ãëàâåíñòâóþùóþ ðîëü ïðè èçó-
÷åíèè èíäèâèäóàëüíûõ òðàåêòîðèé ìåäëåííî äâèæóùèõñÿ çàðÿæåíûõ ÷àñ-
òèö. Íàïðîòèâ, åñëè ðå÷ü èäåò î ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ïðîÿâëåíèÿõ ýëåêòðî-
ìàãíèòíîãî ïîëÿ, òî ýëåêòðîíåéòðàëüíûé ïðîâîäíèê ñ òîêîì (òî åñòü òàêîé
ïðîâîäíèê, â êîòîðîì êîëè÷åñòâà ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ çàðÿäîâ
îäèíàêîâû), êàê ïðàâèëî, íå ñîçäàåò çàìåòíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ (õîòÿ
ñâîáîäíûå çàðÿäû â ïðîâîäíèêå ïðèõîäÿò â äâèæåíèå äàæå ïðè îòíîñèòåëü-
íî íåáîëüøîé íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ). Â òî æå âðåìÿ, ñîíà-
ïðàâëåííîå îäíîâðåìåííîå äâèæåíèå îãðîìíîãî ÷èñëà ñâîáîäíûõ çàðÿäîâ
ïðîâîäíèêà ñîçäàåò â îêðóæàþùåì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâåííîå ìàãíèòíîå
ïîëå. Ïîýòîìó èìåííî ìàãíèòíîå ïîëå èãðàåò îñíîâíóþ ðîëü âî âíåøíèõ
ïðîÿâëåíèÿõ òîêà � âçàèìîäåéñòâèè ñ äðóãèìè òîêàìè.

4. Äâèæåíèå ÷àñòèö â ïîñòîÿííûõ ýëåêòðè÷åñêîì èëè ìàãíèòíîì ïîëå

Òåîðåìà.

1) Òðàåêòîðèÿ ÷àñòèöû â ïîñòîÿííîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå â íåðåëÿòèâèñò-

ñêîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ëèáî ïðÿìîé, ëèáî ïàðàáîëîé. Åñëè ñêîðîñòü ÷àñòè-

öû ñðàíèìà ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà, òî òðàåêòîðèÿ ÿâëÿåòñÿ öåïíîé ëèíèåé.

2) Òðàåêòîðèÿ ÷àñòèöû â ïîñòîÿííîì ìàãíèòíîì ïîëå ÿâëÿåòñÿ ëèáî îêðóæ-

íîñòüþ (ëåæàùåé â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé íàïðàâëåíèþ ìàãíèòíî-

ãî ïîëÿ), ëèáî âèíòîâîé ëèíèåé.

5. Çàêîí Ãàóññà

Çàêîí Ãàóññà ìû óæå îáñóæäàëè â ýëåêòðîñòàòèêå. Ýòîò çàêîí îïèñûâàåò ñëå-
äóþùóþ ñîâîêóïíîñòü ýêñïåðèìåíòàëüíûõ íàáëþäåíèé:

1) Ýëåêòðè÷åñêèå çàðÿäû îêàçûâàþò ñèëîâîå âîçäåéñòâèå íà âñå äðóãèå ýëåê-
òðè÷åñêèå çàðÿäû (ïîäâèæíûå è íåïîäâèæíûå). Äðóãèìè ñëîâàìè, ýëåêòðè-
÷åñêèå çàðÿäû ñîçäàþò â ïðîñòðàíñòâå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå.

2) Ñèëîâûå ëèíèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íà÷èíàþòñÿ è çàêàí÷èâàþòñÿ íà çàðÿ-
äàõ. Â ýòîì ñìûñëå çàðÿäû ÿâëÿþòñÿ ñâîåãî ðîäà �èñòî÷íèêàìè� ïîëÿ.

3) Ïîòîê ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ÷åðåç ëþáóþ çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü ðàâåí ñóì-
ìàðíîìó çàðÿäó, çàêëþ÷åííîìó âíóòðè ýòîé âíóòðè ýòîé ïîâåðõíîñòè.

Ìàòåìàòè÷åñêè ýòè ôàêòû îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:
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Àêñèîìà I.Ïîòîê ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ÷åðåç çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü ∂Ω ïðî-

ïîðöèîíàëåí çàðÿäó q âíóòðè íåå:∫
∂Ω

E(x, t) · dSx = 4π

∫
Ω

ρ(x, t) dx

ãäå ρ � ïëîòíîñòü çàðÿäà. Òîò æå ôàêò â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå:

divE = 4πρ

6. Çàêîí îòñóòñòâèÿ ìàãíèòíûõ ìîíîïîëåé

Ýòîò çàêîí îïèñûâàåò ñëåäóþùóþ ñîâîêóïíîñòü ýêñïåðèìåíòàëüíûõ íàáëþäå-
íèé:

1) Âñåì èçâåñòíî, ÷òî ýëåêòðè÷åñêèé äèïîëü ìîæíî ðàçäåëèòü è ïîëó÷èòü äâà
çàðÿæåííûõ òåëà � îäíî ñ ïîëîæèòåëüíûì çàðÿäîì, à äðóãîå ñ îòðèöà-
òåëüíûì. Íî íèêòî íå ìîæåò îòðåçàòü ó ìàãíèòà ïîëþñ. Îòðåðåøü ïîëþñ,
äóìàåøü, ÷òî îñòàëñÿ îäèí � íî íåò, èõ ñíîâà äâà.

2) Ñèëîâûå ëèíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ � çàìíóòûå êðèâûå, îíè íèãäå íå íà÷èíà-
þòñÿ è íèãäå íå çàêàí÷èâàþòñÿ.

3) Ïîòîê ìàãíèòíîãî ïîëÿ ÷åðåç ëþáóþ çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü ðàâåí íóëþ.

Ïîñëåäíèå äâà íàáëþäåíèÿ ïîçâîëÿþò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ìàã-
íèòíûõ ìîíîïîëåé (ìàãíèòíûõ àíàëîãîâ ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ, ñâîåãî ðîäà
�ïîðîäèòåëåé ìàãíèòíîãî ïîëÿ�). Ìåõàíèçì âîçíèêíîâåíèÿ ó ìàãíèòíîãî ïîëÿ
äîëæåí áûòü êàêèì-òî èíûì, íåæåëè ó ýëåêòðè÷åñêîãî.

Àêñèîìà II. Ïîòîê ìàãíèòíîãî ïîëÿ ÷åðåç ëþáóþ çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü

∂Ω ðàâåí íóëþ: ∫
∂Ω

B(x, t) · dSx = 0

Â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå:

divB = 0

7. Çàêîí Àìïåðà

Ýòîò çàêîí îïèñûâàåò ñëåäóþùóþ ñîâîêóïíîñòü ýêñïåðèìåíòàëüíûõ íàáëþäå-
íèé:

1) Îïûò Ýðñòåäà (1820). Åñëè ê êîìïàñó ïîäíåñòè êîíòóð ñ òîêîì, òî ñòðåë-
êà êîìïàñà îòêëîíèòñÿ. Îòêëîíåíèå áóäåò òåì áîëüøå, ÷åì òîê ñèëüíåå.
Äâèæåíèå çàðÿäîâ èçìåíÿåò ìàãíèòíîå ïîëå â ïðîñòðàíñòâå.

2) Îïûò Àìïåðà (1820-24). Áåñêîíå÷íûå ïàðàëëåëüíûå ïðîâîäíèêè ñ ïî-
ñòîÿííûìè òîêàìè ñèëîé I1 è I2, òåêóùèìè â îäíîì íàïðàâëåíèè, ïðèòÿ-
ãèâàþòñÿ, à â ïðîòèâîïîëîæíûõ � îòòàëêèâàþòñÿ. Ñèëà, äåéñòâóþùàÿ ñî
ñòîðîíû âòîðîãî ïðîâîäíèêà íà åäèíèöó äëèíû dl ïåðâîãî ïðîâîäíèêà ëå-
æèò â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïðîâîäíèêàì íàïðàâëåíà è â ñòîðîíó
âòîðîãî ïðîâîäíèêà. Ìîäóëü äàííîé ñèëû ðàâåí

dF =
2

c2
I1I2
r

dl,

ãäå r � ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðîâîäíèêàìè.
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3) Îïûò Áèî è Ñàâàðà (1820). Àìïåð èçó÷àë äåéñòâèå ìàãíèòíîãî òîêà
îïîñðåäîâàííî, ïóòåì èçìåðåíèÿ ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ïàðàìè ïðî-
âîäíèêîâ ñ òîêîì. Â îòëè÷èå îò íåãî, ôðàíöóçñêèå ó÷åíûå Áèî è Ñàâàð
ïðåäïðèíÿëè ïðÿìûå èçìåðåíèÿ ìàãíèòíûõ ïîëåé, èñïîëüçóÿ äëÿ ýòîãî ìíî-
æåñòâî ëåãêèõ ìàãíèòíûõ ñòðåëîê êîìïàñîâ. Ïðè ïîìîùè ýòèõ èçìåðåíèé
îíè óñòàíîâèëè âåëè÷èíó è íàïðàâëåíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî êîí-
òóðîì ñ òîêîì. Îêàçàëîñü, ÷òî ñèëîâûå ëèíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ñîçäàâàåìî-
ãî êðóãîâûì êîíòóðîì, ïåðïåíäèêóëÿðíû ïëîñêîñòè, â êîòîðîé ðàñïîëîæåí
êîíòóð, à ñèëîâûå ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî ïðÿìûì ïðîâîäíèêîì ñ
òîêîì, ÿâëÿþòñÿ êîíöåíòðè÷åñêèìè îêðóæíîñòÿìè, ïëîñêîñòü êîòîðûõ ïåð-
ïåíäèêóëÿðíà íàïðàâëåíèþ ïðîâîäíèêà.

4) Ôîðìóëà Áèî�Ñàâàðà�Ëàïëàñà (1820). Íà îñíîâå ïðîâåäåííûõ Áèî è
Ñàâàðîì èçìåðåíèé ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê Ëàïëàñ íàïèñàë ôîðìóëó, îïè-
ñûâàþùóþ ìàãíèòíîå ïîëå, ñîçäàâàåìîå â òî÷êå x íàõîäÿùåìñÿ â òî÷êå y
ýëåìåíòîì dly êîíòóðà γ, ïî êîòîðîìó òå÷åò òîê ïîñòîÿííûé òîê ñèëîé I:

dB(x) =
I

c

dly × (x− y)

|x− y|3

Ñóììàðíîå ïîëå, ñîçäàâàåìîå êîíòóðîì ñ òîêîì â òî÷êå x, ñîîòâåòñòâåííî
ðàâíî êðèâîëèíåéíîìó èíòåãðàëó (�òðåòüåãî ðîäà�)

B(x) =
I

c

∫
γ

dly × (x− y)

|x− y|3

Ýòà ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ çàêîíîì Áèî�Ñàâàðà�Ëàïëàñà.

5) Çàêîí Àìïåðà (1826). Çàêîí Áèî�Ñàâàðà äàåò ïðåäñòàâëåíèå î ìàãíèò-
íîì ïîëå, ñîçäàâàåìûì ëèíåéíûì êîíòóðîì ñ òîêîì. Íî ÷òî, åñëè òîê òå÷åò
íå âäîëü çàäàííîé ëèíèè, à ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó? Äàëüíåéøèå ýêñïåðè-
ìåíòû óñòàíîâèëè, ÷òî òîê ÷åðåç ïîâåðõíîñòü S ñîçäàåò öèðêóëÿöèþ ìàã-
íèòíîãî ïîëÿ ïî ãðàíèöå ýòîé ïîâåðõíîñòè ∂S. Äëÿ ïîñòîÿííîãî òîêà îíà
ïðîïîðöèîíàëüíà ñèëå òîêà ÷åðåç ïîâåðõíîñòü S:∮

∂S

B(x, t) · dl =
4π

c
IS , IS =

∫
S

j(x, t) · dSx

Â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå:

rotB =
4π

c
j

6) Òîê ñìåùåíèÿ Ìàêñâåëëà (1862). ßâëÿåòñÿ ëè íàëè÷èå â ïðîñòðàí-
ñòâå òîêîâ åäèíñòâåííîé ïðè÷èíîé âîçíèêíîâåíèÿ â ìàãíèòíîãî ïîëÿ? Âñå
îïèñàííûå âûøå ýêñïåðèìåíòû ñòàâèëèñü äëÿ ïîñòîÿííîãî òîêà (ò.å. êîãäà
ïîëÿ è òîêè íå çàâèñÿò îò t). Ìàêñâåëë çàìåòèë, ÷òî åñëè îò óðàâíåíèÿ
rotB = 4π

c j âçÿòü div, òî èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî div j = 0, ò.å.
çàðÿä íå ìîæåò âûòåêàòü èç îáëàñòè (ò.ê. â ñèëó óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè
∂ρ
∂t+div j = 0, ïîëó÷àåì, ÷òî ∂ρ

∂t = 0). Ýòî âåðíî òîëüêî äëÿ ïîñòîÿííîãî òîêà.
×òîáû ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå, ñïðàâåäëèâîå òàêæå è äëÿ ïåðåìåííîãî òîêà,
íàäî ó÷åñòü âîçìîæíîñòü óòå÷êè çàðÿäà. Ïîñêîëüêó â ñèëó çàêîíà Ãàóññà
4π ∂ρ∂t = div ∂E

∂t , Ìàêñâåëë äîáàâèë â çàêîí Àìåïðà êîððåêòèðóþùåå ñëàãà-

åìîå 1
c
∂E
∂t (êîòîðîå íàçûâàåòñÿ òîêîì ñìåùåíèÿ) è ïîëó÷èë ñîîòíîøåíèå,

ñïðàâåäëèâîå äëÿ ëþáûõ òîêîâ:
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Àêñèîìà III: Öèðêóëÿöèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ âäîëü çàìêóòîãî êîíòóðà ∂S ðàâ-

íà ñóììå ñèëû òîêà ÷åðåç ëþáóþ ïîâåðõíîñòü S, íàòÿíóòóþ íà ýòîò êîíòóð,

è òîêà ñìåùåíèÿ:∮
∂S

B(x, t) · dlx =
4π

c

∫
S

j(x, t) · dSx +
1

c

d

dt

∫
S

E(x, t) · dSx

Â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå:

rotB =
1

c

∂E

∂t
+

4π

c
j

8. Çàêîí ýëåêòðîìàãíèòíîé èíäóêöèè (çàêîí Ôàðàäåÿ)

Ýòîò çàêîí îïèñûâàåò ñëåäóþùóþ ñîâîêóïíîñòü ýêñïåðèìåíòàëüíûõ íàáëþäå-
íèé:

1) 1-ûé îïûò Ôàðàäåÿ: Åñëè ìàãíèò äâèæåòñÿ âíóòðè ïðîâîäÿùåãî çàìêíó-
òîãî êîíòóðà ∂S, òî â êîíòóðå âîçíèêàåò òîê (è, ñëåäîâàòåëüíî, ýëåêòðè÷åñ-
êîå ïîëå, íàïðàâëåííîå âäîëü êîíòóðà). Ñèëà òîêà áóäåò òåì áîëüøå, ÷åì
áûñòðåå äâèæåòñÿ ìàãíèò (ò.å. èçìåíÿåòñÿ ìàãíèòíîå ïîëå).

2) 2-îé îïûò Ôàðàäåÿ: Åñëè âçÿòü äâà ïðîâîäÿùèõ çàìêíóòûõ êîíòóðà è
ðàñïîëîæèòü èõ íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè äðóã îò äðóãà, à ïîòîì ÷åðåç ïåð-
âûé êîíòóð ïðîïóñòèòü òîê, ïîñòåïåííî èçìåíÿÿ åãî ñèëó, òî âî âòîðîì
êîíòóðå òîæå âîçíèêíèò òîê, íàçûâàåìûé èíäóêöèîííûì.

3) Ïðàâèëî Ëåíöà. Èíäóêöèîííûé òîê âñåãäà íàïðàâëåí òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû ñîçäàâàåìîå èì ìàãíèòíîå ïîëå êîìïåíñèðîâàëî èçìåíåíèå âíåøíå-
ãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ïðîñòðàíñòâå. Åñëè ïîòîê âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ
÷åðåç ñòÿãèâàåìóþ êîíòóðîì ïîâåðõíîñòü óìåíüøàåòñÿ, òî èíäóêöèîííûé
òîê áóäåò íàïðàâëåí â îäíó ñòîðîíó (òàê, ÷òîáû ñèëîâûå ëèíèè ñîçäàâàå-
ìîãî èì ìàãíèòíîãî ïîëÿ áûëè ñîíàïðàâëåíû íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè), à
åñëè ïîòîê âíåøíåãî ïîëÿ óâåëè÷èâàåòñÿ, òî èíäóêöèîííûé òîê ïîòå÷åò â
ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè.

4) ÝÄÑ â êîíòóðå ïðîïîðöèîíàëüíà ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ ìàãíèòíî-

ãî ïîòîêà. Âîçíèêíîâåíèå âî âòîðîì êîíòóðå èíäóêöèîííîãî òîêà îçíà-
÷àåò, ÷òî â ýòîì êîíòóðå ïîÿâëÿåòñÿ ñòîðîííåå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, êîòîðîå
çàñòàâëÿåò äâèãàòüñÿ ñâîáîäíûå çàðÿäû ïðîâîäíèêà. Ýòî ñòîðîííåå ïîëå
íàçûâàåòñÿ �èñòî÷íèêîì òîêà�, èëè ÝÄÑ (ýëåêòðîäâèæóùåé ñèëîé). Öèð-
êóëÿöèÿ ýòîãî ïîëÿ â êîíòóðå (ðàâíàÿ, êàê èçâåñòíî, îòíîøåíèþ ðàáîòû,
ñîâåðøàåìîé ñòîðîííèì ïîëåì ïðè ïåðåíîñå çàðÿäîâ, ê âåëè÷èíå ïåðåíîñè-
ìûõ èì çàðÿäîâ), îêàçàëàñü ïðîïîðöèîíàëüíîé ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ ïîòîêà
ìàãíèòíîé èíäóêöèè ÷åðåç ïîâåðõíîñòü, íàòÿíóòóþ íà äàííûé êîíòóð.

Ìàòåìàòè÷åñêè ýòè ôàêòû îïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:

Àêñèîìà IV. ÝÄÑ â êîíòóðå ∂S ïðîïîðöèîíàëåíà èçìåíåíèþ ïîòîêà ìàãíèò-

íîãî ïîëÿ ÷åðåç íàòÿíóòóþ íà êîíòóð ïîâåðõíîñòü S:∮
∂S

E(x, t) · dl = −1

c

d

dt

∫
S

B(x, t) · dSx

Â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå:

rotE = −1

c

∂B

∂t

Çíàê ìèíóñ â ýòîì ñîîòíîøåíèå ñèìâîëèçèðóåò ïðàâèëî Ëåíöà.
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9. Ñèñòåìà Ìàêñâåëëà â âàêóóìå

Ïóñòü â ïðîñòðàíñòâå èìååòñÿ ñèñòåìà çàðÿäîâ, õàðàêòåðèçóþùàÿñÿ îáúåìíîé
ïëîòíîñòüþ ρ(x, t) è ïëîòíîñòüþ òîêà j(x, t). Ýëåêòîðìàãíèòíîå ïîëå, ñîçäàâàå-
ìîå â ïðîñòðàíñòâå ýòîé ñèñòåìîé çàðÿäîâ, óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (íàçûâàåìîé ñèñòåìîé Ìàêñâåëëà)

divE = 4πρ divB = 0

−1

c

∂E

∂t
+ rotB =

4π

c
j

1

c

∂B

∂t
+ rotE = 0

Ýòà ñèñòåìà îáúåäèíÿåò 4 ôóíäàìåíòàëüíûõ çàêîíà ýëåêòðîäèíàìèêè: çàêîí
Ãàóññà, çàêîí íåñóùåñòâîâàíèÿ ìàãíèòíûõ ìîíîïîëåé, îáîáùåííûé Ìàêñâåëëîì
çàêîí Àìïåðà è çàêîí ýëåêòðîìàãíèòíîé èíäóêöèè Ôàðàäåÿ.

Äîêàçàòåëüñòâà â �2.2

1. Òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö â ïîñòîÿííûõ ýëåêòðè÷åñêîì è ìàã-
íèòíîì ïîëÿõ.
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2.3 Ñèñòåìà Ìàêñâåëëà

1. Çàäà÷à î íàõîæäåíèè ý/ì ïîëÿ ïî çàäàííûì çàðÿäàì è òîêàì

Ñèñòåìà Ìàêñâåëëà ïîçâîëÿåò ðåøèòü çàäà÷ó î íàõîæäåíèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ (E,B), ñîçäàâàåìîãî â ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìîé çàðÿäîâ, êîòîðûå ðàñïðåäå-
ëåíû â ïðîñòðàíñòâå ñ èçâåñòíîé ïëîòíîñòüþ ρ : R3×R → R è êîòîðûå äâèæóòñÿ
òàê, ÷òî èõ ïîëå ñêîðîñòåé ðàâíî èçâåñòíîé ôóíêöèè v : R3 × R → R3 (à ïëîò-
íîñòü òîêà, ñîîòâåòñòâåííî, åñòü j = ρv). Òî åñòü, ïî çàäàííûì ïîëîæåíèÿì
çàðÿæåííûõ ÷àñòèö è èõ ñêîðîñòÿì ïðè ïîìîùè ñèñòåìû Ìàêñâåëëà ìû ìîæåì
íàéòè ñîçäàâàåìîå ýòîé ñèñòåìîé çàðÿäîâ ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå. Ïðè òàêîé
ïîñòàíîâêå ôóíêöèè ρ è j èãðàþò ðîëü äàííûõ çàäà÷è, à ôóíêöèè E è B ïîäëå-
æàò îïðåäåëåíèþ. Êðîìå òîãî, äëÿ îäíàçíà÷íîãî îïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîìàãíèò-
íîãî ïîëÿ âî âñå ìîìåíòû âðåìåíè, íåîáõîäèìî çíàòü, êàêèì ýëåêòðîìàãíèòíîå
ïîëå áûëî â íà÷àëüíûé ìîìåíò (òî åñòü çàäàòü íà÷àëüíûå äàííûå):

divE = 4πρ, divB = 0,

−1

c

∂E

∂t
+ rotB =

4π

c
j,

1

c

∂B

∂t
+ rotE = 0,

E|t=0 = E0, B|t=0 = B0

2. Ïåðåîïðåäåëåííîñòü ñèñòåìû Ìàêñâåëëà

Â ïðèâåäåííîé âûøå çàäà÷å óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìó
èç 8 ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé äëÿ 6 íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé (3 êîìïîíåíòû E è 3
êîìïîíåíòû B). Ïî ñâîåìó õàðàêòåðó ýòà ñèñòåìà îòíîñèòñÿ ê êëàññó ò.í. ïåðå-
îïðåäåëåííûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.
Ðàçðåøèìîñòü äàííîé ñèñòåìû îáåñïå÷èâàåòñÿ îñîáîé ñòðóêòóðîé óðàâíåíèé,
âõîäÿùèõ â ñèñòåìó. À èìåííî, ìàòåìàòè÷åñêè óðàâíåíèÿ â ñèñòåìå Ìàêñâåëëà
íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, íåêîòîðûå èç ñîîòíîøåíèé ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè
îñòàëüíûõ. Ïîêàæåì ýòî.

3. Çàêîí ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà � íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèå ðå-
øåíèé ñèñòåìû Ìàêñâåëëà

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáûõ ãëàäêèõ E, B : R3×R → R3 èìååò ìåñòî èìïëèêàöèÿ

rotE = −1

c

∂B

∂t
=⇒ ∂

∂t
divB = 0.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè divB|t=0 = 0, òî àâòîìàòè÷åñêè divB = 0 â ëþáîé ïîñëå-

äóþùèé ìîìåíò âðåìåíè.

Òåîðåìà 2. Åñëè ãëàäêèå ôóíêöèè E, B, ρ è j óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

rotB =
1

c

∂E

∂t
+

4π

c
j, divE = 4πρ,

òî â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè

∂ρ

∂t
+ div j = 0.

Ñëåäñòâèå. Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíèå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî çà-
ðÿäà äëÿ ôóíêöèé ρ è j (ò.å. äëÿ äàííûõ çàäà÷è) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëî-

âèåì ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû Ìàêñâåëëà.
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4. Ñêàëÿðíûé è âåêòîðíûé ïîòåíöèàëû ý/ì ïîëÿ

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïàðà ãëàäêèõ âåêòîð�ôóíêöèé (E,B),

E : R3 × R → R3, B : R3 × R → R3,

èìååò ñêàëÿðíûé è âåêòîðíûé ïîòåíöèàëû â îáëàñòè R3 × R, åñëè ñóùåñòâóåò
ïàðà ãëàäêèõ ôóíêöèé (φ,A),

φ : R3 × R → R, A : R3 × R → R3,

òàêèå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (∗)

B = rotA

E = −∇φ− 1

c

∂A

∂t

(∗)

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáûõ ãëàäêèõ âåêòîð�ôóíêöèé (E,B)

divB = 0

1

c

∂B

∂t
+ rotE = 0

â R3 × R

 ⇐⇒


(E,B) èìååò ñêàëàðíûé è

âåêòîðíûé ïîòåíöèàëû

â R3 × R

5. Ñèñòåìà Ìàêñâåëëà â ïîòåíöèàëàõ

Òåîðåìà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïàðà âåêòîð-ôóíêöèé (E,B), èìååò ñêàëÿðíûé

è âåêòîðíûé ïîòåíöèàëû (φ,A) â R3 × R è ïóñòü ôóíêöèè ρ, j ãëàäêèå. Òîãäà
âåêòîð-ôóíêöèè (E,B) óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì divE = 4πρ

−1

c

∂E

∂t
+ rotB =

4π

c
j

â R3 × R

â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà èõ ïîòåíöèàëû (φ,A) óäîâëåòâîðÿþò

ñîîòíîøåíèÿì:
( 1

c2
∂2φ

∂t2
−∆φ

)
− 1

c

∂

∂t

(
divA+

1

c

∂φ

∂t

)
= 4πρ( 1

c2
∂2A

∂t2
−∆A

)
+ ∇

(
divA+

1

c

∂φ

∂t

)
=

4π

c
j

â R3 × R

6. Íåîäíîçíà÷íîñòü â îïðåäåëåíèè ïîòåíöèàëîâ

Òåîðåìà. Ïóñòü ôóíêöèè E, B, A è φ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè (∗). Âîçü-
ìåì ïðîèçâîëüíóþ ãëàäêóþ ñêàëÿðíóþ ôóíêöèþ Φ : R3 × R → R è ðàññìîòðèì

ôóíêöèè
A′ = A+∇Φ,

φ′ = φ− 1

c

∂Φ

∂t

Ïî (A′, φ′) ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (∗) ïîñòðîèì ôóíêöèè (E′,B′). Òîãäà

E′ = E, B′ = B
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7. Êàëèáðîâî÷íûå óñëîâèÿ

Òàêèì îáðàçîì, ìû óñòàíîâèëè, ÷òî ïî çàäàííûì ýëåêòðè÷åñêîìó è ìàãíèòíîìó
ïîëÿì (E,B), ñêàëÿðíûé è âåêòðîíûé ïîòåíöèàëû (A, φ) îïðåäåëÿþòñÿ íåîäíî-
çíà÷íî. Â èõ âûáîðå èìååòñÿ ïðîèçâîë (ê A ìîæíî äîáàâëÿòü ëþáîå ïîòåíöè-
àëüíîå ïîëå ∇Φ). Åñëè ñêàëÿðíîå ïîëå Φ (êîòîðîå íàçûâàåòñÿ êàëèáðîâî÷ííîé

ôóíêöèåé) âûáèðàòü íåêèì ñïåöèàëüíûì îáðàçîì, òî ìîæíî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òî
ôóíêöèè (A, φ), ïîìèìî ñèñòåìû Ìàêñâåëëà äëÿ ïîòåíöèàëîâ, óäîâëåòîðÿëè áû
íåêèì äîïîëíèòåëüíûì ñîîòíîøåíèÿì (êîòîðûå íàçûâàþòñÿ êàëèáðîâî÷íûìè

óñëîâèÿìè), óñòðàíÿþùèì íåîäíîçíà÷íîñòü â îïðåäåëåíèè ïîòåíöèàëîâ. Ïðè
óäà÷íîì âûáîðå Φ êàëèáðîâî÷íûå óñëîâèÿ ìîãóò ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü âèä
óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà äëÿ ïîòåíöèàëîâ (÷òî, â êîíå÷íîì ñ÷åòå, ïîçâîëèò íàì
íàéòè åå ðåøåíèÿ).

Íèæå ìû ðàññìàòðèâàåì äâà ñïîñîáà âûáîðà êàëèáðîâî÷íûõ óñëîâèé � êàëè-
áðîâêó Êóëîíà è êàëèáðîâêó Ëîðåíöà.

8. Êàëèáðîâêà Êóëîíà

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî ïîòåíöèàëû (φ,A) âåêòîðíûõ ïîëåé (E,B) óäî-
âëåòâîðÿþò êàëèáðîâî÷íîìó óñëîâèþ Êóëîíà, åñëè

divA = 0

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîé ïàðû âåêòîðíûõ ïîëåé (E,B), óäîâëåòâîðÿþùèõ ïåð-

âîé ïàðå óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà è óáûâàþùèõ íà áåñêîíå÷íîñòè, ñóùåñòâóþò è

ïðèòîì åäèíñòâåííûå óáûâàþùèå íà áåñêîíå÷íîñòè ñêàëÿðíûé è âåêòîðíûé

ïîòåíöèàëû (φ,A), óäîâëåòîðÿþùèå êàëèáðîâî÷íîìó óñëîâèþ Êóëîíà.

Òåîðåìà 2. Åñëè ïàðà âåêòîðíûõ ïîëåé (E,B) èìååò ïîòåíöèàëû (φ,A), óäî-
âëåòâîðÿþùèå êàëèáðîâêå Êóëîíà, òî ôóíêöèè (E,B) óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå

Ìàêñâåëëà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ïîòåíöèàëû (φ,A) óäîâëåòâîðÿþò
ñèñòåìå 

−∆φ = 4πρ

1

c2
∂2A

∂t2
−∆A =

4π

c
j − 1

c
∇∂φ

∂t

Çàìå÷àíèå. Êàëèáðîâêà Êóëîíà õîðîøà â äâóõ àñïåêòàõ:

1) Ïðè êóëîíîâñêîé êàëèáðîâêå ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë φ ñîâïàäàåò ñ ïîòåíöè-
àëîì ñòàöèîíàðíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ïîðîæäåííîãî ñèñòåìîé çàðÿäîâ,
ðàñïðåäåëåííûõ â ïðîñòðàíñòâå ñ ïëîòíîñòüþ ρ.

2) Êóëîíîâñêàÿ êàëèáðîâêà ïîçâîëÿåò �ðàçäåëèòü� óðàâíåíèÿ äëÿ ñêàëÿðíîãî
è âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà. Ïîñêîëüêó â óðàâíåíèå äëÿ φ âåêòîðíûé ïîòåíöè-
àë A íå âõîäèò, ìîæíî ñïåðâà �ðåøèòü� óðàâíåíèå Ïóàññîíà äëÿ φ, à ïîòîì,
ñ÷èòàÿ φ óæå çàäàííîé ôóíêöèåé, ïîäñòàâèòü åãî â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíå-
íèÿ äëÿ A è íàéòè A êàê ðåøåíèå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ çàäàííîé ïðàâîé
÷àñòüþ.

9. Êàëèáðîâêà Ëîðåíöà

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü (φ,A) � ñêàëÿðíûé è âåêòîðíûå ïîòåíöèàëû ïàðû âåê-
òîðíûõ ïîëåé (E,B). Ãîâîðÿò, ÷òî ïîòåíöèàëû (φ,A) óäîâëåòâîðÿþò êàëèáðî-

âî÷íîìó óñëîâèþ Ëîðåíöà, åñëè

divA+
1

c

∂φ

∂t
= 0
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Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîé ïàðû âåêòîðíûõ ïîëåé (E,B), óäîâëåòâîðÿþùèõ ïåð-

âîé ïàðå óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà è óáûâàþùèõ íà áåñêîíå÷íîñòè, ñóùåñòâóþò è

ïðèòîì åäèíñòâåííûå óáûâàþùèå íà áåñêîíå÷íîñòè ñêàëÿðíûé è âåêòîðíûé

ïîòåíöèàëû (φ,A), óäîâëåòîðÿþùèå êàëèáðîâî÷íîìó óñëîâèþ Ëîðåíöà.

Òåîðåìà 2. Åñëè ïàðà âåêòîðíûõ ïîëåé (E,B) èìååò ïîòåíöèàëû (φ,A), óäî-
âëåòâîðÿþùèå êàëèáðîâêå Ëîðåíöà, òî ôóíêöèè (E,B) óäîâëåòâîðÿþò ñèñòå-

ìå Ìàêñâåëëà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ïîòåíöèàëû (φ,A) óäîâëåòâîðÿ-
þò ñèñòåìå 

1

c2
∂2φ

∂t2
−∆φ = 4πρ

1

c2
∂2A

∂t2
−∆A =

4π

c
j

Çàìå÷àíèå. Êàëèáðîâêà Ëîðåíöà ïîëíîñòüþ �ðàñùåïëÿåò� ñèñòåìó Ìàêñâåë-
ëà íà ÷åòûðå óðàâíåíèÿ îäèíàêîâîãî òèïà � îòäåëüíî âîëíîâîå óðàâíåíèå äëÿ
ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà è òðè òî÷íî òàêèõ æå âîëíîâûõ óðàâíåíèÿ äëÿ òðåõ êîì-
ïîíåíò âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà. Òàêèì îáðàçîì, ìû âèäèì, ÷òî ãëàâíàÿ çàäà÷à
ýëåêòðîäèíàìèêè ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òîáû íàó÷èòüñÿ ðåøàòü âîëíîâîå óðàâíåíèå.
Òîò ôàêò, ÷òî ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ,
ÿâëÿåòñÿ êëþ÷îì ê ïîíèìàíèþ âîëíîâîé ïðèðîäû ýëåêòðîìàãíèòíûõ âçàèìî-
äåéñòâèé.
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