Pisteet ja viivat

Jos uw on viiva, niin pisteet u ja v ovat viivan uv paatepisteet (endpoints) ja
u ja v ovat vierekkaisid eli vieruspisteitd (neighbours, adjacent points).

Piste on irtopiste (isolated point) jos silla ei ole vieruspisteita.

Viivat e ja e ovat vierekkdiset, jos niilla on yhteinen paatepiste.

1/30
Multigraafi
Multigraafi: Kahden pisteen valilla sallitaan yhtd useampi viiva ja viivan paéatepisteet voivat olla samat
Multigraafissa muotoa uu olevia viivoja
Useita viivoja kahden eri pisteen valilla.
Jokainen graafi on myés multigraafi.
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Graafin 2. méaarittely

Toinen méaérittely:
Graafi < Yksinkertainen graafi (=Simple graph)
Multigraafi<> Graafi
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Suunnattu graafi
Suunnattu graafi (Directed graph, Digraph) D = (V, E) on jarjestetty pari, missa V' on &érellinen joukko ja
E CV x V. Lisaksi aina kun (u,v) € E,onu # v.
Suunnatussa graafissa on viiva uv # vu, kun u ja v ovat eri pisteet.
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Esimerkki suunnatusta graafista
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Varitys ja etdisyys
Funktio o : Vg — K on pisteiden véritys (vertex colouring)joukon K vareilla.
Funktio v : E¢ — K on viivojen véritys (edge colouring) joukon K véreilla. Yieensa K = {1,2,...,k}.
Jos K C R, niin a:aa kutsutaan myds paino- tai etaisyysfunktioksi.
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Graafien isomorfia

Kaksi graafia GG ja H ovat isomorfiset, merkitaan G = H, jos on olemassa bijektio o : Vg — Vi, jolle uv € Eg

jos ja vain jos a(u)a(v) € Ep ainakun u,v € V.
Siis GG ja H ovat pisteiden nimeamisté vaille yksinkasitteisia.
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Esimerkki
01\ /11
110 = Ea B L
/00 101\
OO folsth B
o000 o131 101 110
ool o110 100 S ESEl
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Lukumaéaria

Graafien ja ei-isomorfisten graafien lukumaaria:

Pisteita 1]2[3] 4 5 6 7 9
Graafeja 1|2|8|64]1024 32768 2097152 | 236
Ei-isomorfisia | 1 | 2 [ 4 | 11 | 34 156 1044 | 27668
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Vieruspistematriisi

Graafi esitetédan tietokoneessa useimmiten matriisin avulla.
Graafin G = (V, E), V = {vy,va,...,v,} vieruspistematriisi (adjacency matrix)on n x n matriisi
M = (M;;), missa n on Gn pisteiden lukuméaéra ja

0 v, & F
M;; = { vty & E.
1 wvw; € B

Vieruspistematriisi on aina symmetrinen.

Lause 9.1. Kaksi graafia ovat isomorfisia tAsmalleen silloin kun niilla on yhteinen vieruspistematriisi. Kahdella
isomorfisella graafilla on tasmalleen samat vieruspistematriisit.
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Graafin aste

Graafin G = (V, E) pisteen v naapurusto (neighbourhood) on joukko

Ng(v) ={u € V|vu € E}

Pisteen v aste (degree) graafissa G degg (v) (lyhyemmin deg(v)) on v:n naapuruston pisteiden lukumé&ara.

degc(v) = |[Na(v)].

Irtopiste: deg (v) = 0
lehti, loppupiste (leaf, endpoint): degi(v) = 1
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Handshaking lemma
Lause 9.2.(Euler 1736, Handshaking lemma):
Jokaiselle graafile G = (V, E) on

Z dega(v) = 2|E)|

veG

eli G:n pisteiden asteiden summa on kaksi kertaa (z:n viivojen lukumaéra. Lisaksi parittoman asteen omaavien
pisteiden lukum&aréa on aina parillinen

Tod. ...
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Graafityyppeja

Graafi on nollagraafi, jos se ei sisdlla yhtaan pistetta.
Graafi on triviaali (trivial), jos se siséltda korkeintaan yhden pisteen.

Graafi G = Ky on taydellinen graafi pistejoukossa V/, jos se sisélta4 kaikki mahdolliset viivat eli jokainen piste
on kaikkien muiden pisteiden vieruspiste.

Kaikki taydelliset n pistetta sisaltavat graafit ovat isomorfisia. Niitd merkitaan K, :lla.

Selvasti
n(n—1)

E =
|Ek, | 5

nn—1
|Eg| < ( ) aina kun G on n:n pisteen graafi,n > 1.
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Graafin komplementti
Graafin G komplementti (complement)on graafi G, missa
Vo =VaiaEg = {e € E(V)le ¢ Ec}.
Taydellisten graafien komplementteja K, kutsutaan erillisiksi graafeiksi (discrete graphs).
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Saannollinen graafi

Graafi on sdanndllinen (regular), jos jokaisella graafin pisteelld on sama aste.

Jos tdma aste on 7, niin graafia kutsutaan r-sd&nnélliseksi (r-regular).

Erillinen graafi on 0-saénnéllinen.
K, on n — 1-sdanndllinen.
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Petersenin graafi
1
6
5 2
\ /
8 9
10 7
4 3
Petersenin graafi on 3-sdanndéllinen.
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Kaksijakoinen graafi

Kaksijakoinen(bipartite) graafi G = (V, E):

pistejoukolla V' on sellainen ositus X, Y/, etta
jokaisen viivan uv € FE toinen paatepiste on joukon X ja toinen pAatepiste joukon Y piste.

Silloin (X, Y") on graafin G kaksijako (bipartition of G) ja G on (X, Y')-kaksijakoinen ((X, Y')-bipartite).
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Kaksijakoiset graafit 2

Kaksijakoinen graafi G = (V, E) on taydellinen (m, k)-kaksijakoinen graafi (complete (1, k)-bipartite graph),
jos

| X|=m,|Y|=kjauv € Fainakunu € Xjav €Y.

Kaikki taydelliset (m, k)-kaksijakoiset graafit ovat isomorfisia keskenaan. Merkitaan niita K, 1illa

Graafi on taydellinen kaksijakoinen graafi, jos se on taydellinen (m, k)-kaksijakoinen graafi jollain luvuilla m, k.
Graafi K1, on tahti (star).
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Aligraafit 19/30

Maaritelmia

Maaritelma.

Graafi H = (Vy, Efr) on graafin G = (Vig, E¢) aligraafi (subgraph), jos Viy C Vg ja By C Eg.
Silloin merkitdan H C G.

Jos H C G ja Vg = Vg, niin H on G:n virittava aligraafi (spanning subgraph).

Viivojen osajoukko ' C E muodostaa yksikasitteisen graafin G virittavan aligraafin

G[F] = (Va, F).
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Indusoitu aligraafi

Jos H C GjaEyg = Eqg N E(Vy) (eli H siséltaa kaikki G'n viivat, joiden molemmat paétepisteet ovat Vgr:n
pisteitd), niin H on pistejoukon V indusoima G:n aligraafi (induced subgraph).

Pistejoukolla A C Vi on olemassa yksikéasitteinen GG:sté indusoitu aligraafi

G[A] = (A, Eg N E(A)).

21/30
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9.2. Polut ja piirit. Graafin yhtenaisyys 22 /30

Polut

Sovelluksissa usein oleellista:
Pisteiden lapikayminen (esimerkiksi etsintdalgoritmit)
Pisteiden valinen etéisyys (esimerkiksi sdhkdpostin kulkemien solmukoneiden lukumaéra)
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Kulku
Olkoot ¢; = u;u;41 € E¢ graafin G viivoja ainakunt = 1,2, ... k.
Viivat e; ja e;41 ovat vierekkaisig, silla niilla on yhteinen paéatepiste w; 1.
Jono W = ejes - - - e on k:n pituinen kulku (walk) pisteesta u; pisteeseen w1
Kulusta kaytetdan myds merkintdja
W:u1—>uQ—>---—>uk%uk+1,
jaW uy —ug — - —ugrrsekd W ug = ugyq.
Ul Ny ug+1: On olemassa kulku pisteesté u; pisteeseen vy 1.
W :w = Uug+1 tarkoittaa aina tiettyd kulkua W = ejeg - - - eg.
Kulun W pituutta merkitaan |17/ ]:ll4.
24 /30
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Polku ja piiri

Kulku W = ejes - - - e (e; = ujui+1) On
a)suljettu (closed), jos u1 = ug+1,

b)polku (path), jos u; # u; aina kuni # j,

c) reitti (trail),jos e; # e; ainakuni # 7,

d) piiri (cycle), jos u1 = ug41 ja muulloin u; # u; aina kun i # j,

e)triviaali polku (trivial path), jos |[W| = 0.
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Esimerkki kuluista
g e b a
Kulku, joka ei ole reitti:
g—e—d—>c—b—e—d
Kulku, joka ei ole polku:
g—re—>d—=>c—b—e—c
26/30
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EsimerkkKi jatkoa:

g e b

Polkuja b = d:

b—we—db—oe—>c—d
b—c—db—c—e—d

b—a— f—oc—djab—a—>f—c—e—d

Piiri:
b—a—f—=c—b
b—a— f—c—e—d— c— beioleypiiri

27/30
Kasitteita
Kulun W :u = u; — ug — -+ — ug41 = v kaénteiskulku (inverse of W) on kulku

Wﬁl:v:uk+1—>uk—>---%u1:u.

Piste u on kulun P paatepiste (end of P), jos P alkaa tai paattyy pisteeseen wu.
Polut P ja () ovat erilliset (disjoint), jos niillé ei ole yhteisié pisteita (eika siis mydskaan yhteisia viivoja) ja
rippumattomat (independent), jos vain niiden paéatepisteet ovat samat.

28/30
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Késitteita 2
Polun P kaanteispolku P! on polku.

Kahden polun yhdiste ei véalttdmatta ole polku.

Graafi (tai aligraafi) P, on graafi joka muodostuu k& — 1:sen pituisesta polusta (k — 1 viivaa, k pistetta).

Graafi (tai aligraafi) C}, on k:n pituinen piiri.

Jos k on parillinen, niin polkua Py, (piiria C}) kutsutaan parilliseksi poluksi (parilliseksi piiriksi).

Jos k on pariton, niin P, (vastaavasti C};) on pariton polku (piiri).

29/30

Lause 9.3.

Lause 9.3. Ainakun W : u = v on kulku ja u # v, niin on olemassa polku P : u S0, joka on saatu W :sta
poistamalla siita pisteita ja viivoja.

Tod. ...

30/30
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