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PROGRAMMATION LINEAIRE

1 Introduction

La programmation mathématique est utiliste comme outil de résolution des problémes de
décision. Ces derniers sont caractérisés par un certain nombre de contraintes et de restrictions qui
peuvent étre de divers types, tels que la disponibilité de la matiére premiere, la capacité de
production des machines, la main-d'oeuvre et les ressources financieres. De plus, tout en
respectant ces contraintes, I'entreprise ou le décideur désire maximiser son profit ou minimiser
les codts de production.

L'étude de ces problémes doit nous conduire a indiquer les actions ou les moyens a prendre afin
d'atteindre les objectifs fixés par I'organisation (I'entreprise). Ainsi, nous attirons votre attention
sur deux aspects fondamentaux de la recherche opérationnelle, a savoir :

a) la formulation et I'éaboration d'un modéle mathématique reflétant le plus fidelement
possible la situation problématique étudiée;

b) larésolution du programme mathématique obtenu en @) al'aide des algorithmes de calcul.

L'étape de la formulation des problemes conduit a des programmes mathématiques qui sont
composeés d'une fonction économique a optimiser et d'un ensemble de contraintes. La fonction
économique regroupe les variables de décision dont on veut déterminer les valeurs optimales.
Ces mémes variables se retrouvent aussi dans le systeme des contraintes. Nous attirons votre
attention sur le fait que dans les problémes de programmation mathématique linéaire, les
contraintes du systéme et la fonction économique (ou objectif) sont représentées a l'aide de
fonctions linéaires.

Les modeles utilisés en recherche opérationnelle peuvent étre classés en deux grandes catégories,
asavoir :
a) lesmodeles déterministes ou le décideur posséde une information certaine sur les actions a

prendre et leurs consequences,

b) les modéles probabilistes intégrant de l'incertitude relative aux actions et a leurs
conséquences qui dépendent de I'état du systéme (souvent le décideur a de I'information sur
la distribution de probabilité des conséquences).
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Les développements de ce module sarticulent autour des modéles de la premiére catégorie qui
sont de nature déterministe. Dans cette catégorie, les modeles les plus simples a résoudre sont les
modéles linéaires.

Pour déterminer les valeurs optimales des variables de décision, nous faisons appel aux deux
outils suivants : la résolution graphique ou l'algorithme du simplexe. Par ailleurs, avant d'utiliser
ces outils de résolution, il faut que le probleme soit formulé. Il sagit d'une étape trés importante
car si le probléme est mal formulé, sarésolution est sans utilité.

Par ailleurs, nous tenons a vous souligner que la modélisation des situations décisionnelles sous
laforme d'un probléme de programmation linéaire est basée sur les deux hypothéses suivantes :

a) l'additivité des variables de décision en ce sens que |'effet total est égal a la somme des
effets spécifiques a chague variable;

b) les variables de décision sont positives (non-négativité) en ce sens que nous ne pouvons
produire, par exemple, une quantité négative d'un produit.

Dans ce module, nous présentons en premier la démarche de formulation des problémes en
programmation mathématique. Par la suite, nous présentons les deux outils de résolution
soulignés précédemment.

2. Laformulation de problémes

La formulation de problémes consiste a utiliser un ensemble de fonctions mathématiques pour
refléter le plus fidelement possible la situation décisionnelle. En ce sens, les contraintes du

systeme sont exprimées a l'aide des fonctions mathématiques ayant une forme linéaire.
Egalement, la fonction économique est une expression linéaire.

Dans cette section, nous vous présentons, les étapes recommandées lors du processus de
formulation.

21  Lesétapesdu processusde formulation

Pour illustrer les divers étapes a suivre lors de la formulation des problémes, nous utilisons un
exemple hypothétique.
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ExemplePL 1:

L'entreprise manufacturiére CHIMBEC Inc. fabrique trois produits chimiques A, B et C. Le
tableau PL 1 résume la consommation journaliére des produits A, B et C.

Tableau PL 1: Laconsommation journaliéreen litres (1) desproduitsA, B, C
Produit A Produit B Produit C
Quantités (en I) 18 12 36

Les produits A, B, C sont fabriqués a I'aide de I'une ou l'autre des colonnes a digtillation C1 ou
C2. Chacune delle peut fabriquer complétement les trois produits A, B et C. Les quantités

produites par heure sont présentées dans le tableau PL 2.

Tableau PL 2: La capacité de production des colonnes a distillation par heure

Colonne C1 Colonne C2
Produit A 91 21
Produit B 31 21
Produit C 6l 121

Par exemple, lorsque la colonne C1 fonctionne 1 heure elle produit alafois: 91 du produit A, 31
du produit B et 6 | du produit C.

Par ailleurs, pour des raisons techniques, les colonnes C1 et C2 ne peuvent fonctionner

respectivement que 7 heures et 6 heures par jour. Nous supposons gue les produits non utilisés
ont une valeur nulle.

Le codt par heure d'opération des deux colonnes est comme suit : 100 $ pour C1 et de 250 $ pour
Co.

Dans le but de minimiser le colt d'opération des deux colonnes pour la production des produits
A, B, C nous proposons en premier lieu laformulation de ce probleme.
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La formulation mathématique de ce probléme passe par |es étapes suivantes :
a. ladéfinition des variables de décision;
b. la détermination de lafonction économique;

c. ladétermination des contraintes.
a. La définition desvariablesde décision :

Cette étape consiste a identifier les variables associées au probléme posé. Ces variables doivent
étre définies d'une maniere assez claire et précise afin de faciliter la formulation mathématique
du probléme.

Dans le cadre de |'exemple précédent, nous désignons par :

X1 : le nombre d'heures de fonctionnement de la colonne Cy;
x2 : le nombre d'heures de fonctionnement de la colonne Co.

b. Lafonction économique:
Le colt d'opération des deux colonnes peut étre exprimé comme suit :

Z=100 x1 + 250 x2

Il sagit d'une fonction économique a minimiser.

c. Lesystéme descontraintes:

Produit A : 9x1+2x2=18;
Produit B : 3x1+2x2=12;
Produit C : 6 x1 + 12 x2 = 36;
ColonneCy : X1 <7,
Colonne C2: X2 < 6;
Non-négativite : X1 et x2=0.

Ainsi, ce probléme peut étre formulé de la fagon suivante :
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Minimiser Z=100 x1 + 250 x2

Sujet aux contraintes :
9x1+2x2 = 18
3Xx1+2x2 = 12
6x1+12x2 = 36;
X1 <7,

X2 < 6
X1 et x2 = 0 (contraintes de non négativiteé).

Remarque:

La contrainte de non négativité des variables de décision indique que nous ne pouvons produire,
par exemple, des quantités négatives d'un produit quelconque.

Ce programme linéaire contient des inéquations qui peuvent se ramener a des équations, et ce, en
introduisant des variables d'écart. La nouvelle forme du programme obtenu est appelée «aforme
standard». On reprend la forme standard lors du développement de la méthode simplexe pour
trouver la solution optimale a un programme linéaire.

3 Larésolution graphique

La résolution graphique des problémes de programmation mathématique linéaire est possible
lorsgue le nombre de variables de décision est petit. Par exemple, il est plus facile a visualiser
graphiguement I'ensemble des contraintes et la fonction économique dans un espace a deux
dimensions. Pour les problémes ayant plus que deux variables de décision, I'algorithme de
simplexe est utilisé comme outil de résolution.

Dans le but dillustrer la méthode de résolution graphigue, nous considérons le probléme linéaire
suivant :

ExemplePL 2:
Maximiser Z = 3x1 + 5x2

Sujet aux contraintes :

X1 < 4, Q)
2x2 < 12; (2

3x1 +2x2 < 18; ©)]

Xx1=20etx2=0.
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Représentation graphique :

Ce probléme est composé de deux variables de décision et trois contraintes. Les contraintes (1),
(2) et (3) ainsi que la fonction économique Z sont représentées dans la figure ci-dessous. Chague
contrainte sera représentée a l'aide d'une droite qui est la borne de la contrainte. Une telle borne
est donnée par la contrainte prise en forme d’ égalité. Ainsi laborne de la contrainte (3) est :

3x1 + 2x2 =18.

Une telle borne est une ligne droite sur un plan de (x1 , X2 ) et pour tracer cette ligne il nous faut

deux points sur laligne. Une fagon rapide pour trouver ces deux points consiste afixer, atour de
réle, lavaleur de chaque variable a zéro. Ainsi on a:

X1=0,3*0+2x2=180ux2=9; x2=0,3x1+2*0=180ux1 =6.
Enfin, on trace une ligne droite entre les points (0,9) et (6,0) (voir lafigure suivante).

Ladirection (= ou <) nous indique la région des solutions admissibles. Pour déterminer une telle
région, on considére un point quelconque sur la borne, disons (x1, X2). Ensuite, on vérifie I’ effet

d’un changement dans I’ une des variables a savoir si |e changement est conforme al’inégalité ou
non. Ainsi, pour un point sur la borne de la contrainte (3), sl on gjoute d a la valeur de x1, on
constate que le point (x1+d, X2) ne respecte plus la contrainte, alors que si on soustrait d de x1 on
a un point (x1-d, x2) qui est a I'intérieur de la borne et conforme a la contrainte. On peut
pratiquer laméme démarche en gjoutant ou soustrayant un montant d de x2.

La fonction économique Z est également représentée par une ligne droite correspondant a une
valeur quelconque de Z. A la figure suivante, la fonction économique de Z=0 et de Z=15 sont
affichées.

La zone grise délimitée par I'ensemble des trois contraintes représente la région des solutions
réalisables; ¢ est-a-dire larégion ou tous les points respectent les contraintes.

Les points d'intersection entre les droites de deux contraintes et qui font partie de I'ensemble des
solutions réalisables sont appel és des points extrémes. Pour |'exemple précédent, nous avons cing
points extrémes, a savoir : (0, 0); (0, 6); (2, 6); (4, 3) et (4, 0). Un point comme (4,6) n’est pas
réalisable et il est exclu des point extrémes.
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FigurePL 1: Legraphiquedescontraintes et de lafonction économique del’Exemple PL 2

Eval uation de la fonction économique Z aux points extrémes :

Points extrémes
(0, 0)
(0, 6)
(2, 6)
(4,3)
(4,0)

Vaeur de Z aux points extrémes

0

30
36
27
12

La valeur maximale de la fonction économique Z est de 36. Cette valeur est obtenue al'aide du

point extréme : X1 = 2 et x2 = 6. |l sagit de la solution optimale pour ce probleme.

Le point extréme x1 = 2 et X2 = 6 peut étre obtenu en déplacant (en direction nord-est) la droite
de lafonction économique Z = 3x1 + 5x2 a partir d' une valeur quelcongue (pourvu que la droite

a au moins un point dans la région des solutions réalisables). On remarque que la ligne droite de
fonction économique Z=0 a (0,0) comme seul point dans la région de solutions réalisables. Le
déplacement de cette droite, d’ une maniere parallele a elle-méme dans une direction ou la valeur
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de Z est toujours croissant, permet de maximiser la fonction économique. On s arréte de déplacer
la fonction économique lorsque la ligne droite passe par un point extréme qui est le seul point
réalisable sur laligne.

4 La méthode du simplexe

La méthode du simplexe est une technique itérative qui permet d'évaluer la fonction économique
aux points extrémes de I'ensemble des solutions réalisables. En effet, I'agorithme du simplexe
est basé sur la résolution successive d'une suite de systémes d’ éguations linéaires équivalents.
L'agorithme de recherche de solution s arréte lorsque la fonction économique atteint I'optimum,
Sil existe (le maximum pour un probléme de maximisation et e minimum pour un probléme de
minimisation). Les éapes de I'dgorithme du simplexe sont effectuées a l'aide de tableaux.
Chague tableau représente un point extréme. Ainsi, I'algorithme se déplace d'un point extréme a
un autre point extréme adjacent tout en améliorant la fonction économique. Les transformations
d'un tableau a un autre seffectuent al'aide de pivots.

A I’ Annexe, on trouve une explication plus détaillée de |la méthode du simplexe dans un cas ol la
fonction économique est a maximiser. Nous vous signalons que les problémes a minimiser
peuvent étre transformeés en des problemes de maximisation. En effet, la solution qui permet de
minimiser Z est laméme que celle qui permet de maximiser -Z, ou Z est la fonction économique.
Ainsi, la méthode du simplexe nous permet de résoudre de fagcon optimale des problémes de
gestion, parfois fort compliqués, avec des milliers de variables de décision et des milliers de
contraintes opérationnelles.

5 L’ exploitation dela solution optimale

La solution optimale d’ un programme linéaire comprend plusieurs éléments en plus des vaeurs
optimales des variables de décision. Ces éléments sont fort utiles pour mieux saisir la nature
opérationnelle de la solution et pour en évaluer la sensibilité de la solution optimale a des
changements restreints de certains parameétres du programme, soit les cotés droits des contraintes
et les coefficients de la fonciton économique.

D’une part (et sans entrer ici dans les détails qui sont fournis en Annexe), lasolution optimale
comprend des variables supplémentaires appel ées des « variables d’ écart ». Ces variables, une
pour chaque contrainte, mesurent la différence entre le cété droit (une constante) et le coté
gauche (la partie comprenant les variables de décision) de chague contrainte et sont = 0 comme
toutes | es variables de décision dans un probléme de simplexe.

8
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Exemple PL 3 A I’exemple PL 2, les contraintes opérationnelles sont :

X1 < 4; Q)
2x2 < 12; (2
3x1 +2x2 < 18; ©)]

et la solution optimale (par la méthode graphique ci-dessus ou par la méhode simplexe en
Annexe) est: x1 = 2 et x2 = 6. Aing, on peut vérifier que la variable d’écart pour chague
contrainte prend lavaleur correspondante :
Contrainte Vaeur dela
variable d’ écart

(1) 4-2=2
) 12-2*6=0
3) 18-3*2-2*6=0

5.1 L’interprétation de la valeur d’une variable d écart

Dans les cas ou la contrainte représente la disponibilité d’ une ressource (typiquement du genre
<), une variable d’ écart positive veut dire que laressource est sous-exploitée ; les besoins de
ressource donnés par le c6té gauche de la contrainte sont plus faibles que la disponibilité donnée
par le c6té droit. Ainsi, une variable d’ écart nulle dans un tel cas veut dire que laressource est
exploitée au maximum.

Dans des cas ou la contrainte représente une condition minimale a respecter (typiquement du
genre > ; Voir I’exemple PL 1), une variable d’ écart positive veut dire que la condition est
surpassée ; la contrainte n’ est pas contraignante, n’ est pas active. Ainsi, une variable d' écart nul
dans un tel cas veut dire que la condition est respectée au minimum possible.

5.2 Les valeurs économiques des ressources

La solution optimale par la méthode simplexe affiche d’ autres informations également
importantes pour le décideur. 11 s agit dela valeur marginale d une ressource (dans le cas d’ une
contrainte <) également appel ée, de fagon générale, le prix dual d' une contraine. Unetelle
valeur marginale peut étre déterminée par une augmentation unitaire du cété droit d’ une
contrainte ce qui correspond a une augmentation unitaire de la variable d’ écart.

La méthode graphique nous permet d’ évaluer le prix dual de chaque variable d’ écart de fagon
simple. Voici le graphique de I’ Exemple PL 2.
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@

Figure PL 2: Legraphique des contraintes et de la fonction économique del’ Exemple PL 2

Lasolution optimale était le point (2,6) avec lafonction économique Z = 36. On veut déterminer
I’ effet d’ une augmentation, atour de role, de 1 pour chacun des cotés droits. Ainsi on veut
étudier I’ effet des changements suivants: (1) 4 > 5; (2) 12 > 13; (3) 18 > 19. Danslestrois
cas, il s agit de déterminer e point d’ intersection des contraintes (2) et (3) et ensuite de calculer
lavaleur de lafonction économique correspondant.

521Lacontrainte(1)4->5
Sur le graphique, le changement du céte droit de 4 a5 est affiché par une ligne verticale

. Onvoit que la solution optimale et tout particulierement la valeur de Z est nullement
changée par le nouveau coté droit. Le prix dual est donc nul.

5.2.2Lacontrainte(2) 12 > 13

Sur le graphique, le changement du céte droit de 12 a 13 est affiché par une ligne horizontalem . =
Dans ce cas, on doit déterminer la nouvelle solution optimale par I’ intersection des deux

contraintes :

10
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2x2=13
X1+ 2x2=18
soit x2 = 13/2 = 6,5 et x1 = (18-13)/3 = 5/3, ce qui donne
Z=3*x1+5*x2=3*5/3+5%6,5=37,5.
Ainsi, lavaleur de Z a augmentée de 37,5—-36=1,5=3/2. Leprix dual est donc 3/2.

Par laméme démarche (voir laligne— — ), On peut vérifier quele prix dual delacontrainte
(3) est 1.

6. Leslogiciels d’ optimisation

Si laméthode graphique est adéquate et trés instructive pour des problémes de programmation
linéaire de deux variables de décision, elle est évidemment dépassée par des problemes de «taille
industrielle » comprenant des milliers de variables de décision et de contraintes. Pour répondre a
de telles problémes, on a dével oppé des logiciels qui déterminent la solution optimale d’ un
programme linéaire bien formulé et qui affichent la solution optimale, les prix duaux et encore

d autres informations utiles concernant la solution optimale. Tout ¢a grace ala méthode simplexe
sous-jacente les calculs.

A titre d exemple, est affichée ala Figure PL 3 la solution optimale sortie par le logiciel LINDO
pour |’ Exemple PL 2.

LPOPTIMUM FOUND AT STEP 2
OBJECTIVE FUNCTION VALUE
1) 36.000000
VARIABLE VALUE REDUCED COST

X1 2.000000 .000000

X2 6.000000 .000000

ROW SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES

2) 2.000000 .000000

3) .000000 1.500000

4) .000000 1.000000

Figure PL- 3: Lasolution optimalede|’exemple PL 2 sortiede LINDO

11
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On trouve alaFigure PL 3 tous les éléments de la solution optimal e présentés auparavant : La
valeur de lafonction économique (OBJECTIVE FUNCTION VALUE), les variables de décision
(X1, X2), lesvaleurs des variables d' écart (SLACK OR SURPLUS) correspondant aux
contraintes (ROW) qui sont identifiées par un chiffre, en ordre croissant. Dans laFigure, les
numéros des contrai ntes commencent avec 2), le numéro 1) éant réservé par LINDO ala
fonction économique qui est d ailleurs une fonction linéaire comme les contraintes. Enfin, on
trouve ala Figure PL 3 les prix duaux (DUAL PRICES) correspondant a chaque contrainte.

En plus de la solution optimale, LINDO (comme tous leslogiciels d’ optimisation linéaire,
d ailleurs) affiche un deuxieme tableau d’informations concernant la solution optimale et connu
sous le nom d’' « analyse de sensibilité ». Ce tableau est affiché ala Figure PL 4.

RANGES IN WHICH THE BASIS ISUNCHANGED:

OBJ COEFFICIENT RANGES

VARIABLE | CURRENT | ALLOWABLE | ALLOWABLE

COEF INCREASE DECREASE
X1 3.000000 4.500000 3.000000
X2 5.000000 INFINITY 3.000000

RIGHTHAND SIDE RANGES

ROW CURRENT | ALLOWABLE | ALLOWABLE
RHS INCREASE DECREASE
2) 4.000000 INFINITY 2.000000
3) 12.000000 6.000000 6.000000
4) 18.000000 6.000000 6.000000

FigurePL- 4: L'analyse de sensibilité de|’exemple PL 2 sortiede LINDO

Le tableau d' analyse de sensibilité comprend deux volets qui relévent des variables de décision et
des contraintes respectivement. Dans les deux cas, il s agit d' afficher la valeur actuelle d’ un
parameétre du probléme -le coefficient dela variable de décision dans la fonction économique
(CURRENT COEF), le cité droit dela contrainte (CURRENT RHS) et lesvariations
(augmentation, diminution) per mises a chacun de ces paramétres (ALLOWABLE INCREASE.
ALLOWABLE DECREASE). Ces variations permises sont celles qui laissent la solution

12
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optimale «inchangée » si un seul parametre est changé. Ainsi, la solution optimale sortie par un
logiciel d’ optimisation linéaire affiche alafois LA solution optimale (S'il y en @) ET certaines
limitesal’intérieur desquelles on peut trouver une solution optimale (surtout la valeur de la
fonction économique) déterminée par les variations pratiquées sur les paramétres. Cependant, il
faut faire attention au sens & donner & une solution optimale « inchangée » .

Exemple PL 3: En se servant du tableau alaFigure PL 4, on peut déduire les faits suivants :

1) Si, danslafonction économique, le coefficient de x1 varie de 7,5 (soit 3+4,5) a0 (soit 3 —
3), les variables de décision dans la solution optimal e sont toujours (2, 6) ;

2) Si, danslafonction économique, le coefficient de x2 varie de I’infini (soit 5+INFINITY)
a2 (soit 5—3), les variables de décision dans la solution optimale sont toujours (2, 6) ;

3) Si, danslacontrainte 1) (soit ROW 2)), le coté droit varie de I’infini (soit 4+INFINITY) a
2 (soit 4 —2), lasolution optimale est toujours (2, 6) et lafonction économique est 36 ;

4) Si, danslacontrainte 2) (soit ROW 3)), le coté droit varie de 18 (soit 12+6) a 6 (soit 12 —
6), lesvariables de décision dans la solution optimale sont toujours> 0 ;

5) S, danslacontrainte 2) (soit ROW 3)), le coté droit varie de 24 (soit 18+6) a 12 (soit 18
—6), lesvariables de décision dans la solution optimale sont toujours >0 ;

Pour les énoncés comme 1) et 2), on ne peut pas dire que lafonction économique est inchangée
parce gque savaleur sera modifiée en fonction de la nouvelle valeur permise du coefficient de la
variable de décision. Ainsi, un coefficient de x1 qui est 4 (donc <7,5) donne Z=4* 2+5*6=38.

Pour un énoncé comme 3), on sait que les variables de décision optimales et ainsi lafonction
économique optimal e sont inchangées parce gque la contrainte 1) n’a aucun effet sur la solution
optimale ; savariable d’ écart est toujours > 0 dans les limites permises.

Par contre, les énoncés comme 4) et 5) doivent ére complétés par une analyse un peu plus
poussée. Le fait que chacune des contraintes impliquées (soit 2) et 3)) déterminent les valeurs
précises des variables de décision optimales ne nous permet pas de déterminer par un simple
coup d’aeil au tableau la nouvelle solution optimale. Cependant, on peut déterminer la valeur de
lafonction économique optimale suivant une variation permise du c6té droit d’ unetelle
contrainte. Ainsi, une augmentation du c6té droit de la contrainte 2) de 3 (soit de 12 a 15) donne
une augmentation de la fonction économique égale a 3 fois le prix dual soit de 3*1,5 = 4,5. Et de
laméme fagon, une diminution du c6té droit de la contrainte 3) de 2 (soit de 18 & 16) donne une
diminution de la fonction économique égale a 2 foisle prix dual soit de2*1 = 2.

La discussion précédente se résume en constatant que les variations permises laissent la solution
optimale «inchangée» dans ce sens que les variables de décision et d’ écart qui sont non nulles
dans la solution optimale unigue le sont également al’intérieur des variations permises. Dans de

13
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tels cas, on peut toujours déterminer la nouvelle valeur de lafonction économique et facilement
parfoisles valeurs des variables de décision et d’ écart.

Exemple PL 4 : Déterminez |’ effet sur lafonction économique al’ Exemple PL 2 si on fait, unea
lafois, les modifications suivantes aux parametes du programme linéaire :

)] augmenter le coefficient de x1 de 2
i) diminuer le coefficient de x2 de 1
i) diminuer le cbté droit de la contrainte 1) (ROW 2)) de 1
iv) augmenter le coté droit de la contrainte 2) (ROW 3)) de 3
V) diminuer le cbté droit de la contrainte 3) (ROW 4)) de 1
Réponses: Toutes les variations proposées sont per mises.
) La variation de Z est de +2*valeur de x1 = +2*2 = +4 ; donc Z = 40.
i) Lavariation de Z est de (-1)*valeur dex2 =-1*6=-6 ; donc Z = 30.
i) Lavariation de Z est (-1)*le prix dual delacontrainte1) =-1*0=0; Z = 36.
iv) Lavariation de Z est +3*le prix dual delacontrainte 2) = +3*1,5=4,5; Z = 40,5.
V) Lavariation de Z est (-1)*le prix dual delacontrainte3) =-1*1=-1; Z=35.

En pratique I’ analyse de sensibilité s avére aussi utile que la solution optimale. Elle permet, dans
des problemes fort complexes, de porter attention aux € éments (coefficients de lafonction
économique, cotés droits des contraintes) qui promettent le mieux d’améliorer lafonction
€conomique.

Pour compléter votre apprentissage de la programmation mathématique, nous vous
recommandons d'essayer de résoudre les exercices du module PL qui se trouvent en annexe. En
cas de difficulté, vous pouvez consulter les solutions de ces exercices qui se trouvent également
en annexe ou communiquer avec le responsable du cours ou son adjoint pour plus d'explications.

14



Introduction aux méthodes quantitatives de gestion Module PL

ANNEXE

La méthode du simplexe: I’algébrelinéaire au service de |’ optimisation

La méthode du simplexe est une technique itérative qui permet d'évaluer la fonction économique
aux points extrémes de I'ensemble des solutions réalisables. En effet, I'agorithme du simplexe
est basé sur la résolution successive d'une suite de systémes d’ équations linéaires équivalents.
L'agorithme de recherche de solution s arréte lorsque la fonction économique atteint I'optimum,
Sil existe (le maximum pour un probléme de maximisation et e minimum pour un probléme de
minimisation). Les éapes de I'dgorithme du simplexe sont effectuées a l'aide de tableaux.
Chague tableau représente un point extréme. Ainsi, I'algorithme se déplace d'un point extréme a
un autre point extréme adjacent tout en améliorant la fonction économique. Les transformations
d'un tableau a un autre seffectuent a I'aide de pivots. Dans ce module nous alons illustrer les
différentes étapes de la méthode du simplexe dans un contexte ou la fonction économique est a
maximiser. Nous vous signalons que les problemes a minimiser peuvent étre transformés en des
problémes de maximisation. En effet, la solution qui permet de minimiser Z est la méme que
celle qui permet de maximiser -Z, ou Z est la fonction économique.

Avant d aborder les étapes de cet algorithme, nous nous rappelons certaines méthodes de
résolution des équations linéaires.

Résolution d'un systeme d'équations linéaires

Pour pouvoir résoudre un systéme d'équations linéaires, certaines opérations sont utiles telles
que:

» changer I'ordre des égalités;
» multiplier une égalité par un nombre réel;
» gjouter une égalité a une autre ou soustraire une égalité d’ une autre.

Ces opérations sont permises parce qu'elles ne changent pas la solution finale.

Exemple PLAnn 1 : On veut trouver les valeurs x; et X, qui satisfont aux deux éguations
suivantes; ¢ est-a-dire qu’on veut résoudre les éguations linéaires suivantes. Dans ce qui suit,
une éguation sera représentée parfois par son numéro entre parenthéses.

@x, + 3, =2 (1
X, t 02X, 3 (@
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Multiplions I'égalité (1) par 1/2, on obtient :
ox, + 3/2x, =1 (1)
B+ % =3 ()

Remplacons maintenant la 2° équation par le résultat de (2) - 5*(1) et ainsi éiminer x; dansla 2°
équation :

Oox, + 3/2x, =1 (1)

Hx, - 12, =2 (2

L’ ensemble d’ opérations par lequel on transforme le coefficient d’ une variable (x1, p.ex.) pour
gu'il prend la valeur 1 dans une équation et zéro dans I'autre (ou, généralement les autres)
équation(s) s appelle le pivotage. Le coefficient transformé en 1 est appelé le pivot.

On remarque qu’ on aura produit e méme résultat en remplacant la 2° équation par (2) — (5/2)* (1)
ou le facteur (5/2) est leratio : (coefficient de x1 en (2))/( coefficient du pivot). En multipliant 1a
2% équation par -2/11, on aura une équation oul I’ une des variables (ici, X,) est déterminée ;
Oox, + 3/2x,=1 (1)
X, + X, =4/11 (2

Pour trouver la valeur de x4, on peut remplacer x, dans la 1° équation par sa vaeur en (2); ¢ est-
a-dire gqu’ on fait une substitution pour x» en (1). On procede plutdt d’ une fagon plus générale en
éliminant x, de la 1° équation. Cette démarche est toujours possible dans des cas oll le nombre
d équations et de variables est plus grand que 2. Alors, remplacons la 1° équation par le résultat
de (1) — (3/2)*(2) :

0x, + Ox,=511 (1)

Ox, + x, = 411 (2)

5 - 2

0
Donc, B

Maintenant nous pouvons verifier le systeme d'égalitéinitial

2x,+3X,=2 (3
Bx,-2,=3  (2)

16



Introduction aux méthodes quantitatives de gestion Module PL

Nous remplacons lesvaleursde x; = 5/11 et x, = 4/11 dansles égdités (1) et (2).

a0~ o
?
050, , 047
(b —=——+2 —-—=3
0 it thid
1
O+12:2 o 25+8=3
11 11

2
E; D—SD+3DiD— 2
O

: . 5 4 . o lies
Il est clair quelasolution x, = T et x, =1—1 vérifieles deux égalités (1) et (2).

Ce résultat peut étre retrouve en travaillant seulement sur les matrices des coefficients ce qui
nous évite de toujours écrire les noms des variables qui sont multipliées par ces coefficients. Pour
ce faire, on écrit les coefficients a gauche de |’ égalité sur une ligne (une pour chague équation) et
€galement pour les constantes a droite de I’ égalité tels qu’ affichés ci-dessous :

_ 2 30 _ 20
SR

On remargue que les coefficients de x; et de X, se trouvent dans la premiere et la deuxieme
colonne respectivement de la matrice A. De cette fagon, sachant qu’ une colonne tient les valeurs
de la variable correspondant, on n'a pas besoin d'écrire le nom de la variable a cété du
coefficient.

On peut faire mieux en fusionnant les matrices A et B qui ont toujours le méme nombre de lignes
(une pour chagque équation) et en formant une matrice «augmentée» :

lignel2 3,20
|
ligne2s 21 3

Dans cette forme, les signes d égalité ont été remplacées par une ligne verticale pointillé qui
separe les deux parties de la matrice (également appelé un tableau). Ainsi, en résolvant les
équations représentées dans le tableau, on tient a faire la méme opération arithmétique au c6té
droit de laligne verticale qu’ on fait au coté gauche.

A titre d’exemple, allons refaire les opérations qui ont conduit & la solution des équations
linéaires de I’ exemple précédent mais cette fois on les fait sur la matrice augmentée. Rappelons
gue la premiére opération consistait a une multiplication de la premiéere équation par ¥z :

17
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lignel2 3| 2x31 ligneld 3/2 110
| |
ligne2s 21 3 ligne2 2 13

Ensuite, on élimine x; de la 2° égalité (la 2° ligne du tableau) et enfin, on élimine x, de la 1°
égalité (Ia 1° ligne du tableau)

e - & | M 3/2 '1q d 3/2, 10
alujifalalols(cx S -ONDWW = L S DY

gy 01 5/110
H) 1'4/115

Alorsx; =5/11 et x, = 4/11.

Exemple PLANN 2 : Résoudre le systéme d'équations linéaires suivant :
+ 2x, =4
ESX + 7x, =13

Solution :

En se servant de la matrice augmentée, les pivotages consistent & éiminer x; de la 2° équation et
ensuite d' diminer x, de la 1° équation. Voici les détails de ces opérations :

M 2 40 jgez.atiges (1 2 40
o 71353@%@”%@119

oL RS 0118

Lasolution finaleest donc x; =2 et x, = 1.

18
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Cas particuliers
Exemple PLANN 3 : Un systéme d’ équations linéaires qui n’ a pas de solution.

Résoudre le systéme d'équations linéaires suivant :

Ele - X, + 3X; =2 @
Ox, + 2x, + X3 =1 (2
stl - 44X, + OX; = (©)

La matrice augmentée est :

02 -1 3,20
01 2 1'10
H3 -4 5, 4H
02 -13 20 1,4, O1 -L2°3/2 10
01 2 1 10300 01 2 1 1 0
H3 -4 5 4H H3 -4 5 4 B

01 -12 3/2 10 01 -12 3/2
oot oo s/2 -2 o md#EhEHeRE oo s/2 -1/2
H3 -4 5 4 B Ho -5/2 1/2

01 -1/2 3/2 1 0O
ooeeto s oo 0 0 +10
Ho -5/2 172 18

A ce stade, on remarque que dans la ligne 2, tous les ééments sont nuls, sauf celui du coté
droit qui est égal a +1. Dans ce cas, on dira que le systéme d'éguations linéaires n'a pas de
solution.

Exemple PLANN 4 : Un systéme d'équations linéaires qui a une infinité de solutions.

Résoudre le systéme d'équations suivant :

Ele - X + 3 =2 (9
Ox, + 2, + X; =1 (2
E?:Xl - 4, + 5bx; = )

19
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Remarque : il est a noter que ce systeme d'éguations est différent de celui de I'exemple
précédent. Cette différence est marquée par le c6té droit de I'éguation (3).

La matrice augmentée est :

2 -1 3 20
h 2 1 10

H3 -4 5 3H

-1xligne1
12 -1 3 2mMmAdoo0m o1 -1/2 3/2 1 0O
01 2 1 10 01 2 1 1 0
H3 -4 5 3H H3 4 5 3 H

_ _ 01 -12 32 10 01 -v2 3/2 10
DR no si2 w2 o . 0o s/2 -1/2 0 [
03 -4 +5 3 MOMFOOTIREY oo -s/2 w2 o O

| | 01 -2 3/2 10O
ot O o 0 0 0 O
1 H

Ho -5/2 1/2

A ce stade, on remarque que dans la ligne 2, tous les @éments sont nuls, y compris celui du coté
droit. Dans ce cas, on diraque le systéme d'équations linéaires a une infinité de solutions. Au fait,
les trois équations sont équivalentes aux deux éguations du dernier tableau. Si on fixe une valeur
guelcongue de I’une des variables, x3 par exemple, on peut trouver les valeurs correspondantes
des variables restantes, soit X, et X, dans ce cas.

On revient ala méthode simplexe ou on va pratiquer |es opérations de pivotage sur les équations
linéaires afin de trouver la solution optimale a un programme linéaire.

Les étapesdel'algorithme du simplexe

1 Elabor ation de tableau initial (tableau 0) :

Cette étape consiste a transformer I'ensemble des contraintes du probleme en un systéme
d'éguations et ce, en introduisant des variables d'écarts. Dans ce processus de transformation,
nous ne tenons pas compte des contraintes de non-négativité. Pour les fins dillustration, nous
considérons e programme mathématique utilisé pour expliquer la méthode graphique. Il sagit du
programme mathématique suivant :
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Maximiser Z = 3x1 + 5x2
Sujet aux contraintes :

X1 <4
2x2 <12,
3X1+2x2 <£18;
Xx1=0etx2=0.

Alors, ce programme peut étre réécrit d'une maniéere équivalente en introduisant trois variables
d'écarts x3, X4 €t X5 associées respectivement aux trois contraintes (sauf les contraintes de non

négativité).
Le probléme équivaent est comme suit :

Maximiser Z = 3x1 + 5x2 + 0x3 + Ox4 + Ox5
Sujet aux contraintes :
X1+ 0x2 + x3 + Ox4 + Ox5 = 4;
0x1 + 2x2 + Ox3 + x4 + Ox5 = 12;
3X1 + 2x2 + 0x3 + Ox4 + x5 = 18;
X1, X2, X3, X4 et x5= 0.

La fonction économique peut étre réécrite sous forme d'une équation et ce, comme suit : Z - 3x1
- 5x2 - 0x3 - 0x4 - Ox5 = 0. Le tableau initial est composé de cet ensemble d'équations. Il s agit
d’ gouter une ligne représentant la fonction économique a la matrice augmentée définie
précédemment.

Tableau 0

Variables X1 Xo X3 Xq X5 Coté droit

de base
X3 1 0 1 0 0 4
X4 0 2 0 1 0 12
X5 3 2 0 0 1 18
Z -3 -5 0 0 0 0
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- Les variables de base sont I'ensemble des variables (de décision ou d'écart) ayant le
«vecteur unitaire», c'est-a-dire la valeur 1 vis-a-vis la variable en question et zéro ailleurs
dans la colonne correspondante a la variable. Elles sont les éléments (typiquement) non-
nuls dans la solution optimale Dans le tableau initial seulement les variables d'écart peuvent
étre dans la base car ce tableau correspond au point extréme ou toutes les variables de
décision sont nulles.

- Les variables «hors-base» sont |’ ensemble des variables ayant le «vecteur non-unitaire» et
leurs valeurs sont toujours zéro.

- Le coté droit représente les disponibilités ou la valeur obtenue par chaque variable de base
correspondante. Par exemple, dans le tableau initial précédent, la valeur 4 du c6té droit qui
est vis-avis x3 veut dire que x3 = 4. Nous pouvons vérifier quavec x1 =0 et x2 =0 la
seule valeur qui peut vérifier la premiere équation est que x3 = 4. Il est a noter que le coté
droit doit étre toujours positif.

- La derniere ligne qui correspond a Z est appelée la ligne des profits marginaux sil sagit
d'un probléme de maximisation ou la ligne des colts marginaux sil sagit d'un probléme de
minimisation.

2. Elaboration du tableau 1 et les tableaux subséquents:

Le passage d'un tableau a un autre est appelé une itération. Cette itération consiste a trouver une
autre solution de base a partir d'une solution de base actuelle (connue). Ce passage seffectue par
la recherche de pivots. La recherche du pivot seffectue de la méme maniére que dans la
résolution des équations simultanées. A partir d'une matrice augmentée, nous cherchons a
transformer un éément, choisi parmi les éléments correspondant aux contraintes, en un élément
égal a1 et derendre nuls les autres éléments (y compris |’ @dément dans laligne de Z) de laméme
colonne. Ainsi, la colonne ou est le pivot est transformé en un «vecteur unitaire» tel que défini
précédemment. L'élément transformé en 1 est le pivot.

Le choix de la colonne pivot seffectue a partir de laligne Z. Pour un probléme de maximisation,

il faut choisir lavaleur la plus négative. Pour notre exemple, c'est -5. Cette valeur correspond au
coefficient de la variable de décision x2 dans la fonction économique.

Lavariable x2 a une contribution marginale au profit supérieure ax1. Ainsi, nous avons identifié
la colonne pivot. Cette colonne nous indique la variable qui devrait rentrer dans la base.
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Maintenant, il faut chercher la variable qui devrait sortir de la base. Cette variable correspond a
laligne pivot. Pour trouver cette ligne, il faut calculer leratio entre le c6té droit du tableau actuel
et

les déments de la ligne pivot. A partir du tableau O de notre exemple, nous aurions les ratios
suivants 4/0, 12/2 et 18/2. Seulement les valeurs strictement supérieures a zéro sont considérées.
Laligne pivot est celle qui correspond au plus petit ratio. Le ratio précise lavaeur de lavariable
qui rentre dans la base en faisant sortir la variable (actuellement dans la base) qui est déterminée
par la ligne ou se trouve le pivot. Voici le tableau ou on enregistre les ratios décrits
précédemment. :

Variables X1 X2 X3 Xq X5 COoté droit Ratio
de base
X3 1 0 1 0 0 4 4/0=co
X4 0 2 0 1 0 12 | 122+
Xg 3 2 0 0 1 18 | 182
y -3 5 0 0 0 0

)

L'éément d'intersection entre la ligne pivot et la colonne pivot représente le pivot. Laligne pivot
nous indique que la variable qui devrait quitter la base est x4. Donc, la variable x2 varentrer ala

place de x4. Maintenant, pour le calcul du tableau 1, il faut diviser, dans un premier temps, la
ligne pivot par la valeur du pivot et ce, comme suit : 0/2, 2/2, 0/2, 1/2, 0/2, et 12/2. Par la suite,
les ééments de la colonne pivot vont étre ramenés a zéro sauf le pivot qui sera égal a 1. Nous
attirons votre attention sur le fait que chaque variable dans la base a un vecteur unitaire. La

valeur 1 est vis-avis la variable de base et les autres éléments de cette colonne sont nuls. Les
éléments de la matrice augmentée (ou du tableau) sont calculés de telle sorte que la variable x2

remplace lavariable x4 dans la base et que les variables x3, X2 et x5 soient dans la base avec des

Vecteurs unitaires.

Alors, nous calculons ensemble les éléments de la troisiéme ligne qui correspond a la variable de
base x5 : il faut gouter ((-2) x (les ééments de ligne pivot modifiée)) aux (€léments de la

troisieme ligne) ou également (ligne 3) —2x(ligne pivot modifiée).
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(3, 2, 0, 0, 1, 18)
2)x (0, 1, 0, 12, 0, 6)
3, 0, 0, 1, 1, 6

Ces valeurs sont les nouveaux ééments de la troisiéme ligne dans le tableau 1. De la méme
maniere, nous calculons les nouvelles valeurs des éléments de Z : il faut additionner (5 x (les
éléments de la ligne pivot modifiée)) aux (éléments de la ligne des profits marginaux Z). Alors,
nous aurions :

(-3, 5, 0, 0, 0, 0)
(+5)x (0, 1, 0, 12, 0, 6)
3, 0, 0, 52, 0, 30

Nous attirons votre attention sur le fait que la premiere ligne demeure inchangée car I'éément de
la colonne pivot pour cette ligne est dganul. Alors, le tableau 1 est comme suit :

Tableau 1:
Variables Xq X X3 X4 X5 Coté droit
de base
X3 1 0 1 0 0 4
X 0 1 0 1/2 0 6
X5 3 0 0 -1 1 6
Z -3 0 0 5/2 0 30

Cette solution permet d'augmenter la fonction économigue de zéro a 30. Ce tableau correspond
au point extréme x1 = 0 et x2 = 6. Ce dernier point est déterminé par rapport au tableau en se

rappelant que la variable x1 est «hors-base» et donc, sa valeur est zéro.

Il faut noter que les opérations de pivotage qui transforment des coefficients dans la colonne
pivot en zéro sont toujours de la forme : (ligne a transformer) + (un facteur numérique)x(ligne
pivot). Le résultat est toujours inscrit a la «ligne a transformer» qui devient ainsi la ligne
transformée avec un zéro dans la colonne pivot.
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Module PL

- lecritéered'arrét :

Pour un probléme de maximisation, il faut arréter une fois que tous les coefficients marginaux
sont positifs, sinon, il faut reprendre I'algorithme en choisissant la colonne pivot et la ligne pivot

de la méme maniére que dans |'étape précédente.

Nous présentons |'ensemble des tableaux a calculer pour I'exemple considéré :

Tableau 0 :
Variables Xq Xo X3 X4 X5 Cotédroit Ratio
de base
X3 1 0 1 0 0 4 4/0=c0
X4 0 2 0 1 0 12 12/2=6
X5 3 2 0 0 1 18 18/2=9
-5
Z -3 ' 0 0 0 0
Tableau 1:
Variables Xq Xo X3 X4 X5 Coté droit Ratio
de base
X3 1 0 1 0 0 4 4
X2 0 1 0 1/2 0 6 6/0= o
X5 3 0 0 -1 1 6 6/3 ~
-3
Z ' 0 0 5/2 0 30
Tableau 2 :
Variables Xq X X3 X4 X5 Coté droit
de base
X3 0 0 1 1/3 -1/3 2
X 0 1 0 1/2 0 6
X1 1 0 0 -1/3 1/3 2
Z 0 0 0 3/2 1 36
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Comme vous pouvez remarquer que tous les coefficients marginaux du tableau 2 sont positifs,
alors nous sommes arrivés a la solution optimale. Cette solution est: X1 =2 et x2=6 avec Z =

36. Si dans le probléme initial, x1 et x2 correspondaient respectivement a la quantité a produire
de deux produits différents, la solution optimale obtenue détermine le programme de production
qui maximise le profit généré par ces deux produits. Ainsi, il faut produire 2 unités de x1 et 6
unités de x2. Ce niveau de production permet a I'entreprise de générer un profit maximum de
['ordre de 36.

Les étapes d'utilisation de la méthode du simplexe vues dans cette section sont relatives a un
probléeme ou la fonction économique est a maximiser. Dans le cas ou cette fonction est a
minimiser, le seul changement dans I'algorithme de résolution est relié au choix de la variable de
décision qui devrait entrer dans la base. Aingi, il faut choisir la variable ayant le coefficient
positif le plus élevé dans la ligne du Z. Donc, cela consiste a choisir la variable de décision qui
permet, potentiellement, une plus grande réduction de lafonction Z.

La méthode du simplexe tel que décrite ci-dessus correspond dans son essentiel a la méthode de
résolution utilisée par des logiciels d’ optmisation des programmes linéaires comme, p.ex.,
LINDO.
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