Alkuosa kurssista MS-C1340
LINEAARIALGEBRAN PERUSTEET

TIMO EIROLA

WY
It 7

q 2
"-’!\((.'l;/;l///,//m/

Aalto Yliopisto, Perustieteiden Korkeakoulu
Matematiikan ja Systeemianalyysin laitos
Syksy 2013



LINEAARIALGEBRAN PERUSTEET

i

Tamé moniste on kirjoitettu uudelleen syksylld 2013. Mukana on jonkin verran Ulla

Miekkalan ja Jukka Tuomelan aiemman monisteen tekstid ja esimerkkeja.

SISALTO

Johdanto, merkint6ja

1.
1.1.
2.
2.1.
2.2.
3.
3.1.
3.2.
3.3.

4.1.
4.2.
4.3.
4.4.
4.5.
4.6.

Vektoriavaruudet

Lineaarinen riippumattomuus, kanta ja dimensio
Lineaarikuvaukset

Lineaarikuvauksen matriisiesitys

Kuva-avaruus ja nolla-avaruus
Normi ja sisdtulo

Ortogonaalisuus

QR-hajotelma, pienimmaéan neliosumman tehtava

Matriisinormi ja hairicalttius
Ominaisarvoteoriaa

Similaarisuus ja diagonalisointi

Schurin hajotelma

Jordanin muoto

Ominaisarvojen ja -vektoreiden numeerinen laskeminen

Positiividefiniitit matriisit

Matriisin sarjat ja eksponenttifunktio

i

12
13
17
21
24
28
34
38
43
44
20
02
o4
28



ii TIMO EIROLA

JOHDANTO, MERKINTOJA

Lineaarialgebra tutkii lineaarisia objekteja: suoria, tasoja, ja néiden yleistyksia: vekto-
riavarvuksia, sekd téllaisten objektien vilisid rakenteen sailyttdvid kuvauksia lineaariku-
vauksia. Erdat kisiteltavat asiat ovat esiintyneet matriisilaskun yhteydessi peruskursseilla
1 ja 2. Talla kurssilla naitad osin tuttuja asioita kasitellidn hieman abstraktimmin, jolloin
huomaamme, ettd samanlaisia rakenteita esiintyy myos tarkasteltaessa vaikkapa poly-
nomeja tai muita funktiojoukkoja. Seuraavassa muutamia esimerkkejé lineaarialgebran
sovelluksista.

e Differentiaali- ja osittaisdifferentiaaliyhtéloiden teoriassa lineaarialgebra on keskeisessé
asemassa. Talloin tyypillisesti tarkastellaan matriisien ominaisarvoja. Naiden yhtaloi-
den numeerisessa ratkaisussa tarvitaan tehokkaita matriisioperaatioiden ja lin-
eaaristen yhtaloryhmien algoritmeja. Naita asioita kisitelladn tdman kurssin lisdk-
si edelleen kurssilla L4.

e Signaalinkésittelyssd monet suodatus- ja kompressointimenetelmét perustuvat tehokkaisi-
in matriisioperaatioihin. Esimerkiksi keskeinen tyckalu — Fourier-muunnos — on
unitaarinen lineaarikuvaus.

e Systeemi- ja sddtoteorian keskeisten tehtivien, kuten stabilointi, optimisaato, esti-
mointi ja mallin reduktio, ratkaisumenetelmat perustuvat lineaarialgebran ja ma-
triisilaskennan algoritmeihin.

e Liahes kaikki suuret laskentatehtavit kiayttavit apuna lineaarialgebran ja numeerisen
matriisilaskennan yha nopeasti kehittyvid véilineita.

e Kvanttimekaniikka muotoillaan tavallisesti lineaarialgebran késitteiden avulla, siel-
& tulevat vastaan itseadjungoidut lineaarikuvaukset, ominaisarvot, ominaisvek-
torit, kommutoivat operaattorit (ddretondimensioisessa avaruudessa).

Talla kurssilla lineaarialgebran numeerisia menetelmia késitelladn varsin lyhyesti. Jatkokurssi-
na suositellaan: Mat-1.175 Numeerinen matriisilaskenta.
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Tahén on kerdtty erditd matriisioperaatioiden ominaisuuksia peruskursseilta 1 ja 2. Su-
urimmassa osassa eteemme tulevista tilanteista ei ole mitaan eroa, onko kiytettava skalaarikun-
ta reaaliluvut R vai kompleksiluvut C. Talloin kiytetddn merkintdd K, jonka tilalle voi
sijoittaa kumman tahansa!, kunhan timéi sijoitus on koko asiayhteyden ajan kiinnitet-

ty samaksi. Merkinndlla a € K, tarkoitetaan siis “a on skalaari”. Vastaavasti @ € K"
tarkoittaa, ettd x € R" tai & € C".

Vektoreille ja matriiseille kilytamme tadssd monisteessa lihavoituja kirjaimia. Matriisin
A € K™ alkioita merkitsemme joko (A);; tai vastaavalla pienelld kirjaimella a;; .

1. Matriisi A € K™ " on neliématriisi, jos m =n.
2. Neliomatriisi A on yld(ala)kolmiomatriisi, jos a;; =0 kun ¢ > j (i < j).

3. Neliomatriisi A on ldvistdjamatriisi (tai diagonaalimatriisi), jos se on sekd yla-
ettd alakolmiomatriisi eli jos a;; = 0, kun 4 # j. Merkinnalla diag(dy,...,d,)
tarkoitetaan diagonaalimatriisia, jonka diagonaalialkiot ovat di,...,d, .

4. Nollamatrizsia merkitdan yksinkertaisesti nollalla.

5. Matriisien A € K"™*P ja B € KP*" tulo AB € K™*" maéaritelliin

(AB)ij = > - ik b -
Matriisitulo on liitdnnéinen: A(BC) = (AB)C', mutta ei vaihdannainen: yleensi
AB #+ BA.

6. Neliomatriisin determinanttia merkitdin det(A). Sen méadritelméhén oli aika han-
kala, mutta aina muistetaan, ettd kolmiomatriisin determinantti on sen lavistajialkioiden
tulo ja ettd péatee:
det(AB) = det(A)det(B) .
Determinantin laskeminen suoritetaan tavallisimmin saattamalla matriisi Gaussin
eliminointiaskelin (jotka eiviit muuta determinanttia) yldkolmiomuotoon.

7. Yksikkématriisi I = diag(1,1,...,1) on diagonaalimatriisi, jonka diagonaalialkiot
ovat kaikki ykkosid eli (I);; = d;; . Sille patee AI = I A = A kaikilla matriiseilla
A.

8. Jos det(A) # 0, niin A :lla on olemassa kidnteismatriisi A", jolle pétee
AA ' =ATA=T.

9. Matriisin A € K™ " transpoosia merkitiin AT € K™ jolloin siis (A”);; =

(A);i . Operaatio A" = AT on A :n hermitointi. Matriisia A* (reaalisessa tapauk-
sessa AT) kutsutaan A m liittomatriisiksi.

10. A € R™™ on symmetrinen, jos AT = A.

11. A € R™" on vinosymmetrinen, jos AT = —A.

LJoissakin tilanteissa myds rationaalilukujen joukko Q voi olla kiitevi.
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A € C™™ on hermiittinen, jos A* = A.
A € R™" on ortogonaalinen, jos AT = A™' eli ATA=T.
A € C™" on unitaarinen, jos A* = A" eli A*YA=1.

Matriisitulolle pitee (AB)T = BT A ja invertoituville matriiseille

(AB)"'=B'A"'.

Olkoon A € K™*" . A nolla-avaruus (eli ydin) on
N(A)={x € K"| Az =0},

ja A m kuva-avaruus on

R(A)={Az ¢ K" |z ¢ K"} .

Reaalisille vektoreille z, y € R™ miéritellidn sisitulo®: (x,y) =’y =>"  z;vyi.

Kompleksisille vektoreille @, y € C" se miéritellién: (z,y) =’y =>" ;7.
Molemmissa tapauksissa méaéritelliin normi: ||x| = \/(x,x). Tarkemmin: tiata
normia merkitaéan || - |2, silla jatkossa ndemme muitakin normeja.

Kun £ € C", y € C" ja A € C™*" | niin

(Az,y) = (z, A"y) .
Reaalisessa tapauksessa: (Ax,y) = <:c, ATy> )

Seuraavaan lauseeseen on koottu sédénnoéllisid (eli invertoituvia) matriiseja koskevat térkeim-
mat ominaisuudet:

Lause 0.1. Olkoon A € K™*". Seuraavat vdiitteet ovat yhtdpitdvid:

1.

2 Téassi vektori @ € K™ ajatellaan n x 1-matriisiksi, jolloin @

N R

A~' on olemassa.

det(A) #0.

Systeemilld Ax = b on yksikdsitteinen ratkaisu kaikilla b .
A :n sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomat.

A :n rivit ovat lineaarisesti riippumattomat.

N(A) ={0}.

R(A) =K".

T on 1 x n-matriisi
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1. VEKTORIAVARUUDET

Kaikkien tason (avaruuden) vektorit muodostavat joukon, jonka alkioita voidaan laskea
yhteen ja kertoa skalaarilla. Ndmé& laskutoimitukset toteuttavat joukon laskusdéntoja
kuten vaihdannaisuus, liitdnnéisyys ja osittelulait, jolloin joukkoa kutsutaan vektoriavaru-
udeksi. Tamé yleistyy heti n —pituisille vektoreille, jotka muodostavat vektoriavaruuden
R™. Samoin kompleksisista vektoreista voidaan muodostaa vektoriavaruus C™. Vektori-
avaruus (eli lineaariavaruus) on kuitenkin vield yleisempi kisite:

Maaritelma 1.1. Joukkoa V' sanotaan vektoriavaruudeksi, jos V :n alkioille on méaritel-
ty yhteenlasku + : V x V — V ja skalaarilla kertominen - : K x V — V siten, ettd?
(1) (u4+v)+w=u+(v+w) Vuv,welV (litintilaki)

(2)  On olemassa alkio 0 € V, (nolla-alkio)
sev+0=v VoveV
(3)  jokaisella v € V on olemassa —v € V s.e. (vasta-alkio)
v+ (—v)=0

ut+tv=v+u VuveV
aut+v)=aut+av VYVaeK, uveV

(4) vaihdantalaki)
(5)

6) (a+p)v=av+pPv VafeK,veV

(7)

(8)

osittelulaki)
osittelulaki)
liitdntélaki)

~
~~ N N/

a(fv)=(af)v Vao,feK, veV
lv=v VovelV.

Jos K =R, niin sanotaan, ettd V' on reaalikertoiminen vektoriavaruus. Kun K = C, se
on kompleksikertoiminen. Vektoriavaruuden alkioita kutsutaan vektoreiksi?.

Esimerkki 1.1. R? varustettuna tutuilla yhteenlasku-ja kertomissainnoilld
(ug,ug) + (v1,v2) = (ug + v1,us + v9) a(vy,ve) = (awq, avg)
on vektoriavaruus, kuten on helposti tarkistettavissa. Samoin R™ on vektoriavaruus.

Jos R?:ssa midriteltiisiin yhteenlasku siannolld
(uy,u2) 4+ (v1,v2) = (ug + vo,us + v1)
huomataan, ettd vaihdantalaki ei olisi voimassa:
u+v = (1 +v,ur+01) # (V1 F U, 2 +w) =v+u.

Siten R? varustettuna télld yhteenlaskulla (ja kertosddnnolld a(vy,v2) = (v, avs) ) ei
ole vektoriavaruus.

Esimerkki 1.2. V = {v € R? | v, = mw;}, jossa m on annettu kiinted reaaliluku.
Kyseessa on siis tason vektorit, joiden kirki on origon kautta kulkevalla suoralla y = mx .
Nama muodostavat vektoriavaruuden, kun laskutoimitukset ovat tavalliset tason vektorien

3Huomaa, ettd kertolaskun piste jitetdin tavallisesti kirjoittamatta.
4yaikka ne monissa tilanteissa todellisuudessa ovat matriiseja, funktioita, operaattoreita tms.
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yhteenlasku ja reaaliluvulla kertominen:
a) u, vEV = u+tv=(u +v,uy+vy) =
(uy + vy, muy +muoy) = (ug + vy, m(ug +v1)) €V
b) veVaeR = av=a(v,v) = (v, avy) =
(avy, a(mvy)) = (v, m(avy)) € V

V' siséltdd nollavektorin 0 = (0,0) € V ja kunkin V:n vektorin v vastavektori on
—v € V. Muutkin aksioomat toteutuvat, koska ne pitevit R?:ssa.

Esimerkki 1.3. V = {v € R? | v, = mwv; — 1}, eli ne tason vektorit, jotka muodostavat
suoran y = mx — 1. Koska 0 &€ V', V ei voi olla vektoriavaruus.

Pienin mahdollinen vektoriavaruus on nk. triviaaliavaruus V = {0} .

Esimerkki 1.4. Kaikkien reaalisten m xn-matriisien muodostama joukko R™*" on vek-
toriavaruus, kun yhteenlasku ja reaaliluvulla kertominen on mééaritelty alkioittain kuten
matriiseille on tapana. Nolla-alkio on talléin m X n-nollamatriisi ja méaaritelman ehdot
on helppo tarkistaa. Samoin kompleksisten m x n-matriisien joukko C™*™ on komplek-
sikertoiminen vektoriavaruus.

Esimerkki 1.5. Olkoon /., kaikkien rajoitettujen reaalilukujonojen joukko:
loo = {52 (51,52,...>‘ supj\§j| < OO} .
Tamé& on R -kertoiminen vektoriavaruus, kun méaritellaan:
(61,82, )+, mas - ) = (St Sty ) ja a(8,62,...) = (a&, aby, ... ).
Vastaavasti rajoitettujen kompleksilukujonojen joukko on C-kertoiminen vektoriavaruus.
Esimerkki 1.6. Korkeintaan toista astetta olevien x:n polynomien joukko
Py = {p | p(z) = ap + a1x + ax2?, ag, a1, ay € C}

on vektoriavaruus, kun polynomien yhteenlasku ja skalaarilla kertominen méaritellain
normaaliin tapaan. Samoin korkeintaan astetta n olevien polynomien joukko P, on vek-
toriavaruus. Edelleen kaikkien polynomien joukko P., on myos vektoriavaruus.

Edelld olevan esimerkin vektoriavaruuksien alkiot ovat funktioita, joten niitd kutsutaan
funktioavaruuksiksi. Laskusdannot funktioille méaaritelladan luonnollisesti

(f+9)(x) = flx) +g(x) Ja  (af)(x)=a(f(z)).

Toinen tarked esimerkki funktioavaruuksista on seuraava.

Esimerkki 1.7. Vililld [a,b] jatkuvien reaaliarvoisten funktioiden joukko Cfa,b] on
vektoriavaruus, silld kahden jatkuvan funktion summa on jatkuva ja skalaarilla kertominen
kuvaa jatkuvat funktiot jatkuville. Vektoriavaruuden aksioomat on helppo tarkistaa.

Madritelma 1.2. K-kertoimisen vektoriavaruuden V' ei-tyhja osajoukko S C V' on
V' n aliavaruus, jos pitee

a) u,veES = u+veSs,
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b) veS, aeK = aves,

kun kdytetddn V :ssd médriteltyjd laskutoimituksia. Ehdot a) ja b) voidaan kirjoittaa
yhteen ekvivalentiksi ehdoksi:

u,veS, a,feK = aut+pfveSs.

Aliavaruus on myos vektoriavaruus. Vektoriavaruuden mééritelméssa vaadittavat aksioomat
pitevit aliavaruuden S alkioille, silla ne ovat myos V :n alkioita. S sisédltdé nolla-alkion
ja vasta-alkiot. TAmé& néhd&én, kun valitaan o =0 ja « = —1 ehdossa b).

Esimerkin 1.2 vektoriavaruutta V = {v € R? | v, = muv;} voidaan tarkastella myos tason
R? aliavaruutena. Samoin avaruus Py voidaan tulkita avaruuksien P,, P, tai C[0,1]
aliavaruudeksi.

Esimerkki 1.8. Avaruuden R? kaikki aliavaruudet ovat

i) Triviaaliavaruus {(0,0,0)}.
ii) Kaikki muotoa {aw | a € R} olevat joukot, missid w on kiinted, eli origon kautta
kulkevat suorat.
iii) Kaikki muotoa {aw' + bw? | a,b € R} olevat joukot, missi w' ja w? € R? ovat
kiinteita, eli origon kautta kulkevat tasot.
iv) Avaruus R? itse.

Kaikki vektoriavaruudet sisdltdvit ainakin kaksi aliavaruutta: avaruuden itsensé ja trivi-
aaliavaruuden.

Esimerkki 1.9. Onko R?:n osajoukko S = {v € R? | v; > 0} aliavaruus? Selviisti
médritelmén ehto a) on voimassa. Jos ehdossa b) valitaan negatiivinen skalaarikerroin,
huomataan, ettei ehto toteudu, joten S ei ole aliavaruus.

Esimerkki 1.10. Kaikkien symmetristen 3 x 3-matriisien joukko on vektoriavaruuden
R3%3 (kaikki 3 x 3- matriisit) aliavaruus, silli matriisien yhteenlasku ja skalaarilla ker-
tominen siilyttaviat symmetrian.

1.1. Lineaarinen riippumattomuus, kanta ja dimensio. Olkoot v', v?,...,v" K-
kertoimisen vektoriavaruuden V alkioita ja cq,...,c, € K. Muotoa

LV +CUy+ -+, U,

1

olevaa lauseketta kutsutaan vektoreiden v",...,v" lineaarikombinaatioksi.

Esimerkki 1.11. Onko ¢(z) = 2* + = + 2 polynomien p;(z) = z° +5 ja po(z) =
2% + 22 — 1 lineaarikombinaatio? Toisin sanoen: onko olemassa c¢;, ¢, € R siten, etti
q(z) = c1p1(x) + capa(z) 7 Saadaan yhtélot
P?+r+2 = (2 +5)+coa® + 2 — 1)
e 2P +r+2 = (o +c)r’ + 201 +5¢ — e,
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joten paddytdan lineaarisen yhtaloryhméan

cT + ¢ = 1
202 =1
501 — C2 = 2

Koska téalla yhtaloryhmélld on ratkaisu: ¢; = co = 1/2, polynomi ¢ voidaan esittdd p; :n
ja po:n lineaarikombinaationa.

Maiéritelmi 1.3. Ei-tyhjin joukon S C V' wiritelmd (engl. span) sp(S) on kaikkien S:n
alkioista muodostettujen lineaarikombinaatioiden joukko eli

sp(9)={uecV]u=3" a5, €K, €S, 1<n<oo}.

Viritelmésta kiaytetddn myos nimitystd joukon S wvirittdmd aliavaruus, silld se on aina
aliavaruus:

Tod. Olkoot u, v € sp(S) ja a, B € K. T&lloin on olemassa ay,...,a, € K ja s1,...,8, €
S siten, ettd u = a1 81+ -+ a, S, sekd by,..., b, € K ja t1,...,t,, € S siten, ettd
v=bti+- -+ by,t, . Saadaan

au+ fv=aa 81+ - +aa,S,+pPbrti +---+ Bb, t,, .

Taméhan on S:n  vektoreiden sy,...,8,,t1,...,t, lineaarikombinaatio, joten
au+ fvesp(S). O
Jos S sisiltdd vain dérellisen miirin vektoreita on tapana kirjoittaa sp(v!, ..., v*). Jos
U =sp(v?,...,v"), sanotaan myds, ettii vektorijoukko {v',...,v*} wvirittii U m.

Esimerkki 1.12. Olkoot v' = (1,1,1) ja v* = (—2,0,1). Néiden viritelm#
sp(v',v?) ={w e R’ | w = v’ + &v°, ¢1,¢0 € R}
:{(Cl - 2027 c1, €1+ 62) | C1, C2 € R}

sisiltéd kaikki avaruuden vektorit, joiden péitepiste sijaitsee vektoreiden v! ja v? midriimal-
14, origon kautta kulkevalla tasolla.

Esimerkki 1.13. sp(1,z,2%) = Py, silld jokainen toisen asteen polynomi voidaan kirjoit-
taa muodossa cg + ¢ & + ¢y x? . Toisaalta sp(1,2?) on niiden toisen asteen polynomien
joukko (ja Po:n aliavaruus), jotka eivit sisilld ensimmaéisen asteen termié.

Miéritelmi 1.4. Vektoriavaruuden osajoukko {v',v? ... v"} on lineaarisesti riip-
pumaton, jos nollavektori voidaan esittdd néiden lineaarikombinaationa vain siten, ettd
kaikki kertoimet ovat nollia, eli kun ¢; =cy =--- = ¢, =0 on yhtilon

(1.1) avl+evi+. e, v"=0

ainoa ratkaisu. Jos muitakin ratkaisuja on, niin joukkoa {v!,v? ... 0"} sanotaan

lineaarisesti risppuvaksi



LINEAARIALGEBRAN PERUSTEET 5

Lineaarisen riippumattomuuden tutkiminen vektoriavaruuksissa, jotka voidaan samais-
taa R™:n tai jonkin sen aliavaruuden kanssa on samankaltaista kuin R™:n vektoreille.
Madritelméssé esiintyva yhtdlo (1.1), jossa kertoimet ¢, ovat tuntemattomia ja vektorit

v* annettuja, voidaan kirjoittaa matriisimuotoon
(1.2) Ac=0,
missi A = [v; vy ... v,] eli vektorit v* muodostavat kerroinmatriisin A sarakkeet

ja ¢ = (c1,...,¢,). Syntyneestd homogeenisesta lineaarisesta yhtaloryhmésta voidaan
ratkaista Gaussin eliminaatiolla kertoimet c; . (Itse asiassa riittdd vain selvittdd, onko
yhtéloryhmalla ei-triviaali ratkaisu.)

Esimerkki 1.14. Ovatko vektoriavaruuden R?*? alkiot [19], [§2], [3 o'] ja [ &3]
lineaarisesti riippumattomia? Saamme yhtalon
a i8] +e (68l +e (35 +a [F7]=0

eli
c1+Co + 403 — 204 202 —C3+ 5C4 o 00
c + 303 + 6C4 Cy - 0 0

Matriisimuodossa tamé on

11 4 -2] [a 0
02 -1 5| [ |0
10 3 6] |es| ™ |0

00 0 1 4 0

Tamén kerroinmatriisi on sddnnollinen: sen determinantti on —3. Siten homogeenisella
yhtéloryhmalld (1.2) on vain nollaratkaisu, ja matriisijoukko on lineaarisesti riippumaton.

Funktioavaruuksien kohdalla tarkastelu voi olla hankalampaa. Korkeintaan astetta n ole-
vat polynomit voidaan samaistaa K"*!:n vektoreihin, mutta yleisemmin tarvitaan muita
keinoja.

Esimerkki 1.15. Ovatko funktiot sin?z, cos2z ja 1 lineaarisesti riippumattomia?
Yhtélo (1.1) saa nyt muodon

(1.3) c18in®x + ¢y cos 27 4¢3 = 0

2

Sijoittamalla tihin cos 2z = cos?z — sinz = 1 — 2sin?z saadaan

(c1 — 2¢9)sin®x + ¢y +¢3 = 0,

josta ratkaistaan c3 = —co ja ¢y = 2¢o. Koska ¢y voidaan valita vapaasti, muodostavat
funktiot lineaarisesti riippuvan joukon.

Esimerkki 1.16. Jos funktiojoukko on lineaarisesti riippumaton, sen voi usein nayttaa
tarkastelemalla nditd funktioita riittdvin monessa pisteessa.

Esimerkiksi C[—1, 1] :n funktiot 1, e*, e™* ovat lineaarisesti riippumattomat, silld kirjoit-
tamalla yhtalo ¢ + coe® +c3e™ =0 pisteissd x € {—1,0, 1} saadaan yhtaloryhméa

/e e ¢
1 1 Co :O,
e

1
1
1 1/e| |ec3



6 TIMO EIROLA

jonka kerroinmatriisin determinantti on —(1 +€)(1 — €)3/e?. Tami ei ole nolla, joten jo
tdman kolmessa pisteessd kirjoitetun yhtdlon ainoa ratkaisu on c¢; = ¢y = ¢3 = 0. Siispé
funktiot ovat lineaarisesti riippumattomat.

Lause 1.1. Vektorijoukko {v',v? ... v"} on lineaarisesti risppuva jos ja vain jos jokin
vektoreista voidaan esittad muiden vektoreiden lineaarikombinaationa.

Tod. “=" Jos vektorijoukko on lineaarisesti riippuva, niin yhtélolle (1.1) I6ytyy ratkaisu,
jossa ainakin yksi kerroin ¢; # 0. Jakamalla yhtalo ¢; :114, saadaan

’l)l:—c—l’l)l—---—CFl ,Ul—l_Cl+1 ’l)l+1— Cn gy

c ] c ) ’

I on muiden vektoreiden lineaarikombinaatio.

mistd nahdaan, ettd v
“<” Oletetaan, etti v"* voidaan lausua muiden vektoreiden lineaarikombinaationa
vP=divt 4 d T dp T+ d
Siirretiin v* tissi yhtilossi toiselle puolelle, jolloin saadaan
divt 4+ dp v v d T " =0

Téamé on sama kuin yhtélo (1.1) méadritelméssé, ja ainakin yksi sen kerroin on # 0. Siten
vektorit ovat lineaarisesti riippuvia. O

Vektoriavaruuden V #irellisti osajoukkoa B = {b',b* ..., b"} sanotaan V :n kannaksi,
jos se on lineaarisesti riippumaton ja virittda V :n (eli sp(B) =V).

R™:n luonnolliseksi kannaksi kutsutaan vektorijoukkoa {e!,e? ... e"}, jossa e’ € R"
sisaltdd muuten nollia paitsi sen 7:s komponentti on 1. Siten vektorianalyysistd tuttuja
kantavektoreita {¢,j,k} merkitiin {e', e* e} .

Esimerkki 1.17. P, :ssa "luonnolliseksi kannaksi" voisi kutsua joukkoa {1,z, 2%} . Toinen

kanta Py :lle on esim. Q = {z?+1,22*+x—1,2?—x} . Joukko on lineaarisesti riippumaton,
silla

@+ 1)+ +z—1)+c(@®—z) = 0
S (e +2c+c)r?+(cg—c3)x+ci—cy = 0,

ja asettamalla yhtilon kertoimet nolliksi saadaan ainoaksi ratkaisuksi ¢; = c; = c3 = 0.
Ja jokainen toisen asteen polynomi voidaan lausua naiden avulla, silld

atbrtca® =1Ba+b+c)(®+1)+ 1 (—a+b+c) (20 +z—1)+1(—a—3b+c) (2 —2) .

Kertoimet on ratkaistu lineaarisesta yhtaloryhmasta.

Vektoriavaruuden kanta voidaan valita monella tavalla, mutta jokainen kanta sisdltda yhta
monta vektoria. Tamé saadaan seuraavasta lauseesta.

Lause 1.2. Olkoon V wvektoriavaruus. Jos joukko {w' w? ... w"} wirittii V :n ja
{v' v? ... ,v*Y C V' on lineaarisesti riippumaton, niin pitee n > k.
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Tod. Kiytetidn epiisuoraa todistusta, eli oletetaan etti n < k. Koska {w! w?, ... w"}
virittdda V :n, niin vektorit v* voidaan kirjoittaa niiden lineaarikombinaationa:

1 1 2
= anw +apw +---+a,w",

2 1 2
v = AW —+ G W +-~-—|—a2n'w”,
k 1 2
VY = apw + apw” + -+ ag, w"
Olkoon
a1 a2 ... Qip
ao21 QA92 ... Qop
A= | .
Q1 Ao ... Qgp

ja ¢ € K*. Lineaaristen yhtéléryhmien teoriasta tiedetiifin, ettd homogeenisella systeemil-
15 ATc = 0 on ei-triviaali ratkaisu, kun yhtélitd on vihemmsn kuin tuntemattomia
(n < k). Olkoon ¢ = (c1,ca,...,c;) # 0 eriis ratkaisu. Lausumalla vektorit v® vektorei-
den w' avulla ja kerddmailld w’-vektorien kertoimet yhteen saadaan

611)1—1—621)2—|-"'—|—Ck’vk

=c(anw' +- Famw”) + o (agw' + - 4 agaw") -+ (A w + -+ agy w")
= (clall+02a21+"'+ckak1)w1+"'+(cla1n+02a2n+---—i—ckakn)w"
=0 w4 - +0w"=0.

Siis vektoreiden v’ lineaarikombinaatio, jossa ainakin jokin kerroin # 0 tuottaa nollavek-
torin. Tamihin on ristiriidassa sen oletuksen kanssa, ettii {v!, v2,..., v*} on lineaarisesti
riippumaton. Siis on oltava n > k. 0

Tarkastellaan V :n kahta kantaa {b',b% ...,b"} ja {b!, b2 ...,b"}, jotka siis molem-
mat virittdvat V :n ja ovat lineaarisesti riippumattomia. Soveltamalla edellistd lausetta
kahteen kertaan saadaan n <7 ja n < n. Siispd niissd on yhtd monta vektoria.

Vektoriavaruuden V' dimensio, dim(V), on V :n kantavektoreiden lukumééra.

Esimerkki 1.18. Joukko {1,z,z? ...,2"} on polynomiavaruuden P, kanta, joten
dim(P,) = n+1. Vastaavasti m x n-matriisien muodostaman vektoriavaruuden dimensio
(harjoitustehtdavad) on dim(R™ ") = mn. Miké olisi tdmén matriisien avaruuden “luon-
nollinen kanta”?

Esimerkki 1.19. Avaruuden C™ dimensio riippuu siitd, tarkastellaanko sitd reaali- vai
kompleksikertoimisena avaruutena. Jos K = C, niin dim(C") = n. Jos K = R, niin
dim(C™) = 2n . Miké olisi jalkimmaéisessa tapauksessa “luonnollinen kanta” ? Ellei erikseen
muuta mainita, niin C" ja C™*™ tulkitaan aina kompleksikertoimisiksi avaruuksiksi.

Naissd esimerkeissd avaruuden dimensio on dérellinen luku; ne ovat aarellisulotteisia.
Tyypillisesti monet funktioavaruudet eivit ole adérellisulotteisia. Naista 10ytyy mielival-
taisen monta lineaarisesti riippumatonta alkiota.
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Sanotaan, ettd vektoriavaruus V' on ddretonulotteinen, dim(V) = oo, jos on olemassa
vektorijono {v!,v% ...} C V siten, etté joukko {v',... v"} on lineaarisesti riippumaton
kaikilla n € N.

Esimerkki 1.20. Esimerkin 1.5 vektoriavaruus eli kaikkien rajoitettujen lukujonojen
joukko /., on #dretonulotteinen: vektorijono {v',v?, ...}, jossa v/ = (8;1,0;2,...), to-
teuttaa selviisti ehdon: {v!,... v"} on lineaarisesti riippumaton kaikilla n € N.

Kaikkien polynomien muodostama avaruus P, ja kaikkien vélilla [a,b] jatkuvien funk-
tioiden vektoriavaruus Cfa,b] ovat myds dédretonulotteisia.

Lemma 1.3. Olkoon {v',v? ... v*} vektoriavaruuden V lineaarisesti riippumaton osa-
joukko. Jos V :n vektori v*t1 & sp(vl, v?, ..., v*), niin joukko {v',v?, ... v* ¥} on
lineaarisesti risppumaton.
Tod. Osoitetaan, ettd yhtalolla

avt+ v+ 4 ogvf+en 0" =0

on vain triviaaliratkaisu. Koska v**! ¢ sp(v!,v?,...,v"*), niin on oltava ¢, = 0, silli
muuten v**! voitaisiin lausua muiden vektorien lineaarikombinaationa. Jéljelle ji

avt+evi++agvh=0.

Koska {v!,...,v"*} on lineaarisesti riippumaton, saadaan myés ¢; = ---=¢, =0. [0
Lause 1.4. Olkoon {’vl,v2,...,’vk} adarellisulotteisen vektoriavaruuden V'  lineaarisests
riippumaton osajoukko. Tdlloin on olemassa vektorit v+l ... v**™ € V siten, ettd
{vtv? ... oF oF oMY on Vo kanta.

Todistus. Jos {v',v? ..., v*} virittdd V :n, niin se on kanta ja lisivektoreita ei tarvi-
ta. Muuten 16ytyy v**' € V siten, ettd sitd ei voi lausua vektoreiden o', v?, ..., v"
lineaarikombinaationa. Edellisen lemman mukaan {v' v? ..., v*, 'vk“} on lineaarisesti

riippumaton. Jos tdmé joukko virittdd koko V :n, niin on saatu kanta. Jos ei, jatketaan
lisidmélla vektoreita samaan tapaan yksi kerrallaan, kunnes niitd on dim(V'):n verran.
Talloin V :lle on saatu kanta. U

Seuraus 1.5. Jos dim(V) =n ja {v',...,v"} CV on lineaarisesti riippumaton, niin
se on V :n kanta.

Tod. Jos se ei olisi kanta, niin lauseen 1.4 se voitaisiin tdydentdd kannaksi, jolloin V' :hen
saataisiin yli n kpl lineaarisesti riippumattomia vektoreita. Tama olisi ristiriidassa lauseen
1.2 kanssa. U

Edellisen lauseen todistus tarjoaa menetelmén, jolla lineaarisesti riippumaton joukko
voidaan tdydentdd kannaksi. Kddnteinen tilanne on, jos tunnetaan V :n virittdva vek-
torijoukko, joka voi olla lineaarisesti riippuva.

Lause 1.6. Olkoon V = sp(v',v? ... ,v"). Tilldin jokin joukon {v',v% ... v"} osa-
joukko on V :n kanta.
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Tod. Jos {v',v% ... v"} on lineaarisesti riippuva, niin lauseen 1.1 perusteella jokin vek-
tori v* voidaan lausua muiden lineaarikombinaationa. T#ll6in (niyt#)
1 k=1 , k+1 ny _ 1,2 n
sp(v, ..., 0" o L o) =sp(v, v, . 0")

Siis v* voidaan pudottaa pois joukosta, ja jéljelle jiivi vektorijoukko virittii edelleen
V :n. Néin jatketaan, kunnes jiljelld on lineaarisesti riippumaton joukko. Tami on V :n
kanta. U

Kannan téarkein merkitys on seuraava.

Lause 1.7. Jos B = {bl, b, ..., b"} on vektoriavaruuden V' kanta, niin jokainen vektori
v €V woidaan esittii muodossa v = c1 b +ca b+ -+ -+, b tismilleen yhdelld tavalla.

Tod. Koska kanta virittdd V1 :n, jokainen v € V voidaan esittdd kantavektorien lin-
eaarikombinaationa. Tarvitsee siis vain todistaa, ettd tdmé esitys on yksikasitteinen.
Oletetaan, ettd v :lle on esitykset:

v = b +ebi+ -+, b ja
v = d1b1+d2b2—|——|—dnbn

Vahentamalld ndma yhtéalot puolittain saadaan
(1 —d) b +(cg—do) >+ + (¢, —d,)b" =0 .
Koska b’:t ovat lineaarisesti riippumattomat, on oltava
c1=dy, co=do,...,c, =d,,

eli esitykset ovat samat. U

Kun vektoriavaruuteen on valittu jokin kanta, niin lauseen mukaan jokaisen vektorin es-
itys kantavektoreiden lineaarikombinaationa on yksikésitteinen. Siten vektoriin voidaan
yksikasitteisella tavalla viitata kidyttdmalla sen esittdmiseen vain lineaarikombinaation
¢; -kertoimia. Naita kutsutaan sen koordinaatetkst ko. kannan suhteen.

Olkoon B = {b',b% ...,b"} vektoriavaruuden V (jirjestetty) kanta. Jos vektorin v € V
esitys kannassa B on v = ¢; b' + o b? + -+ - 4 ¢, b", niin [v|g = (c1,¢9,...,¢,) ON VM
koordinaattivektor: kannan B suhteen.

Esimerkki 1.21. Olkoon vektorin v € R? koordinaatit luonnollisessa kannassa (5, —1,9).
Vektorit b' = (1,2,1), b* = (2,9,0) ja b*> = (3,3,4) muodostavat myds R*:n kannan.
Ne ovat lineaarisesti riippumattomia, silld yht&lossd (1.2) esiintyvd kerroinmatriisi saa
muodon

1 2 3

29 3

1 0 4

Téamén determinantti on —1, joten yhtdlolld (1.2) on vain triviaaliratkaisu. Vektori-
joukko myds virittidd koko R?:n, silli dim(R?) = 3. Haluttaisiin laskea v :n koordinaatit
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(c1,¢2,c3) kannassa B = {b' b* b’} . Saadaan yhtilo

5 1 2 3
1| =c1 |2] +¢c2 |9 + C3 3 ,
9 1 0 4
matriisimuodossa
1 2 3| |¢g 5
2 9 3| || = |—-1
1 0 4 C3 9

Téamén ratkaisusta saadaan koordinaatit [v|p = (1,—1,2).

Esimerkki 1.22. Polynomijoukko Q = {#?+1,222+x—1,2%—x} osoitettiin esimerkissi
1.17 Py :n kannaksi. Polynomin p(z) = a+bx+cz? koordinaatit téissi kannassa tuli myds

ratkaistua: [p]g = (3a+4b+c’ —a-};lb+c’ —a—fb-‘rc) '

Polynomiavaruudet ovat tarkeitd funktioiden approksimoinnissa ja numeerisessa analyy-
sissda. Luonnollinen kanta ei valttamatta sovelluksen kannalta ole hyva, vaan tehtédvé kan-
nattaa usein formuloida jossain muussa polynomikannassa laskennan yksinkertaistamisek-
si.

Kannanvaihto. Tarkastellaan tilannetta, jossa tunnetaan vektorin esitys kannassa B =
{b',b% ...,b"} ja halutaan vaihtaa toiseen kantaan U = {u',u?,...,u"}. Lasketaan,
miten uudet koordinaatit saadaan lausuttua vanhojen avulla.

Merkitadn vektorin v koordinaatteja néissd kannoissa

['U]B = (ﬁlv---aﬁn) ja ['U]U = (7717 . --,ﬁn) .

Oletetaan, ettd vanhat kantavektorit b on lausuttu uusien kantavektoreiden wu’ avulla

(1.4) b => syu,  j=1..,n.
i=1
Talloin saadaan
v=Dmu =D b =300 D u =30 (L) u
i=1 j=1 j=1 =1 i=1 = j=1
Koska vektorin koordinaatit (kannassa U ) ovat yksikésitteiset, on oltava
(15) T]Z:ZSUBJ, z:l,,n
j=1
S11 ... Sin
Merkitddn S = | : | . Talloin koordinaattien véilinen yhtalo (1.5) voidaan
Spl -+ Snn
kirjoittaa

(1.6) wly = S[v]s .
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Siis: uudet koordinaatit saadaan matriisilla S kertomalla vanhoista, kun S :n sarakkeina
on vanhojen kantavektoreiden koordinaattivektorit uudessa kannassa.

Matriisia S kutsutaan kannanvaihtomatriisiksija se siis vilittdd yhtalon (1.6) mukaisesti
koordinaattimuunnoksen. Kannanvaihtomatriisi on aina invertoituva (harjoitustehtévi)
ja vanhat koordinaatit saadaan uusista kaavalla

[v]g =S [v]y .

Esimerkki 1.23. Esimerkissa 1.21 ...

Harjoitustehtivii
1. Osoita, ettd dim(R**") = kn.
2. Néyté, ettd dime(C") = n ja dimg(C") = 2n.
3. Osoita, ettd Cla, b] on diretonulotteinen.

4. Mika kannanvaihtomatriisi on esimerkissa 1.17 siirryttdessd luonnollisesta kannas-
ta kantaan Q)7
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2. LINEAARIKUVAUKSET

Monet térkedt operaatiot, kuten derivointi, integrointi, Fourier-muunnos, avaruuden kier-
to ja peilaus, ovat kuvauksia, jotka sailyttavit vektoriavaruuden struktuurin. Téssa luvus-
sa alamme tarkastella ndiden nk. lineaarikuvausten ominaisuuksia. Myo6s koko monisteen
loppuosa painottuu melkoisesti ndiden tarkastelemiseen.

Olkoot U ja V K-kertoimisia vektoriavaruuksia. Kuvaus 7' : U +— V on lineaarikuvaus,
jos kaikilla x,y € U ja «, € K pitee

(2.1) Tlax+ py)=aT(x)+LT(y) .

Tilloin kiytetddn myos merkintdda Tax = T'(x) eli sulut jatetddn pois, mikili ei ole
sekaannuksen vaaraa.
T x
Esimerkki 2.1. Olkoon T : R3 — R? médritelty kaavalla T |25 | = Lvl} eli T projisoi
2
T3
avaruuden vektorin xq,zs -tasoon. T' on lineaarikuvaus, silla:

ozcc1+5y1] =a [ij + B;] =aTz+ 3Ty .

Tlax+py)=T |azs+ Bys a1y + By

ar;+ By {
azxs+ Bys

Kuvaus S : Cla,b] — R, S(f) = f; f(x)dx eli funktion integrointi on myo6s lineaariku-
vaus, silla

S(af+ﬁg)=/ <af<x>+ﬁg<x>>dx=a/ f(x)dx+ﬁ/ g(x)dr = 0 S(f) +55(g)

Derivointi D(f) = f’ on lineaarikuvaus C'[a,b] — C|[a,b] , missi C'[a, b] :114 tarkoitetaan
valilld [a,b] jatkuvasti derivoituvien funktioiden vektoriavaruutta.
Samoin D méarittelee lineaarikuvauksen P, — Py ja P, — P, ;.

Matriisille A € R™*" mééritelladn kuvaus La : R" — R™ (tai La : C" — C™) kaavalla
La(x)=Ax, x € R" .
Toisin sanoen kuvaus L4 on matriisilla A kertominen. Selvésti tdmé on lineaarikuvaus.

Jatkossa tullaan todistamaan, ettd myos kidnteinen pétee, eli jokainen adrellisdimensiois-
ten avaruuksien vilinen lineaarikuvaus voidaan esittdd matriisin avulla, kun avaruuksiin
U ja V on kiinnitetty kannat.

Kéyttéden kaavaa (2.1) useaan kertaan saadaan, ettd lineaarikuvaukselle pétee

k k
T(Z Oéj’u,j) = Z ajTuj .
j=1

j=1
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Lause 2.1. Oletetaan, etti joukko {u',... u™} virittid avaruuden U . Olkoot T ja T

kaksi lineaarikuvausta U — V' siten, ettd Tu' = Tu' kaikilla i = 1,...,n. Tdlloin
T="T.
Tod. Koska {u',... u"} virittdd U :n, mielivaltainen vektori v € U voidaan esittii

lineaarikombinaationa v = a; u' + - - - + a,, u™ . Téten
T(’U) = T(alul +---—|—ozn'u,") = aleu,l 4+ Fa, Tu®

= Tu' + -+ a,Tu" =T(a u' + -+ apu”) = T(v) .

U,

, Tu, Tx=2Tu -Tu,
d \Ug / //’ Tu -

Lause siis sanoo, ettd jos tunnetaan miten 7" kuvaa jonkin U :n virittdvan joukon vektorit,
niin 7' on yksikasitteisesti maaratty. Riittaa siis tietdd jonkin kannan vektoreiden kuvat.

Esimerkki 2.2. Olkoon T : R? — R? lineaarikuvaus siten, ettd 7' [1] = [3] ja T'[ 1] =
[3] . Halutaan laskea T'[?] . Riittdi lausua vektori [?] vektoreiden [}] ja [1;] avulla
ja kayttda lineaarikuvauksen ominaisuuksia. Yhtalolla

on ratkaisu ¢; = % ja co =

Nl NI
~
—
——
A
+
N
~
—
=
—
P
I
N
—
[\JeV]
-
+
N
—
ow
-
Il
—
wo
-

Til=

2.1. Lineaarikuvauksen matriisiesitys.

Tarkastellaan aluksi lineaarikuvausta 7' : R" +— R™. Olkoon FE, = {e',...,e"} R":n
luonnollinen kanta ja A € R™*"™ matriisi, jonka sarakkeina ovat vektorit Te/, j =
1,...,n. Talloin mielivaltaiselle vektorille & € R™ saadaan

T

T2

Az =[Te' Te* ... Te"

Tn
=z Te' +x,Te* + -+ x,Te"
=T (v e ‘e +---+a,e")=T(x) .

Siten T'= L4 eli T on lineaarikuvaus: “matriisilla A kertominen”.
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Olkoon nyt U ja V kaksi darellisulotteista vektoriavaruutta ja 7' lineaarikuvaus U +—
V. Olkoon By = {u',...,u"} U:m ja By = {v',...,v™} V:n kanta. Lausutaan
jokaisen kantavektorin w/ kuva Tw’ V :n kantavektorien avulla

Jj_— \ym i -
Tw =>",a;v", j=1,...,n.

Olkoon vektorin w € U koordinaatit [u]g, = (c1,...,¢,). Talloin
n n n m m n
T(u) = T(Zq’uﬁ) = chTu’ = ch Zaijvl = Z (Z%j%‘) v,
j=1 j=1 j=1 =1 =1 j=1
Siispd T'(w) :n koordinaatit kannan By suhteen ovat luvut Z;;l ai;ci, t=1,...,m eli

[T(w)ls, = Alulg, .

Toisin sanoen: vektorin kuvan koordinaatit saadaan vektorin itsensa koordinaateista ker-
tomalla matriisilla
aijr ... Q1np
A =
aml1 -+ Qmnp

Tamén matriisin sarakkeet muodostuvat lahtdavaruuden kantavektorien kuvien koordi-
naattivektoreista. Tatd matriisia kutsutaan lineaarikuvauksen T' matriisiksi kantojen By
ja By suhteen.

On siis muistettava, ettd lineaarikuvauksen matriisiesitys rippuu valituista kannoista.
Kun haluamme ilmaista eksplisiittisesti, minkad kantojen suhteen matriisi on méaritelty,
merkitddn: A = [T]p, p, . Kohdan 2.1 alussa esiintyneen lineaarikuvauksen 7" : R" —
R™ matriisi on siis tarkemmalla merkinnidlli A = [Tg, g, -

Esimerkki 2.3. Tarkastellaan lineaarikuvausta 7 : R? — R3:

X T 0 1
T Ll} = | =51 + 131, ei [Tpyp, = |—5 13
2 Ty + 1629 ~7 16

Olkoon nyt R?:ssa valittu kanta By = {u!, u?} ja R3:ssa kanta By = {v',v? v}, missi
1 -1 0
U1:[ﬂ’U2:B}’v1: 0],v =|2],v"=|1
-1 2 2

Lasketaan 7' :n matriisi ndiden kantojen suhteen. Ensin lasketaan kantavektorien kuvat

1 2
Tu')=|-2|, Tw)=|1],
—5 —3

jotka lausutaan kannassa By . Lineaarisen yhtaloryhmén ratkaisemisen jialkeen saadaan

T(u') =v' —2v*, T(u?) =3v' +v*—v*.
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Niissé esiintyviit koordinaattivektorit [T'(u')]p, ja [T(u?)]s,, asetetaan matriisin A
sarakkeiksi, jolloin saadaan

1 3
A=Tlp, 5, =10 1
-2 -1

Téassd uudet kannat eivit juuri antaneet lisdinfoa 7T :sté, olipahan vain tuollainen sormi-
harjoitus. Seuraava esimerkki on kiinnostavampi

Esimerkki 2.4. Olkoon T : P53+ P3 lineaarikuvaus 7'(p)(z) = p(2—x) . Olkoon Pj:ssa
kanta B = {p1,p2, p3,pa} = {1, 7,22 2%} (nyt vain yksi kanta, koska V = U). Téssi siis
kantavektorit ovat polynomeja p;(x). Saadaan

T(p)(x) = 1=p(x)
T(p2)(x) = 2—x=(2p1 —p2)(2)
T(ps)(z) = (2—2)*=4—4dx+ 2> = (4dp; — 4py + p3)(z)

T(p)(xr) = (2—12)° =8~ 122+ 62" —a® = (8p1 — 12p2 + 6p3 — pa)(x)
P5 :n polynomin, jonka kertoimet ovat [p|g = (cl,¢2,¢3,c4) kuva saadaan siten
T'(c1p1 + capa + 33 + Capa)
= c1p1 + 2 (2p1 — p2) + c3 (4pr — 4pa + p3) + ca (8p1 — 12p2 + 6p3 — pa)
= (14 2¢y + dez + 8ca) pr + (—c2 — dez — 12¢4) pa + (e3 + 6¢4) p3 — capa -

Siispa T :n matriisiksi saadaan

1 2 4 8
0 -1 —4 —12

Tls = 00 1 6
0 0 0 -1

Kun kuvaus on avaruudelta itselleen merkitdén [T']p g n sijasta lyhyemmin: [T)p.

Esimerkki 2.5. Lasketaan vield edellisen esimerkin lineaarikuvauksen matriisi kannan
B = {D1, D2, 3,1} = {1,1 — 2, (1 — )2, (1 — 2)3} suhteen. Tissi kannassa saadaan

T(p1)(x) 1 =pi(x)
T(p)(r) = 1-2—-2)=2—-1=—ps(x)
T(ps)(x) = (1—-(2-2)=(z—1)"=ps(x)

T(p)(x) = (1-(2-2)=(-17=—p().

Huomataan, ettd 7 :n matriisi timéin kannan suhteen on livistiijimatriisi®

[T) = [1 - _1] :

Tallaisia diagonalisoivia kantoja ndemme lisdd ominaisarvoteorian yhteydessa.

5T#ssi, kuten usein mychemminkin, matriisissa esiintyvit nollat jitetdin kirjoittamatta.



16 TIMO EIROLA

Huomautus 2.1. Kaavan (1.6) kannanvaihtomatriisi voidaan tulkita identiteettikuvauk-

sen® [:V >V matriisiksi, kun V :ssd on kanta B ja V= V', mutta kantana on U .
Lyhyesti sanottuna: S = [I|py .

Yhdistetty kuvaus.

Olkoot T : U — V ja S :V +— W lineaarikuvauksia. Télloin yhdistetty kuvaus ST :
U — W madritellddn (ST)(u) = S(T'(w)). Se on myo6s lineaarikuvaus.

Olkoon avaruuksissa U, V' ja W kannat By, By ja Bw ja olkoot A = [T)g, B, ja
B = [9]B, B, kuvausten T ja S matriisit ndiden kantojen suhteen. Taméa tarkoittaa

[T(w)]s, = Alulg, ja  [S(v)lsy = Blvls, ,
missd [u|p, on w:n koordinaattivektori kannassa By jne. Kun w € U, niin
[(ST)(w)]By = [S(T(w))lsy = B[T(w)]s, = B(Alu]p,) = (BA)[uls,

Siispé lineaarikuvauksen ST matriisi (kantojen By ja By suhteen) on BA. Niin
saatiin: yhdistetun kuvauksen matriisi saadaan kertomalla kuvausten matriisit keskenddn,
eli kapulakielella

[ST]BU,BW = [S]BV7BW [T]BUBV .

Kannanvaihto.

Olkoon avaruuksissa U ja V kannat By ja By ja olkoon A = [Tp, p, lineaariku-
vauksen T': U + V' matriisi ndiden suhteen. Olkoon U :ssa ja V :ssd my0s uudet kannat
BU ja Bv ja olkoot S ja R kannanvaihtomatriisit eli kaikille w € U ja v € V' piétee

(2'2) [U]EU =S [u]BU ja ['U]EV =R [U]Bv

Tallsin [u]p, = S~ [u] By, - O, ettd A on lineaarikuvauksen 7' matriisi kantojen By ja
By suhteen tarkoittaa:

T(u)|p, = Alu|p, kaikilla ©w € U .
Yhdistetadn tdmé kaavoihin (2.2), jolloin saadaan
T(w))5, = RIT(u)]s, = R(Aluls,) = R(A(S™ [ulg,)) = (RAS™) [u]5,
Siispa T :n matriisi uusissa kannoissa saadaan:

~

A= [T]EU,EV = RAS™'.

Erityisesti, jos V = U ja By = By, f?v = LA?U, niin R = S ja T :n matriisi uudessa
kannassa saadaan

(2.3) A=SAS".

Tallaista kutsutaan matriisin A similaarimuunnokseksi. Tasta paljon lisdd tuonnempana.

6I(x) = = kaikilla x
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Esimerkki 2.6. Esimerkissi 2.4 lineaarikuvauksen 7' : P3 — P3, T'(p)(z) = p(2 — z)
matriisiksi kannan B = {py, p2, p3, pa} = {1, 2, 2% 23} suhteen saatiin

(1)21 44 812
A:[T]B:[OB 1 _6:|
00 O

-1

Olkoon Ps:n uusi kanta B = {py,Ds, Ps, pat = {1,1— x, (1 — )2, (1 — 2)®} . Piitee D =
Zle TiiDi , Missd

Niinpé vanhat kantapolynomit saadaan uusista p; = Z?Zl sij Pi , (ks. (1.4)), joten yhtélon
(1.6):n mukaiseksi kannanvaihtomatriisiksi saadaan S = R™'. Niin 7 :n matriisiksi
uudessa kannassa tulee

A 1 (1)11 12 13 - (1)2 4 812 (1)1 1 13 ! 1
A:[T]EZSAS =100 1 3 001 6 0013 = 1 .
00 0 —1 00 0 —1 00 0 —1 -1

Tamahan on sama kuin esimerkissi 2.5 saatu matriisi, kuten pitdakin.

2.2. Kuva-avaruus ja nolla-avaruus.

Jokaiseen lineaarikuvaukseen liittyy kaksi aliavaruutta: kuva-avaruus ja nolla-avaruus,
joiden ominaisuuksia ja yhteyksid ryhdytdan nyt tarkastelemaan.

Maaritelméa 2.1. Olkoon 7' lineaarikuvaus U — V.
e T'n nolla-avaruus (eli ydin) on N(T)={u e U |Tu=0}CU.

e T:n kuva-avaruuson R(T)={Tu|uecU} CV.

Kuva-avaruus (lyh. kuva) mééritelldén siis kuten funktion arvojoukko yleensikin. Sitd

merkitddn myos T'U :lla. Lineaarikuvauksen tapauksessa arvojoukko osoittautuu aliavaru-
udeksi.

Lause 2.2. Olkoon T : U w— 'V lineaarikuvaus. Talloin
a) N(T) on U :n aliavaruus ja
b) R(T) on V :n aliavaruus.
Tod. a) Jos u',u? € N(T) ja ai,a € K, niin
Tlaiu' +asu®) =g Tu + oy Tu? =0,
joten oy u' + apu? € N(T).

b) Jos v',v* € R(T) ja B4, 2 € K, niin on olemassa u',u? € U siten, etti v' = Tu’
ja v? = Twu?. Tilloin

T(Biu' + fru?®) = B Tu' + By Tu® = o' + By v,
joten Sy v + Bov? € R(T). O
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Lineaarikuvauksen ydin voidaan laskea ratkaisemalla yhtilo Tu = 0.
Jos N(T') = {0}, niin 7" on injektio, silld
Tu=Tv = T(u—v)=0 = u—veNT) = u=v.
Jos R(T) =V, niin T on (méiritelmén mukaan) surjektio. Jos kuvaus on seki injektio

ettd surjektio, niin se on bijektio ja silld on olemassa kiddnteiskuvaus.

Tarkastellaan matriisiin A = [a' ... a"] € R™*" liittyvid lineaarikuvausta Ly : R™ —
R™: La(x) = Ax. Taméin kuva-avaruus on sarakkeiden viritelma:

Lause 2.3. R(La) =sp(a',...,a").

Tod. Tama on selva, kun kirjoitetaan auki:
T
Az=[a' ...a"|: | =20+ - - +2,0".
Ty O

Esimerkki 2.7. Projektiokuvauksen 7 : R® — R? T(x) = (z1,72) nolla-avaruus on
selvasti
N(T)={x =1(0,0,z3) | z3 € R}

eli kantavektorin e® suuntaiset vektorit. 7':n kuva R(T) taas on koko R?.

Maaritelma 2.2. Olkoon T': U — V lineaarikuvaus. Maéaritelldan

o T nulliteetti: v(T) = dim(N(T)).
o T'n rangi r(T) = dim(R(T)) .

Nama voivat olla darellisid tal darettomia.

Matriisilaskussa matriisin rangi méaaritelliin A :n sarakeavaruuden dimensioksi. Edelld
olevan lauseen mukaan se on myos A :han liittyvén lineaarikuvauksen L, rangi.

Kasitteille melkoista vikivaltaa tehden on tullut tavaksi puhua matriisin A nolla-avaruu-
desta (ytimestd), kuva-avaruudesta, rangista, nulliteetista (ja myShemmin ominaisar-
voista ja -vektoreista), kun itse asiassa tarkoitetaan vastaavia L4 :n juttuja. Kdytinto
on osoittanut, etta tastd ei pitemmén péille ole suurta vaaraa, kunhan alussa ollaan hetki
tarkkoja.

Vektoriavaruuksien ja lineaarikuvausten teorian keskeinen tulos on seuraava

Lause 2.4 (Lineaarialgebran peruslause). Olkoon U ddrellisulotteinen ja T : U — V
lineaarikuvaus. Talloin
r(T) 4+ v(T) = dim(U) .

Tod. Merkitiin n = dim(U), m = v(T). Olkoon {wu',...,u™} T :m ytimen kanta.
Lauseen 1.4 mukaan se voidaan tiydentii koko U :n kannaksi {u!, ... w™ u™" ... u"}.
Viitetddn, ettd {T'(uw™),...,T(u")} on R(T):m kanta. Tallsin r(T) olisi n —m ja
lause olisi todistettu.
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Kannalle pitdd nayttda viritys ja lineaarinen riippumattomuus.

Viritys:
Olkoon v € R(T') mielivaltainen. Télle on olemassa u € U siten, ettd v = T u.
Esitetdiin se U :n kannassa: © = aju' + -+ + o, u™. Télloin

v=T(qu' + - +a,u")
=g Tu' + -+ Tu™ + appy Tu™ M - 4, Tu”
=y Tu™ + - 4+ a, Tu" .
Siispi R(T) = sp(T'(uw™),...,T(u")).

Lineaarinen riippumattomuus:
Lineaarisuudella ja koska {u',...,u™} on N(T):n kanta saadaan

A Tu™ M+ 4, Tu" =0
= T(uppu™™ 4+ +a,u”)=0
= appu™t 4 a,u” € N(T)

= FJa,...,an se oqu+ o Fapu"=o0paqu™ F o, u”
= = =Qp=Qpy1 = =0a, =0,
silla {w',..., 4"} on lineaarisesti riippumaton. Siispia {T'(u™!),...,T(u")} on

lineaarisesti riippumaton.
O
Edellista lausetta kutsutaan myos dimensiolauseeksi.

Esimerkki 2.8. Tarkastellaan derivointia D(p) = p’ lineaarikuvauksena P, — P,.
Selviisti N(D) = sp(1) (vakiot) ja R(D) = IP,,_; . Niiden dimensioiden summa on n+ 1
niin kuin pitaakin.

1 3 -1
Esimerkki 2.9. Olkoon A= |—1 2 0 | . Lasketaan L4 :m (~ A:n) ydin ja kuva-
1 8 -2
avaruus sekd niille kannat. Gaussin eliminointi kulkee askelet:
1 3 -1 1 3 -1 1 3 -1
-1 2 0|—=10 5 —=1|—= 1|0 5 —1|,
-1 7 -1 0 10 -2 00 0

josta ndhddin: Az =0 & =« [ﬂ eli N(LA):sp([Q). Siis v(La) =1.

e = (3] [1.[2])

Néamé vektorit eivit kuitenkaan muodosta kantaa, silla dim(R(La)) =7(La) =3—-1=2,
joten ne ovat lineaarisesti riippuvat. Kanta tistd saadaan, kun poimitaan néistd mitka

Lauseen 2.3 perusteella

- NP . 1 -1
tahansa kaksi lineaarisesti riippumatonta, esim. [—11] , [ _02} .

Lopuksi vield yksinkertainen, mutta tarked tulos
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Lause 2.5. Olkoon T : U — V' lineaarikuvaus. Talloin

a) Jos vektorit u', ... u" ovat lineaarisesti risppuvat, niin Tu', ... . Tu™ ovat myés.
b) Jos wl,... u" ovat lineaarisesti risppumattomat ja N(T) = {0} (eli T on in-
jektio), niin Tu',... Tu™ ovat lineaarisesti riippumattomat.

Tod. a) Jos ciu' +---+ ¢, u™ =0 ja jokin kerroin on # 0, niin samoin
aTu' + -+, Tu" =T(ciu' + - +c,u") =0.

b) Olkoot w!, ..., u™ lineaarisesti riippumattomat ja N(T) = {0}. Jos ¢; Tu! + -+ +
¢, Tu™ =0, niin c;u +---+c,u™ € N(T), joten c;u'+---+c, u" =0 ja lineaarisesta
riippumattomuudesta ¢; = ---=¢, = 0. 0

Tehtédva 2.1. Olkoon dim(U) = dim(V) < oo ja T : U +— V lineaarinen injektio
(N(T) = {0} ). Nayté, ettd on olemassa lineaarinen S : V +— U siten, ettd

S(T(u))=u VNYuelU ja T(Sw)=v Voel.

Tamé on T :n kidnteiskuvaus ja merkitiin 77! = 5.
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3. NORMI JA SISATULO

Vektoriavaruuden maéadritelméssd riitti olettaa, ettd joukon alkioille on méaaritelty ak-
sioomat toteuttavat yhteenlasku ja skalaarilla kertominen. Kuitenkin monissa vektori-
avaruuksissa voidaan tunnetusti tehds muitakin laskutoimituksia. Esim. R%:ssa tai R3:ssa
voidaan laskea vektoreiden pituuksia, vélisid kulmia ja pistetuloja. Jatkuvia funktioita
voidaan kertoa keskendén, integroida, niiden maksimeja voi etsid jne.

Normiavaruus on sellainen vektoriavaruus, jossa vektoreille on méaritelty pituusfunk-
tio, jota kutsutaan normiksi. Sisdtuloavaruus on puolestaan normiavaruus, jossa lisdksi
kulmien mittaaminen on mahdollista ja erityisesti kohtisuoruus eli ortogonaalisuus on
madritelty. Seuraavassa tarkastellaan ldhemmin, miten téllaisia pituus- ja kulmafunktioi-
ta voidaan méaaritella.

Maiéritelmi 3.1. Olkoon V' K-kertoiminen vektoriavaruus. Kuvaus |- || : V +— R on
normsi, jos se toteuttaa

1) fv[>0 YveV.
2
3

4

o] =0 = v=0.

lu+ o] <ul + vl VuveV.

—~~ I~ o~

)
)
)
) avl[=laf flo]] VaecK, veV.

Vektoriavaruutta, jossa on médritelty jokin normi kutsutaan normiavaruudeksi.

Esimerkki 3.1. Vektoriavaruudessa R" tavallisin normi on nk. euklidinen normi

n 1
2
el = (D lwif)"
i=1

Selviisti tdmé toteuttaa ehdot (1), (2) ja (4). Ominaisuuden (3) eli kolmioepayhtdilin
niytimme hieman myShemmin. Muita usein kilytettyjd normeja R™ :ssd ovat’

n

lzlh =) |zl ja ll2le = max |a] .

1<i<n
i=1

Niistd on helppo ndyttdd ominaisuudet (1)-(4). Ellei toisin mainita, kiytetddn R™ :ssd
normia | - [ = |- [|2-
Avaruudessa C" kiytetddn myos aivan samalla tavalla méaariteltyja normeja.

Esimerkki 3.2. Avaruuteen (., (rajoitetut reaalilukujonot) normiksi sopii hyvin®

[zl = sup |z -
1<i<oo

"Normia || - ||; kutsutaan taksikuskin normiksi. Miksikoh#n?
Huomaa, ettd téssd tarvitaan sup, silld jonon alkioiden itseisarvoilla ei vilttamatta ole maksimia.
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Esimerkki 3.3. Avaruudessa Cfa,b] voidaan mééritelld esimerkiksi

£l = max |f@)] . Iflh=flf@lde o Nl = (o1 do)”

Naisté jalleen kaksi ensimmaéistd on helppo osoittaa toteuttavan normin ehdot. Nain on
my6s || f|2 :n kohdalla muut paitsi kolmioepéyhtéld, johon palaamme pian.

Normiavaruudessa voidaan mitata vektoreiden pituuksia. Normin avulla my6s méaritel-

ladn alkioiden vélinen etdisyys: d(u,v) = ||u — v|| . Kun se on mééritelty, voidaan puhua

vektorijonojen suppenemisesta: sanotaan, ettd vektorijono {:I;k}zozl C V suppenee kohti
. . . . k o0 .

vektoria @ € V', jos reaalilukujono {|lz* — .’1:||}k:1 menee nollaan eli

lim ||z* — x| =0 .
k—o0

Edelleen normiavaruuksien vilisten kuvausten jatkuvuus méaritelladn aivan kuten aiem-
min: F: U — V on jatkuva pisteessi u’ € U , jos
Ve>0 35>0 se |lu—uy<d = [[Flu)— F’)|v<ce.

Nain jatkaen, kun on madaritelty normi, koko analyysin kisitteistd putoaa syliin ja moni
tuttu asia saa yha vahvemman ja yleisemmén merkityksen.

Téssd on kuitenkin tarkoitus jatkaa vektoriavaruuden erilaisten yleisten rakenteiden selvit-
telyd. Annetaan analyysin odottaa monisteen loppupuolelle ja siirrytddn tarkastelemaan
sisatuloa, joka myo0s méarittelee normin.

Maaritelma 3.2. Olkoon V' K-kertoiminen vektoriavaruus. Kuvaus (-, ) : VxV —
K on sisdatulo, jos se toteuttaa ehdot

(1) (v,v) >0 kaikilla v e V.

(2) (v,v) =0 = v=0.

(3) (u+v,w) = (u,w)+ (v,w) kaikilla u,v,we V.
(4) {(au,v) = «a (u,v) kaikilla a € K, u,v € V.

(5) (v,u) = (u,v) kaikilla u,v € V.

Sisatulolla varustettua vektoriavaruutta sanotaan sisiatuloavaruudeksi.

Reaalisessa tapauksessa (5) saa muodon (v,u) = (u,v) eli reaalinen sisétulo on sym-
metrinen. Ominaisuudet (3) ja (4) sanovat, ettd sisitulo on lineaarinen ensimmaéisen ar-
gumentin suhteen. Toisen argumentin suhteen saadaan:

w, av+pw) L lavtpw,uw Y oo, w+p (w,u)

(3.1)

—~
=

=a(w,u)+f (w,u) = a(u,v)+5 (u,w) .

Taten sisatulo on konjugoidusti lineaarinen toisen argumentin suhteen: skalaarit saadaan
ulos kompleksikonjugaatteina. Reaalisessa tapauksessa sisdtulo on siten lineaarinen myos
toisen argumentin suhteen.
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Vektoriavaruudesta R" tuttu vektoreiden vilinen pistetulo’: (z,y) = 2Ty = >." =y
toteuttaa sisdtulon ehdot.
Vastaavasti C":n vektoreille médritelliéin (x,y) ="y =>" 2.

Esimerkki 3.4. Avaruudessa Cfa,b] voidaan médritelld
(£.9) = [1f(x)g(x)dz .
Ehdot (1)-(5) seuraavat suoraan integraalin ominaisuuksista.
Esimerkiksi C[—m, 7] :ssd funktioiden f(z) =sinx ja g(x) = cosz viliset sisdtulot ovat
(f.9)= [T _sinzcoszdr = f:ré sin2xdr =0
(f,f)=[" sin*zdr= [T 1(1—cos2z)dz=r.

Samoin (g,g) = .

Kuten normeja, avaruudessa voidaan maaritelld myos useita sisdtuloja.
Esimerkki 3.5. Olkoon A € R™*" sadnnollinen. Maaritellain
(x,y)4 = (Az)" Ay .
Toteamalla, ettd (x,y), = (Ax, Ay) , ja kiyttden A:n sddnnollisyyttd ndhdéédn, ettd
ehdot (1)-(5) toteutuvat.

Sisdtulon tiarked ominaisuus on, ettd se madrittelee heti myds normin: jos V' on sisétu-
loavaruus, asetetaan

(3.2) [o]] = V{v,v) .

Sisdtulon ehdoista saadaan normin ehdot (1),(2) ja (4) helposti. (3) eli kolmioepéyht&lo
vaatii hieman laskemista. Todistetaan ensin Schwarzin epiyhtidls'%: sisitulo ja sen avulla
kaavalla (3.2) médritelty || - || (jota vield ei tiedetd normiksi) toteuttavat:

(3-3) [(w, v)| < [lull o] -
Tod. Jos v = 0, niin viite on triviaalisti totta. Oletetaan siis, ettd v # 0. Mielivaltaisella
a € K péitee

0<{u—av,u—av)={(u,u)—a (u,v)—a (v,u)+aa (v,v) .

Valitsemalla o = (u,v) / (v,v) saadaan

(v,v) <’u,’u>’ * (v,v)

mista vaite seuraa. O

0< (u ) ¥ W) (wo) o) | wy) W)

ILausekkeessa &’y vektorit on ajateltu n x 1-matriiseiksi, jolloin ” on 1 x n-matriisi ja ”y on
1 x 1-matriisi eli skalaari.

1074y dellisemmin: Cauchy-Schwarz-Bunjakovskin epayhtilo.
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Edellisestd todistuksesta ndhdédan, ettd epayhtilo on aito, ellei w = av eli ellei w ja v
ole lineaarisesti riippuvia. Huomaa, etta todistuksessa valittu « minimoi oikean puolen.

Néytetddn nyt, ettd kaavalla (3.2) médritelty ||-|| toteuttaa normin ehdon (3) eli kolmioepéy-
htalon

[u+ vl < flull +[lv] -
Tod. Kéyttien sisdtulon ominaisuuksia ja Schwarzin epayhtdlod saadaan
lu+v|?=(u+v,u+v)=(u,u)+ (u,v)+ (v,u) + (v,v)
< el + 2 [ (u, v)]| + [[o]
< flull® + 2wl lvll + [vl* = (lul + [lv])*
josta vaite seuraa. U

Esimerkki 3.6. Kolmioepéayhtalo ja Schwarzin epayhtélo ovat ei-triviaaleja. Esimerkiksi
edelld Cfa, b] :hen médriteltyyn sisdtuloon sovellettuna Schwarz sanoo:

[ur@)s@ dm‘ = (fZ f(@)) de [ |g(x))? dxf

ja asettamalla f <+ |f| ja g(x) =1

1

Solre)l de < vVo=a (217 @) dz)*
Naité olisi hankala todistaa muilla keinoin.

Tehtédvi 3.1. Todista seuraavat epayhtilot mielivaltaisille v, u € C*
L vl < [ofl2 < [lo]-

2. ol < v vl <7 vl

3. [(u,v)| < ullollv]:-

3.1. Ortogonaalisuus.

Sisdtulon avulla voidaan reaalikertoimisessa avaruudessa maéaaritelld vektoreiden valiset
kulmat. Schwarzin epdyhtdlon mukaan

PR CLEPPY
[l fvll
joten voidaan maéaritelld vektoreiden uw # 0 ja v # 0 vilinen kulma

J(u,v) = arccos< (u,v) ) :

[l floll

Vektorit w ja v ovat ortogonaaliset, kun < (u,v) = 7/2 eli kun (u,v) = 0. Ortogo-
naalisuus madritelldén samoin kompleksikertoimisissa vektoriavaruuksissa. Téten [}] ja
[#] ovat ortogonaaliset C? :ssa.
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Kun w ja v ovat ortogonaaliset, pitee Pythagoraan kaava:

e+ vl = (w, w) + (u,v) + (v, u) + (v, 0) = [lu]®+ [v]*.
Siséituloavaruuden vektorijoukkoa S = {v?,.. g ’vk} sanotaan ortogonaaliseksi, jos kaikki
sen vektorit ovat keskenédén ortogonaaliset: (v',v7) =0, kun i # j.

Esimerkki 3.7. Tarkastellaan avaruutta Py sisitulolla

(p,q) = fl_lp(a?)q(z) dz .

2

Polynomit p;(z) =z ja ps(z) = x* ovat ortogonaaliset, silld

<P1=p2> = fl_ll’xzdx =0.

Samoin pg(x) = 1 on ortogonaalinen p;:n kanssa. Sen sijaan (pg, p2) = f_ll r?dr =2/3.
Olkoon py = py + 7 pg . Selvésti (p1,p2) = 0. Etsitédén 7 siten, ettd my6s (pg,pa) = 0:

(popo) = [L (@ +7)dr =2/3+27=0 = T=-1/3.
Niin, kun py(z) = 2? — 1/3, saadaan ortogonaalinen joukko {pg,p1, P2} -
Ortogonaalinen vektorijoukko {v',...,v"} on myos lineaarisesti riippumaton edellyt-

tien, etti se ei sisilld nollavektoria. Taméi nihdéin seuraavasti. Jos ¢; vi4--+c, v" =0,
otetaan timin sisitulo v* :m kanssa, jolloin

0={civ' +- +c,v", vk> =0 <’ul,vk>+---—|—ck <vk,vk>+---+cn <'v",'vk> = ¢, ||v"||?

ja koska v* # 0, saadaan c¢; = 0. Niin kaikki kertoimet saadaan yksitellen nolliksi, joten
{v',...,v"} on lineaarisesti riippumaton.

Jos ortogonaalisen joukon vektorit ovat lisdksi pituudeltaan ykkdosid kutsutaan joukkoa
ortonormaalikst.

Esimerkki 3.8. Lasketaan edellisen esimerkin ortogonaalisten polynomien normit:
1
Ipoll* = [, Ldz =2
1
lpull® = [ y2% do = 3
~ 1
Pal* = 2, (=* = 3)*da = 55 -
3 2 1
52 (@3
=3, se on Py:n ortonormaali kanta.

3 5

Téten {%, )} on ortonormaali joukko. Se on lineaarisesti riippumaton

2 Y
ja, koska dim(Py)
Olkoon {b',...,b"} jokin R”:n ortonormaali kanta. Asetetaan B = [b' ... b"], jolloin

(HT (b',6")y ... (b',b") 1
B'B=| : |[b'...b"= : : = .. |=1I,
(") (b",6")y ... (b",b") 1

eli B on ortogonaalinen matriisi: B = B~ . Kéintien: ortogonaalisen matriisin sarak-
keet muodostavat R™:n ortonormaalin kannan.
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Samoin, jos matriisin @ € R"™*" sarakkeet ovat ortonormaalit (jolloin valttamé&tta m >
n), saadaan Q7Q = I. Jos m > n, niin Q ei kuitenkaan ole invertoituva; silli on vain
vasemmanpuoleinen inverssi.

Olkoon U reaalinen tai kompleksinen matriisi, jonka sarakkeet ovat ortonormaalit T4al-
16in't U*U =1 ja
(Ux,Uy) = Uy)'Ux =y U'Ux=y'z=(x,y) .

Erityisesti: unitaarisella (reaalisessa tapauksessa ortogonaalisella) matriisilla kerrottaessa
vektoreiden pituudet ja niiden viliset sisdtulot séilyvét.

Annetun vektorin koordinaatit ortonormaalin kannan suhteen on helppo laskea:

Olkoon B = {b',...,b"} sisituloavaruuden V ortonormaali kanta. Jos v = ¢, b' +
.o+ 4 ¢, b, otetaan tdmén sisitulo b* :n kanssa, jolloin <'v, bk> = <bk, bk> = ¢ . Néin
saadaan kaikki kertoimet. Siis esitys ortonormaalissa kannassa saadaan:

v=> (v,b")b",  kaikilla ve V.

k=1

Ortonormaaleja kantoja voidaan muodostaa nk. Gram—Schmidtin prosessilla. Olkoon
(v, v% ...) (&érellinen tai #direton) jono lineaarisesti riippumattomia siséituloavaruuden
vektoreita. Muodostetaan yht# pitkii jono (q',q? ...) ortonormaaleja vektoreita seu-
raavasti:

q = v/,
(3.4) wh o= o =Y (VN ¢) @ } k=23
¢ = wh/|w"].

Tissi keskimmiiselld rivilli v* :sta poistetaan sen komponentit jo muodostetuilla suun-
nilla q',...,¢"'. Viimeiselld rivilld jiljelle jiivi osa normeerataan ykkosen pituiseksi.

Lause 3.1. Edelld esitetylle Gram-Schmidtin prosessille pitee:

a) (q',q% ...) on ortonormaali.
b) sp(q',...,q") =sp(v',...,v") kaikilla k> 1.

Erityisesti, jos V' on ddrellisdimensioinen ja {v',... ,v"} on sen kanta, niin {q', ..., q"}
on V :n ortonormaali kanta.

Tod. Prosessi pyorii niin kauan, kun w* # 0 (tai v’ -vektorit loppuvat). Niytetiin aluksi,
ettd b) on voimassa tdhén asti. Koska

k—1
v = wh| ¢" + > (vF.q) ¢,
=1

UKompleksiselle matriisille M* = MT ja reaaliselle M* = M T,
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saadaan kaikilla k : v* € sp(q',..., "), josta sp(v',...,v*) Csp(q!,...,q"). Toisaalta,
jokaiselle g selvisti pitee g* € sp(q',...,q" !, v*). Téten induktiivisesti

qk € Sp(q1> SRR qk_la vk) C Sp(q1> SRR qk_2a vk_1> ,Uk) C--C Sp(vla SRR vk) :
Niin kaikilla k, joten sp(q',...,q") C sp(v!,...,v*) ja b) on voimassa.

Jos olisi w* = 0 jollakin &, timi tarkoittaisi, etti
k—1

=Y () @ e splv’,.. v )
j=1

(silld b) on voimassa vield edelliselld kierroksella). Mutta tdmé on mahdotonta, koska
v', ..., v" ovat lineaarisesti riippumattomat. Siispi w" :t eiviit koskaan tule nolliksi.
Todistetaan a) induktiolla:

Selviisti {g'} on ortonormaali.

Oletetaan, ettd {q',...,q"} on ortonormaali. Tilléin, kun i < k, saadaan
k1 i k+1 k k+1 g\ j ;
(¢".q") = <”wk—1+1”(’v Ty (ML) @), ql>
k1 i k k1 _j P

= ey (07 @) =25 (0" @) (. q))

_ 1 k1 i k41 i\

= Twr ( <'U ’qz> - <’U >qz>> =0.
Niin q**! on kohtisuorassa kaikkia q’, i < k vastaan. Selvisti ||[¢**!]| = 1. Ja kun
muutkin ovat keskenfifin ortonormaalit, {q',...,g*"'} on ortonormaali. O
Huomaa, etti saatava ortonormaali joukko riippuu paitsi vektoreista v/ myos niiden
jarjestyksesté.

Tehtava 3.2. Nayta, ettd darellisdimensioisen sisatuloavaruuden mielivaltainen ortonor-
maali joukko voidaan tdydentad ortonormaaliksi kannaksi.

Esimerkki 3.9. Lihdetéén liikkkeelle R?:n kannasta {v', v?, v3} = { [(ﬂ , [%} , [i] }.

Saadaan:

O
—_

Q
I
Sl-
L—

g
[N}
|
—
O

o=
—
Slee
Sl
)
—

v=31i]=al]
o' =[] - H 5[] o5 1] = 4]
@ = [1]

| I
o
)
| —
o |

—_

[
—
—=OoO
[

——

O

Nain saatiin ortonormaali kanta

—~—
Sl
| —
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3.2. QR-hajotelma, pienimmaéin neliGsumman tehtiva.

Olkoon V' sisdtuloavaruus, A sen direllisdimensioinen aliavaruus ja v € V' . Tarkastellaan
seuraavaa approksimointitehtiviil?:
Etsi @ € A siten, ettd |[v — a|| on pienin mahdollinen.

Lemma 3.2. Tdlld tehtdvdlld on olemassa yksikdasitteinen ratkaisu a* ja sille patee:
(3.5) (v—a",u)=0 kaikillo u € A.

Tod. Olkoon a* € A siten, ettd (3.5) on voimassa. Télloin mielivaltaiselle @ € A pétee
lv—al*=v—-a"+a" - a
=|lv—a*|*+{v—-a*,a* —a)+{(a*—a,v—a*)+|a" - al?
=v—a’|*+la" - al”,

silli w = a*—a € A. Ndhdéén, ettd ||lv —a| > ||[v —a*|| heti, kun a # a*. Néin ollen
ratkaisu, mikéli olemassa, on yksikésitteinen.

Niytetdin nyt, ettd ehdon (3.5) toteuttava ratkaisu 16ytyy. Olkoon {q',...,q™} ali-
avaruuden A ortonormaali kanta. Asetetaan a* = 27:1 (v,q’) ¢’ . Talloin jokaisella g’
saadaan

(v—a*,q') = <’v - (v.d) ¢, q">
=(v,q¢") =" (v,¢)(d.q")
=(v,q") — (v,¢') =0.

Siten v — a* on kohtisuorassa kaikkia kantavektoreita vastaan, joten se on kohtisuorassa
koko alivaruutta vastaan. 0

Edellisen lemman vektoria a* kutsutaan v :n kohtisuoraksi projektioksi aliavaruudelle A
ja merkitdin a* = Pi v. Kaavasta

(3.6) Pio=Y7 (v.¢') @
ja sisdtulon lineaarisuudesta nihdiéin myos, ettd Pi on lineaarikuvaus V — A.

2Koska R™ :ssé ||v —al? = Z?:l(”j — a;)?, tdmén minimointia kutsutaan usein pienimmdin nelid-

summan tehtdavaksi.
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Olkoon edellisen lemman tilanteessa V' = R" ja aliavaruus A mééritelty muodossa A =
sp(al,...,a™). Merkitiin A = [a! ... a™] € R™™. Till6in

A=R(A)={Az |z cR"} .

Etsitddn ratkaisua muodossa a* = Ac, missd ¢ € R™. Lemman mukaan ratkaisun on
toteutettava

(v—Ac,u)=0 kaikilla u € R(A),
eli
(v—Ac)' Az =0  kaikillax € R™.
Tami on mahdollista vain, jos (v — Ae)’ A =0 eli A" (v — Ac) = 0. Niin c:n on
toteutettava
(3.7) ATAc=A"v.

Jos ATA on invertoituva ( A:n sarakkeet lineaarisesti riippumattomat) téstd voidaan
ratkaista ¢ = (ATA)'AT v ja

(3.8) Prv=A(ATA)'ATv .

Kun aliavaruuteen on asetettu ortonormaali kanta, kohtisuora projektio on helppo laskea
kaavasta (3.6). Mielivaltainen sisdtuloavaruuden kanta voidaan ortonormalisoida Gram-
Schmidt -prosessilla.

Olkoon matriisin A = [a' ... a™] € K™™ sarakkeet lineaarisesti riippumattomat.

Tehddéin A :n sarakkeille ortonormalisointi. Kaavoista (3.4) saadaan (kun v/ = a/)

la'll {aq) ... (a™.q)
w ... (a™,
A=a'a® ... a"=[q¢" ¢ ... " o7l < .q> =QR,
[Jaw™ ]|

missd ylakolmiomatriisin R € K™*™ diagonaalilla on skaalaustekijit ja ylapuolella sisé-
tulot 7;; = (a@’,q") , i < j. Matriisin Q sarakkeet ovat ortonormaalit, joten Q*Q = I .

Tatd esitystd A = Q R kutsutaan A :n (suppeaksi) QR-hajotelmaksi.
Sijoittamalla A :n QR-hajotelma kaavaan (3.7) saadaan
R'QQRc=R'Q"v eli Rc=Q v,

josta ¢ on helppo ratkaista, koska R on yldkolmiomatriisi. Kohtisuora projektio R(A) :lle
saadaan nyt yksinkertaisesti

P}JE_(A)'U:QQ*'U .

Taydentamilla {q',...,q™} koko K":n ortonormaaliksi kannaksi saadaan unitaarinen

(reaalisessa tapauksessa ortogonaalinen) nelidmatriisi CAQ =[q" ... g" g™ ... q"] =

[Q Q] ja A:lle laajempi hajotelma

Az[QQQ]mzéﬁ.
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Tété kutsutaan A :n (varsinaiseksi) QR-hajotelmaksi ja ylempéni esiintynyttd A m sup-
peaksi QR-hajotelmaksi. Jatkossa kiytdmme vapaasti kumpaa haluamme ja myos laajem-
masta (varsinaisesta) hajotelmasta jatdmme usein hatut pois.

Pienimmaéan neliosumman tehtdva on tavallisimmillaan seuraava: mitattavan suureen y
oletetaan noudattavan lineaarista mallia

Yy=cr1+- - +cpx, .

Olkoon muuttujien arvoilla (x;1, x2, ..., z;,), mitattu arvot y;, i = 1,...,m. Milla ker-
toimilla ¢; malli kuvaisi parhaiten mittausaineistoa? Jarjestetddn mittauspisteistd saadut
yhtdlot matriisiyhtéloksi y = A ¢, missa vektori y sisaltdd mitatut arvot y;, ¢ tuntem-
attomat kertoimet ja matriisi A = (x;;) € R™*". Koska yleensd m > n, niin tehtévalla ei
vilttdmatta ole ratkaisua, joten etsitddn kertoimia, jotka minimoivat virheen |y — Ac||.

Esimerkki 3.10. Sovitetaan mallia y = ¢y + ¢; x1 + ¢ x5 dataan:

. 50
LJ 3.7 2.4 2.5 9.8 0.5 2.8 9.0 3.3
Tg = 7.8 8.3 7.8 7.0 2.6 6.6 7.3 0.3 )
’ 12.0 16.0 15.7 71 8.4 11.9 9°0 —26
Yj j=1

Saadaan yhtaloryhmaé:

1 37 7.8 12.0
1 24 83 16.0
1 25 78 15.7
1 98 7.0 Co 7.1
o : | = :

1 05 26 8.4
1 28 66 C2 11.9
1 90 7.3 9.0
1 33 03 —2.6

Tekemalla tille 50x 3 -matriisille QR-hajotelma, saadaan pienimmaén neliosumman ratkaisuk-
si'? (pyoristettyni)

12.

16.0
co —7.07 —35.25 —34.03 71 [ —0.141 —0.141 —0.141 ... —0.141 —0.141 —0.141 15.7 0.97
ca | = 0 2241 —1.52 —0.057 —0.115 —0.119 ... —0.097 0.179 —-0.075 : = | —0.59
€2 0 0 —18.87 —0.153 —0.175 —0.149 ... —0.0868 —0.146 0.245 11.9 1.99

9.0

—2.6

Alla on piirretty mittauspisteet sekii taso y = 0.97 — 0.59xy +1.99 x5, (21, 22) € [0, 10]?.

I3Kun kerroinmatriisi on A ja oikea puoli y, saadaan tdma matlabilla seuraavasti:
[Q,R]=qr(A); c=inv(R)*Q’*y; tai vield yksinkertaisemmin: c=A\y; .
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Esimerkki 3.11. Olkoon V = C[—m, ] varustettu sisitulolla (f,g) = [7 f(z)g(z) dx
jaolkoon T, funktioiden 1,cos(x),sin(x),...,cos(nz),sin(nzx) virittaima aliavaruus. Naméa
ovat (harj. teht) keskenddn ortogonaaliset ja

/ sin?(kx) do = / cos?(kx)dx = 7 |

kun k=1,2,.... Normeerauksen jilkeen saadaan ortonormaaliksi kannaksi
{,¢"....¢""} = {\/%, % sin(z), % cos(x), ..., % sin(nx), % cos(nz)} .

Téten (3.6):n mukaan annetun funktion f paras approksimaatio tdssd aliavaruudessa
saadaan funktioiden ¢/ lineaarikombinaationa kertoimilla (f, ¢’) . Palaten takaisin trigonometrisi-
in funktioihin saadaan f :n paras approksimaatio trigonometrisellé polynomilla:

Pr f(z) =ao+ Zn: [ay cos(kx) + by sin(kx) ] ,
k=1

missa

aozifiﬂ—f(x)dxv
ar =1 [T f(x) cos(kz)dx k=1,...,n,
be =1 [T _f(x) sin(kx)dx k=1,...,n.

Tama on f:n Fourier-sarjan alkupéa.

Paitsi pienimman nelisumman tehtivien ratkaisemiseen, QR-hajotelmaa kiytetdan mm.
ominaisarvojen ja -vektoreiden numeeriseen laskemiseen. Se on yhtd tirked numeerisen
matriisilaskennan perustyokalu kuin Gaussin eliminointi.

Edelld oletettiin matriisin A sarakkeet lineaarisesti riippumattomiksi. Taméa tarvittiin,
jotta voitiin kiyttda Gram-Schmidtin ortonormeerausprosessia. QR-hajotelman laskemisek-
si tdmé ei kuitenkaan ole vilttdmatontd. On vain loydettdvd unitaarinen (reaalisessa
tapauksessa ortogonaalinen) matriisi Q siten, ettd Q*A on yldkolmiomatriisi. Lihdetdan
tekemadn tatda nk. Householderin muunnoksilla.
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Annetulle v € C*\ {0} mééritelldidin Householderin matriisi (muunnos)

vU*

H=1I-2

V¥V
Tamé on hermiittinen H* = H ja unitaarinen
R MR

H'H-H=1-42Y 14 ~-T.
v*v (v*v)?

Usein tarvitaan sellaista matriisia H , ettd annettu vektori @ tulisi H :lla kerrottuna
annetun yksikkovektorin e (tyypillisesti e!) suuntaiseksi. Koska

(®,v)

(v,v)

Hx=x-2

Y

ndhdadn, etti Hxr = ae —> v € sp(x, e), joten yritetddn: v =  + o e. Saadaan

(,v) = |lz]* +a(z,e) ja
(v,0) = ||| + a (. ) + afx,e) +|al* .
joten
Hax = (1_ ||i13||2—|—d<w,6> 2) B a<w>v>
|| + a(x, e) + afx, e) + | (v, v)
Tama on e:n suuntainen, jos @ :n kerroin on nolla. Niin on, kun
2Im (o (z, e)) + la)® = |||? .
Valitaan siis « siten, etti, o (x,e) € R ja |a| = [|z| eli a = Qﬁ:% |zl (a=|z|, jos

(x,e) =0). Saadaan: (z,v) =1 (v,v) ja

Tr=x— (@, v) r+oae)=—ae
H 2<v’v>( +ae) .

Kaytannossa matriisia H ei koskaan muodosteta, ainoastaan vektori v talletetaan ja
esimerkiksi kertolasku H A suoritetaan:

HA=A- 2. vv'A,

(v,9)

eli A :han lisdtaén matriisi, jonka rangi on yksi (kaikki sarakkeet ovat v :n suuntaiset).

QR-hajotelma Householderin muunnoksilla.

Olkoon A € C™" ja a' sen ensimmiinen sarake. Olkoon H; = I — 2 v (v])”

('vl)*'vl

House-
holderin muunnos siten, etti Hia' =ry;e'. Tilloin

T11 2 -« Tin
0

HlA: . Al
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Olkoon @' matriisin 21 ensimmainen sarake ja ﬁg =1-2 EN’;()% siten, etta ﬁg&l =
0] v?(v?)* 1 0
1 m—1 2 . - . _ » veq]ees
rope € C . Asetetaan v* = %2_ ja Hy=1-2 20 0 H, . Talloin
_7”1,1 2 T3 .- Tin
0 Tgo T23 ... Taon
H,H,A=|0 0
: : A,
L 0 0
Néin jatkaen saadaan tapauksessa m > n:
-7’1’1 re ... 7’1,”-
0 22 ... Taon
H,  HyH A= |0 0 ... ron :[ﬂ ,
0 0 0
| 0 0 ... 0]

ja A:lle QR-hajotelma, jossa Q@ = H{H,---H, (silli H; =H; =H;").

Vastaavasti, jos m < n, paddytdan muotoon

1 T2 -+ Tim .- Tin
0 92 ... ™n .. Ton
A=H,H, - H,, - ’ ’
0 0O ... Tmm o Tmnm

Ratkaistaessa pienimmén nelidsumman tehtdviid ming ||[Ax — b||, missi A € C™*"|
m > n, matriisia @Q ei tarvitse muodostaa, eiki vektoreita v* tallettaa, kun jokaisella
askelella my6s oikea puoli kerrotaan matriisilla H , silld ndiden unitaarisuuden perus-
teella

Az o] = |, H (A ) = | [P ’31] |.

joten paras x saadaan systeemin Rx = b; ratkaisuna.

Jos tulo
'vl('vl)* ,02(,02)* ,Un(,vn)*
Qn:H1H2...Hn:<I—2 )(1—2 )...(1—27)
[t 2| [[o™][?
halutaan muodostaa, se on parempi tehdd muodossa Q, = I — W, V., k=1....n

seuraavasti:
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asetetaan: W, = w, = &y v', Vi = ol Tillsin Q, = H, =1 - W,V ja

[EN

Q.=Q, H,= (I — Wk—1V}Z_1) <I -2 %) =

k\*
_ * k(v) o *
—T- Wi Vi —wh o =T WiV,

missi wk = ﬁ Q,_v" ja W= [W,_,w], Vi, =V, ”v1k||vk] )

Tama esitystapa on varsin ekonominen erityisesti, jos n << m .

Joukon S C V ortogonaalikomplementti S+ on niiden vektoreiden joukko, jotka ovat
ortogonaalisia kaikkia joukon S vektoreita vastaan eli

St={wecV | (v,w)=0 YvecS}.

Tehtava 3.3. Nayta: Joukon S ortogonaalikomplementti on aina aliavaruus ja dérellis-
dimensioisessa avaruudessa (S+)t = sp(S).

Lemma 3.2 voidaan kirjoittaa muotoon:

Lause 3.3. Olkoon A sisdtuloavaruuden V ddrellisdimensioinen aliavaruus ja v € V .
Tilléin on olemassa yksikdsitteinen vektori a € A siten, etti v —a € At .

Tamaé vektorihan oli v :n paras approksimaatio A :n vektoreilla ja se saatiin kohtisuorana
projektiona a = P; v.

Matriisiin liitetyille avaruuksille patee:

Lause 3.4. Olkoon A € K™". Tilloin R(A*)t = N(A), eli A:n nolla-avaruus ja
A" :n kuva-avaruus ovat toistensa ortogonaalikomplementteja K™ :ssd.

Tod.
x € (R(A"))* & (w,z) =0 Yw € R(A")
& (A'y,z)=0VYy < (y, Az) =0 Yy
& Ax =0 & xeN(A).

3.3. Matriisinormi ja héiiridalttius.

Vektorin normi mittaa vektorin pituutta. Matriiseille ja lineaarikuvauksille voidaan myos
madritelld normeja. Erityisen hyodyllisiksi osoittautuvat sellaiset normit, jotka on mééaritel-
ty vektorinormien avulla. Rajoitumme téssid tarkastelemaan vain matriisien normeja,
normiavaruuksien vilisten lineaarikuvausten normit méaritellddn samalla tavalla.

Olkoon || -] jokin vektorinormi (esim. ||-[|2 tai || - || ). Mitataan matriisin kokoa silla,
kuinka pitkiksi vektoreiksi matriisilla kerrottaessa yksikkovektorit saattavat kuvautua.
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Niinpa matriisille A € C™*" asetetaan

(3.9 4]l = max |l Az

Téssé siis oikealla puolella esiintyy vektoreiden & € C" ja Ax € C™ normeja.

A

~

NI

Niin médritelty ||A| toteuttaa médritelmén 3.1 neljd ehtoa:

(1) (3.9):n oikealla puolella esiintyy vain ei-negatiivisia lukuja, joten ||A| >0.
(2) Jos A # 0, niin silld on olemassa ei-nolla elementti a;; . Valitaan @ = €7, jolloin
aij
Az — [ } £0 ja ||Al| > ||Az| > 0.
(3) 14+ Bl = max [[(A + B)a| < max(|Az] + | B=)

< max [|Az|| + max | Bz = [l Al + [| B -

Tassa kiytettiin aluksi vektorinormin kolmioepayhtaloa.

(4) [laAll = max|g|— @ Az| = maxg -1 |af [|Az| = |of [|A]
jéalleen vektorinormin vastaavan ominaisuuden perusteella.

Matriisinormilla ja vastaavalla vektorinormilla on liséiksi ominaisuudet (harjoitustehtéva)

(3.10) [Az| < [|All[=]
(3.11) IAB| < |A[l|B] ,
(3.12) A% < ||A|F, k=1,2,... .

Kun halutaan korostaa, minkd vektorinormin avulla matriisinormi on maéaritelty kdytetaan
vastaavaa merkkid. Esimerkiksi

|A[l; = max [[Az[, ja  [|Af.= max [[Az| .
l|lzll1=1 ||l|l2=1

Riippuen valitusta vektorinormista matriisin normin laskeminen voi olla hankalaa tai
helpompaa. 1- ja co-normit ovat laskuissa monesti kitevia:

Lause 3.5. Olkoon A € C™" . Tqlloin

n
| Al = max Zw jo Al = max 3 fay
7j=1

1<j<n 1<i<m



36 TIMO EIROLA

Tod. Jos ||z|1 = > r_;|zk] =1, niin

m

| Az, —Z| (42 =3

= i=1

m
—Z|xk|2\alk| <Z\xk\ max Zm\_ max Y g -
1<j<n 4 1<j<n P

Siten ||Alj; < maxj<j<n > ..o, |a;;] . Toisaalta, jos [ on siten, etté

m m
Z|au| = fgfg’; Z|aij| 5
i=1 =1

niin
ayg m
et = [ ]], = X eal
Am | 1
i=1

joten [[Afly > maxi<j<n Y277 lag] -
|| - || oo -normia koskeva viite jatetdan harjoitustehtavéksi. U

Tehtava 3.4. Millaisia yleisesti patevid epayhtaloitd saat matriisin A € C™*™ normien
AL, ||All2 ja ||Alle vilille? Katso vastaavien vektorinormien vilisid epéyhtiloita
(tehtivi 3.1).

Seuraava tirked tulos tulee kiyttoon vield useasti. Loppupuolella esitamme sille myo6s
toisen todistuksen.

Lause 3.6. Olkoon A € C™" siten, etti |A|| < 1. Talloin I — A on invertoituva ja

1= A) < =

Tod. Jos I — A ei ole invertoituva, niin on olemassa x € C" siten, ettd ||| = 1 ja
(I — A)x =0. Télloin ||A| > ||Az| = ||z|| = 1, mikd on ristiriita.
Jos [|z|| =1 ja v=(I— A) 'z, niin

L= [|(I—-A)| = |v| - [Av]| = [lv]| - [|A[[[[v] = (1 — [A]Dv] -
Siten [|v| < —t

1=[lA[l -

Haiiridalttius. Kun kiytinnon tehtivissi paddytidin lineaariseen malliin Ax = b, ni-
in usein yhtaloiden kertoimissa ja datassa eli matriisin A tai vektorin b alkioissa, on
epavarmuutta. Kertoimet on voitu saada esimerkiksi mittausten tuloksena. Halutaan ti-
etdd, miten suuri virhe tistd voi aiheutua ratkaisuun « . Tarkastellaan ensin, miten 0b:n
suuruinen héiriovektori oikean puolen vektorissa vaikuttaa ratkaisuun. Merkitdan o :114
ratkaisuvektorin muutosta. Vahentamalla yhtalot

Ax=b ja  A(x+ox)=b+ b
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puolittain, saadaan éx = A~'db. Siten absoluuttisen virheen normille saadaan yliraja
(3.13) loz|| < [[A~"[|6b]] -

Lineaarisen yhtaloryhmaén ratkaisun voi kerroinmatriisia skaalaamalla saada pienemmak-
si, jolloin my06s absoluuttinen virhe pienenee. Paremmin ratkaisun virhettd kuvaakin suh-
teellinen virhe ||dx|| /||| . Koska

(3.14) 16l < | A[ll[|]

niin epéyhtéloista (3.13) ja (3.14) saadaan suhteelliselle virheelle yldraja-arvio
[kxdl 195]]
T = MAIAZ

Tamén perusteella asetetaan

Maaritelma 3.3. Matriisin hairioalttius on

r(A) = [AllAT .

Suuri héiridalttius merkitsee siten, ettd pienikin suhteellinen virhe b:ssd voi aiheuttaa
ratkaisuun « suuren epivarmuuden. Aivan vastaavasti voidaan tarkastella matriisin A
h&irion 0 A aiheuttamaa virhettd ratkaisuun, ja saadaan

o] 15A]
le+oal =" ]

Hiirioalttius riippuu (hieman) siitd, missi matriisinormissa (ja vastaavassa vektorinormis-
sa) asioita mitataan. Koska 1 = ||[I]| = [|[AA7|| < ||A|||A7!|, saadaan w(A) > 1
jokaiselle (invertoituvalle) matriisille normista riippumatta.

Huomaa, ettd (toisin kuin determinantti) héirigalttius ei riipu matriisin skaalauksesta:

k(aA) = aA[ll(ad) " | = [al A 15 A7 = [AlllAT] = x(A) .

Unitaariselle matriisille U pitee ||Uz|y = ||z||2, joten |[U|l2 =1 ja samoin |[U ||y =
|U"||]2 = 1, joten ko(U) = 1. Siten unitaarisen matriisin héiridalttius (2-normissa mi-
tattuna) on pienin mahdollinen.

. . 1 _ 1 1
Esimerkki 3.12. Lasketaan xi(A), kun A = ll } Nyt A= =1 [1/6 —1/5}

joten héiridalttiudeksi saadaan lauseella 3.5 (kun ¢ € (0,1))
ki(A) = [AL[AT =251+ 1/s) =1+1/e,

joka on suuri ¢ :n ollessa pieni.
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4. OMINAISARVOTEORIAA

Téassd luvussa kisitellidn lineaarikuvausten ja matriisien ominaisarvoja ja -vektoreita.
Nailld on sovelluksia ldhes kaikilla tieteen ja tekniikan aloilla: rakenteen tai sdhkopiirin
varahtelytaajuudet vastaavat tiettyjd ominaisarvoja jne.

Tarkastelemme ominaisarvojen ja -vektoreiden ominaisuuksia sekd lineaarioperaattoreille
mukavia kantoja, joiden avulla voidaan ratkaista erilaisia dynaamisia tehtavié, kuten lin-
eaarisia differenssi- ja differentiaaliyhtéloiti. Tarkastelemme my6s hieman ominaisarvojen
ja -vektoreiden numeerista laskemista.

Olkoon V K-kertoiminen lineaariavaruus. Lineaarikuvausta avaruudelta itselleen: 7T :
V +— V kutsutaan tavallisesti (lineaari-)operaattoriksi. Jos on olemassa A € K ja vektori
v eV \ {0} siten, ettd

(4.1) Tv=M\v,

niin sanotaan, ettd A on 7T :n ominaisarvo ja vektori v on tahan liittyva T :n ominaisvek-
tori. Ominaisvektori v on siis sellainen, ettd 7' kuvaa sen samansuuntaiseksi vektoriksi.
Yhtélod (4.1) sanotaan ominaisarvoyhtdloksi. Ominaisarvo ja vastaava ominaisvektori
-paria kutsutaan lyhyesti ominaispariksi (A, v).

Esimerkki 4.1. Olkoon A = [13]. Téalloin (A:lla kertomis- ) lineaarikuvaukselle
La:R*— R?*: Lax = Az vektorilla v = [1] saadaan:

Lav=1[33][i] =11l =4[i] =4v,
joten v on L4 :n ominaisvektori ja 4 vastaava ominaisarvo.

Esimerkki 4.2. Esimerkin 2.5 polynomiavaruudessa P3 maéaritellylle lineaarikuvaukselle
Tp(x) = p(2 — x) saatiin polynomeille {p1, Pz, Ps, pa} = {1,1 — 2, (1 — x)*, (1 — 2)*}

Tpr=p1, Tpo=—-p2, Tps=Dps ja Tpys= —Ds.

Titen T:1li on ominaisarvot 1 ja —1. Polynomit 1 ja (1 — x)? ovat ominaisarvoa 1
vastaavia ominaisvektoreita ja 1 —x ja (1 —x)® vastaavat ominaisarvoa —1 .

Esimerkki 4.3. Olkoon C*[0,1] vililla [0,1] &&rettomédn monta kertaa derivoituvien
funktioiden joukko. Selvésti timé on vektoriavaruus. Tarkastellaan derivointioperaattoria
D : C®[0,1] — C>[0,1] : Df = f'. Koska L e = ae*”, nihdéin, ettd D:li on
ominaisvektorit (eli ominaisfunktiot) e** vastaten ominaisarvoja « € R (tai o € C, kun
tarkastellaan kompleksiarvoisia funktioita). Taten kaikki luvut ovat D :n ominaisarvoja

tassd avaruudessa.

Jos tarkastellaan D :td polynomien muodostamassa avaruudessa P, , ndhdaéan, etta D :114
ei ole muita ominaisfunktioita kuin vakiot, jotka vastaavat ominaisarvoa nolla.

Jos u ja v ovat lineaarikuvauksen 7' samaan ominaisarvoon A liittyvid ominaisvektor-
eita, niin

Tlau+ pv)=aTu+Tv=alu+rAv=A(au+ (v),
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joten niiden lineaarikombinaatiokin on \:aan liittyvd ominaisvektori (kunhan ei ole nol-
la). Téten yhteen ominaisarvoon A liittyvit ominaisvektorit muodostavat nollan kanssa
ominaisavaruudent

Er(AN)={veV|Tv=Av}=N(T-X).

Jatkossa pyrimme muodostamaan ominaisvektoreista kantoja. Talloin seuraava tulos os-
oittautuu tarkedksi. Se sanoo, ettd erisuuriin ominaisarvoihin liittyvit ominaisvektorit
ovat aina lineaarisesti riippumattomat.

Lause 4.1. Olkoot A\i,..., N\, lineaarikuvauksen T : V +— V erisuuria ominaisarvo-
ja ja v', ..., v" nditi vastaavia ominaisvektoreita. Tdlldin vt, ..., v"™ ovat lineaarisesti
risppumattomat.

Tod. Olkoon

(4.2) v+ v+ e, v"=0.

Kuvataan tdman sekd vasen ettd oikea puoli 7':114, jolloin saadaan
T(civ' + v+ -+ v")=cTv' + e Tv? + -+ ¢, To"
=M+t + e " =0

Véhennetddn tastd (4.2) A :1ld kerrottuna, jolloin saadaan:

(4.3) coMa—M)vP+cs (M3 —A)vP 4+ + (A — M) v" =0,

Téama olisi saatu myos soveltamalla (4.2):een suoraan kuvausta 7' — Ay I . Sovelletaan nyt
(4.3):een kuvausta 7' — Ao I, jolloin saadaan

(44) Co ()\3 — )\1)()\3 — )\2) ’03 +---t+cy (>\n — >\1>(>\n — )\2) v =0.
Néin jatkaen saadaan lopulta
Cp—1 (>\n—1 — >\1> to (>\n—1 — )\n—2) ,vn—l + Cp, ()\n — )\1) te (>\n — >\n—2> Un =0

ja Cp, ()\n — )\1) cee ()\n — )\n_g)()\n — )\n—l) v"=0.

Koska v™ # 0 ja A\; # A;, i # j, on oltava ¢, = 0. Sijoitetaan tdmé edelliseen yhtaléon
jolloin saadaan ¢,_; = 0 ja niin edelleen 0 = ¢,,_o = --- = ¢y = ¢;. Siispid v!,..., 0"
ovat lineaarisesti riippumattomat. [l

Neliomatriisin A € K"*" ominaisarvoilla ja ominaisvektoreilla tarkoitetaan A :lla ker-
tomiskuvauksen Ly : C" — C" : Lax = A« ominaisarvoja ja -vektoreita. Huomaa, etta
vaikka A olisi reaalinen, silli kertominen méarittelee lineaarikuvauksen myos C" — C".
Ominaisarvojen yhteydessd L4 tulkitaan tdksi kuvaukseksi. TAma osoittautuu mukavak-
si, koska L4 :1la voi olla kompleksisia ominaisarvoja, vaikka A olisi reaalinen:

1 =2] | 1—2 K
[2 1} M - {2¢+1} = (1+20) M
Siis 1+ 2¢ on matriisin A = [] }*] (tal La:n) ominaisarvo ja [i] on vastaava omi-

naisvektori.

147 on identiteettikuvaus: v = v kaikilla v .
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Lineaarikuvaukselle L, ominaisarvoyhtilé (4.1) saa muodon

Av=J>\v eli AN —-A)v=0.
Talla on ei-triviaaleja ratkaisuja (v # 0) tdsmélleen silloin kun
(4.5) det(A\I —A) =0.

Matriisin A ominaisarvot ovat siis A karakteristisen polynomin pa(z) = det(z I — A)
nollakohtia.

Tehtdvd 4.1. Néytd, ettd  pa(z) = 2"+, 12" '+ +a12+ag, missi
A1 =—(a11 +azo+ -+ an,) ja = (=1)"det(A) .
Karakteristinen polynomi on siten n -asteinen. Algebran peruslauseen mukaan n -asteisel-

la polynomilla on kertaluvut mukaan lukien tdsmalleen n juurta, joten n X n-matriisilla
on n ominaisarvoa, joista osa voi olla moninkertaisia. Jos A on reaalinen, sen karak-

teristinen polynomi on reaalikertoiminen. Tall6in, jos A on A :n ominaisarvo, niin A on
myos.

Tehtédvi 4.2. Olkoot A :n ominaisarvot Aq,...,\,. Niytd edelleen, etti
dx=tr(4)  ja [N =det(A),
i=1 =1

missd tr(A) = a1+ ag2+ -+ an, on A:m jdalki (engl. trace).

Matriisin A € K"*" ominaisarvojen joukkoa eli spektrid merkitdén A(A):lla. TAmé on
C:n ei-tyhjd osajoukko, jossa on korkeintaan n alkiota. A :n spektraaliside p(A) on
suurin A :n ominaisarvojen itseisarvoista eli

p(A) = max Al

Tehtivi 4.3. Nayti:  A(AT) = A(A) ja AA)=AA)={A| e AA)} .
Jos A on ylé- tai alakolmiomatriisi, niin sitd on my6s A\I — A, jolloin

det()\I — A) = ()\ — CLLl)(A — CL2’2> s ()\ — anm) .
Saatiin

Lause 4.2. Yld- tai alakolmiomatriisin ominaisarvot ovat samat kuin sen lavistdjaalkiot.

Esimerkki 4.4. Lasketaan matriisin
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ominaisarvot ja -vektorit. Muodostetaan karakteristinen polynomi

A—1 =2 1
p(A) = det(\[-A)=| -1 X -1
—4 4 A—=5

= A=) AX=5)+4)+2(—=(A=5)—4) +1(—4+4))
= A=) N =bBr+4)—20—-1)+4(A—1)
= A=A\ =52+6)=A—1)(A=2)(A—23).

A :n ominaisarvot ovat siis 1,2 ja 3. Ominaisarvoon \; =
saadaan yhtélon (I — A)v! =0 ratkaisuna

1 liittyvd ominaisvektori

0 -2 1 1 -1 1
I-A=|-1 1 -1 =0 1 —i|,
—4 4 —4 0 0 0

jossa matriisille on tehty Gaussin eliminaatio porrasmuotoon asti. Siten ominaisarvoon
1 liittyvid ominaisvektoreita ovat vektorit a (1, —1,—2). Olkoon siis v! = (1,1, -2).
Vastaavasti ominaisarvoon Ay = 2 liittyvd ominaisvektori saadaan eliminoinnin

[1 -2 1] -2 1]
2 —A=|-1 2 —-1| — 0 0
4 4 -3 —4 1]
kautta v? = (2, —1,—4). Ja kolmas saadaan
(2 -2 1] I
3T—A=|-1 3 —1| >0 2 -1
-4 4 2] 0 0]

josta v3 = (1,—1,—4).

Kuten alussa todettiin, yhteen ominaisarvoon liittyvat ominaisvektorit muodostavat nol-
lan kanssa aliavaruuden. Matriisin ominaisarvoon A liittyvd ominaisavaruus on

EsN)={veC'|Av=A v} =NA\I-A).
Jos A ja A ovat reaalisia, ominaisavaruus voidaan tulkita myos R™:n aliavaruudeksi.

Ominaisarvoihin liittyy kaksi erilaista kertaluvun késitettd. Olkoon A matriisin A omi-
naisarvo.

e Jos A\ on A:n karakteristisen polynomin k-kertainen juuri, niin m4(A) = k& on
A algebrallinen kertaluku.

e Ominaisarvon A geometrinen kertaluku on my(\) = dim(Ea(N)) .
Nailld on mm. seuraavat ominaisuudet:

e Jokaisella A € A(A) selvésti patee mg(A) > 1 ja my(A) > 1.

o Edelleen 3, 5 a)ma(A) =n.
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e Lauseesta 4.1 saadaan: ,c,4)mg(A) <n.

e Myohemmin osoitetaan: m,(\) = dim (N(()\I — A)")) , jolloin saadaan
mg(A) = dim (N(AI — A)) < ma(N) .

Esimerkin 4.4 kaikille ominaisarvoille patee m,(\) = my(A) = 1. Tdmai on yleinen totuus
(miksi?) silloin, kun n X n-matriisilla on n erisuurta ominaisarvoa.

Esimerkki 4.5. Matriisin

5 4 3
A=|-1 0 =3
1 -2 1

karakteristinen polynomi on p(\) = (A+2)(\ —4)?. Siten ominaisarvot ovat A\; = —2 ja
Ay = A3 = 4. Siis m,(—2) =1 ja m,(4) = 2. Yksinkertaisen ominaisarvon geometrinen
kertaluku on aina myos yksi, joten my(—2) = 1. Lasketaan tahén liittyva ominaisvektori
ratkaisemalla Gaussin eliminaatiolla (—2I — A)v =0 :

7 —4 -3 1 -2 3
2T-A=|1 -2 3| =0 —18 18],
1 2 -3 0 0 0

joten v' = (1,—1,—-1) ja Ea(—2) =sp(v').

Moninkertaisen ominaisarvon geometrista kertalukua ei yleensd saa selville laskematta
ominaisvektoreita (-avaruutta). Siis ratkaistaan (41 — A)v =0 :

-1 -4 -3 1 4 3
Al —A=|1 4 3|(—=100 0],
-1 2 3 0 6 6

joten ominaisarvoa 4 vastaavia lineaarisesti riippumattomia ominaisvektoreita 16ytyy yk-
si: v2=(1,-1,1) ja Ea(4) = sp(v?). Siis my(4) =1 <2=m,(4).

Niin 3x3-matriisille 16ytyi vain kaksi lineaarisesti riippumatonta ominaisvektoria: v!, v?%.

Monissa sovelluksissa matriisit ovat hermiittisia ( A* = A ) (reaalisessa tapauksessa sym-
metrisii AT = A). Kaikilla matriiseilla (ja lineaarikuvauksilla) erisuuriin ominaisarvoihin

liittyvat ominaisvektorit ovat lineaarisesti riippumattomat. Hermiittiselld matriisilla ne
ovat keskeniin kohtisuorat!®.

Lause 4.3. Hermiittisen matriisin ominaisarvot ovat reaaliset ja erisuuritn ominaisar-
vothin luttyvat ominaisvektorit ovat ortogonaaliset.

Tod. Olkoon A hermiittisen matriisin A :n ominaisarvo ja x # 0 siihen liittyvad omi-
naisvektori. Télloin yhtédlostda A x = A x saadaan sisdtulon ominaisuuksilla

Az,x) = Az, 2) = (Az, z) = (z, A'z) = (z, Az) = (z, \z) =\ (2, 2) |
15 Erisuuriin ominaisarvoihin liittyvien ominaisvektoreiden kohtisuoruus pitee kaikille matriiseille A €

C™*n™ | joille patee AA® = A™A eli jotka kommutoivat liittomatriisinsa kanssa. Téllaisia matriiseja
kutsutaan normaaleikss.
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ja koska (x,z) # 0, on oltava A = X eli A € R.
Jos Ax =)z ja Ay = py, missd A\ # p, niin vastaavaan tapaan kuin edelld

AMey) = (M, y) = (Az, y) = (z, A'y) = (z, Ay) = (z, py) =71 (z.y) .
Nyt A = X # [z, joten on oltava (x,y) =0. O

4.1. Similaarisuus ja diagonalisointi.

Neliomatriisi A on similaarinen matriisin B kanssa, jos on olemassa sdannollinen ma-
triisi S siten, etti B = SAS™!. Tilloin merkitiin A ~ B. Muotoa SAS™! olevaa
matriisia kutsutaan A :n similaarimuunnokseksi.

Tehtava 4.4. Niyta, ettd ~ on ekvivalenssirelaatio eli ettd silla on ominaisuudet:
e |Refleksiivisyys:] A ~ A kaikilla A € K"*".
e |Symmetrisyys:] A~B = B~ A.
e |Transitiivisuus:] A~ B ja B~C = A~C.

Similaarisilla matriiseilla on monia yhteisid ominaisuuksia.

Lause 4.4. Keskenddn similaarisilla matritseilla on sama karakteristinen polynoms ja
siten myds samat ominaisarvot samoine algebrallisine kertalukuineen. Myds ominaisar-
vojen geometriset kertaluvut ovat ndilld samat.

Tod. Olkoon B = SAS™'. Tillsin
(4.6) M—-B=)\SIS'-SAS'=8S\I-A)S™",

joten
det(\ — B) = det(S) det(A\I — A)det(S™') = det(\I — A) ,
eli karakteristiset polynomit ovat samat. Koska S on inveroituva, (4.6):sté saadaan
M-Bv=0 <— WM -A)S'v=0.

Siispi Ep(\) = {v = Su|u € Ea(\)} . Koska invertoituva matriisi S kuvaa lineaarises-
ti riippumattomat vektorit lineaarisesti riippumattomiksi, saadaan dim(Eg(\)) = dim(E4(N)) .
U

Kannanvaihdon muunnoskaavasta (2.3) ndhdéén, etté lineaarioperaattorin matriisiesityk-
set eri kantojen suhteen ovat keskenddn similaariset.

Olkoon matriisilla A € K"*™ ominaisarvot Aq,...,\,, ja niitd vastaavat ominaisvektorit

x!' ..., x™. Muodostetaan matriisi X = [' ... £™]. Tilléin saadaan

AX =[Az' ... Az"]=[\nz' ... Apax™] =[x ... 2" [Al'-./\ }:XA,

.. Lo A1
missd merkittiin A = [ \ ] .
m
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Jos tissi m = n ja jos x!, ... x™ ovat lineaarisesti riippumattomat, niin X on in-
) ) )

vertoituva ja A = X A X ! eli A on similaarinen diagonaalimatriisin kanssa. Tillaista
matriisia kutsutaan diagonalisoituvaksi.

Toisaalta, jos A =S8 D S™' missi D on diagonaalimatriisi, niin helposti nihdéin, etti
S :n sarakkeet ovat A :n ominaisvektoreita, joten tillaiset muodostavat kannan. Saatiin:

Lause 4.5. Matriisi on similaarinen diagonaalimatriisin kanssa tasmdalleen silloin, kun
sen ominaisvektoreista voidaan muodostaa kanta. Ndin on erityisest: silloin, kun ominais-
arvot ovat erisuuret.

Jos A:lla on moninkertaisia ominaisarvoja ja kaikille ominaisarvoille pétee mgy(\) =
mq(\), niin voimme muodostaa ensin kullekin E4 () :lle kannan, joista yhteensd saadaan

ZAEA(A)mg()‘) = ZAeA(A)ma()‘> =n

lineaarisesti riippumatonta ominaisvektoria, joten ne muodostavat kannan. Edellisen lauseen
voi siten kirjoittaa myos muotoon:

Seuraus 4.6. Matriisi on similaarinen diagonaalimatriisin kanssa tasmdalleen silloin, kun
kaikille ominaisarvoille pitee mg(X) = mgy(A).

Matriisin saattaminen similaarimuunnoksin yksinkertaiseen (parhaassa tapauksessa diag-
onaaliseen) muotoon on kiitevidd monissa dynamiikan tehtivissi, kuten jatkossa tullaan
nikemé&an.

Huomautus 4.1. Oletetaan, ettd matriisilla A € R™™ on erisuuret ominaisarvot, joten
se on diagonalisoituva. Jos A:lla on kompleksisia ominaisarvoja, téalloin sekd A ettd
muunnosmatriisi X ovat kompleksisia. Usein on kuitenkin mukava pysytelld reaalisissa
matriiseissa. Seuraava muoto saattaa talloin olla kiyttokelpoinen.

Koska A on reaalinen, sen kompleksiset ominaisarvot ja -vektorit esiintyvit konjugaatti-
pareina: Ax = \x ja Ax = Ax. Merkitddn A\ = a + 16 ja * = v + iv. Télldin
u,v € R" ovat lineaarisesti riippumattomat (koska @ ja T ovat) ja

A(u+iv) = (a+if) (u+iv) = au — fv + i (fu+ av) .
Poimimalla tésta reaali- ja imagindériosat saadaan Au = au — fv ja Av = fu+av eli

A[uv]:[u'v][_‘xﬁg} .

Oletetaan, ettd matriisissa X téallaiset kompleksiset ominaisvektoriparit esiintyvit perakkéin.
Korvataan ne vastaavilla w, v -pareilla. Olkoon néin saatu matriisi X € R™" (reaalisia
ominaisarvoja vastaavat ominaisvektorit voidaan heti valita reaalisiksi). Téalloin AX =

e~ ~—~—1

= ~ ~ L

XA eli A= XAX | missi A on lohkodiagonaalimatriisi A = [ e L } , ja kukin
k

L; on joko reaaliluku tai muotoa [_O‘B ﬁ} oleva matriisi.

4.2. Schurin hajotelma.

Téssd todistamme, ettéd jokainen matriisi on similaarinen ylakolmiomatriisin kanssa, vieldpa
niin, ettd tdméan similaarimuunnoksen suorittava matriisi on unitaarinen. Tamé nk. Schur-
dekompositio on ldhtokohta moniin muihin kiyttokelpoisiin hajotelmiin.
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Lause 4.7 (Schurin hajotelma). Jokaiselle A € C"*" on olemassa unitaarinen Q siten,
etti S = Q*AQ on ylikolmiomatriisi. Tassd S :n diagonaalialkiot (A :n ominaisarvot)
votdaan asettaa mielivaltaiseen jarjestykseen.

Tisti saatavaa esitysti A = QSQ* (= QSQ ') kutsutaan A :n Schurin hajotelmaksi
(dekompositioksi).

Tod. Induktiolla n :n suhteen: tapaus n =1 on selvi.

Oletetaan, ettd lause pitee (n—1)x(n—1) matriiseille. Olkoon A matriisin A € C™*" om-
inaisarvo ja x vastaava ominaisvektori, jolle ||x|y = 1. Olkoon matriisi V' € C**(=1
siten, ettd U = [ V| on unitaarinen (eli tdydennetdén @ avaruuden C™ ortonormaaliksi
kannaksi). Télloin V*x = 0, joten'®

U*AU = [‘w/} [Az AV] = [“"j] D AV] = [é Zﬂ ,

missi C = V*AV e C~Dx(=1  Koska lause pitee matriisille C', on olemassa uni-
~ ~ % ~ 1
taarinen U siten, ettd U CU on ylikolmiomatriisi. Asetetaan Q = U { ﬁ] , jolloin

(@) on unitaarinen ja

R b S 1 N #
S=Q AQ—[ U} UAU[ U}_[O ﬂ'*C(j’}
on yldkolmiomatriisi. Ndin lause on voimassa myos n X n matriiseille. U

Huomautus 4.2. Olkoon H =1 -2 Z”v Householderin muunnos siten, etti Hx = e'.
Tami H kelpaa edellisen todistuksen matriisiksi U , silld se on unitaarinen ja He! =

H?x = x, joten « on H :n ensimmiinen sarake.

Seuraus 4.8. Hermaiittinen matriisi on diagonalisoituva unitaarisella similaarimuunnok-
sella eli sen ominaisvektoreista voidaan muodostaa ortonormaali kanta.

Tod. Jos A" = A ja S = Q"AQ on sen Schurin muoto, niin §* = (Q"AQ)* =
QA" (Q)* =Q"AQ = S. Siis S on hermiittinen ylidkolmiomatriisi, joten se on (reaa-
linen) diagonaalimatriisi. l

Seuraus 4.9. Matriisin determinantti on sen ominaisarvojen tulo.

Tod. Schurin hajotelmasta A = QSQ* saadaan: det(A) = det(Q)det(S)det(Q)™" =
det(S) ja tamdhén on S :n diagonaalialkioiden eli A :n ominaisarvojen tulo. O

16 Merkinnilld # tarkoitamme matriisin osaa, josta emme vélitd mitd se on ja siksi emme sité tarkem-
min laske.
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Matriisin ominaisarvot muuntuvat luonnollisella tavalla, kun matriisia kerrotaan tai ko-
rotetaan potenssiin. Selvisti

AaA) =aA(A) = {a)\ ‘ A€ A(A)} .
Jos (A, z) on A:m ominaispari, niin A’z = A(Azx) = A(\x) = A\ Az = N’z ja
AFx = A (Ax) = A Ox) = AV
=NA = =) N"TAz =Nz
Edelleen, jos A on invertoituva, kerrotaan yhtilo A@ = Az matriisilla A7 :
Ml =A"Ax =z, joten Az =) "1z .

Siispd {1/A| A € A(A)} € A(A™"). Yhdistetdidn tdmé edelliseen tulokseen, jolloin saadaan:
{M|XxeAA)} c A(AF) kaikilla k € Z (k > 1, jos A on singulaarinen). Itse asi-
assa tassd pitee joukkojen yhtdsuuruus. Téamé jatetddn harjoitustehtéviksi seuraavien
tarkastelujen jélkeen.

Jos A=SBS™' niin A>=SBS'SBS!=SB?S"! ja
A*=SBS'SBS™'...SBS'=S8B*S'.
Annetulle polynomille p(2) = apz® + ap_12F"1 + -+ + a1z + ap méiéritellidin
p(A) = A" + oy A 4 0 A+ ol
jolloin tapauksessa A = SBS™' saadaan
p(A) = axSB*S™' + ;1 SB" 'S +... + 0, SB*S™! + SIS
=S (B*+ a1 B*" '+ +aB+ayl) S
=Sp(B)S™!.
Saatiin, ettd matriisit p(A) ja p(B) ovat myo0s similaariset ja muunnoksen vilittdd sama
matriisi S'.
Tehtéva 4.5 (Spektraalikuvauslause). Olkoon p mielivaltainen polynomi. Talloin pétee
A(p(A)) = p(A(A)) = {p(0) | A € A(A)} .

Vihje: ndytad tamai ensin yldkolmiomatriiseille ja sovella sitten Schurin hajotelmaa ja ylla
olevaa tulosta p(SBS™') = Sp(B)S™.

Tehtivi 4.6. Yleisti edellisen tehtdavéin tulos rationaalifunktioille r(z) = p(2)/q(z), kun
ensin madrittelet tAman sopivasti matriisimuuttujan tapaukseen.

Matriisin potenssien ja muiden funktioiden laskeminen similaarimuunnoksen avulla on
ominaisarvoteorian sovellusten erds tarkeimpia tekniikoita.

Esimerkki 4.6. Thmisilli on taipumus helpommin muuttaa keskustasta esikaupunkialueelle
kuin péinvastoin. Oletetaan, ettd K:n kaupungissa muuttamistodennékoisyydet vuoden
aikana ovat:

e keskustasta esikaupunkiin: 0.1 ja
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e esikaupungista keskustaan: 0.04.

Vuoden 2000 alussa keskustassa asui 60% véestostd ja loput esikaupunkialueella. Miten
tdmé prosenttiluku muuttuu? Tyhjeneekod keskusta?

Merkitaan:
nyt nyt
keskustassa esikaup.
A— 0.9 0.04 ensi vuonna keskustassa
N 0.1 0.96 ensi vuonna esikaupungissa.

Niin, kun 2?% = {28} , tulevina vuosina saadaan x'T!' = A xV eli (pyoristettyni)

2000 __ 60 2001 __ 95.6 2002 __ 51.8 2003 _ 45.8 2004 __ 43.4
¥ _{40 " a4.4] 0 7 482 © pa2| 0 " 56.6]

ja kayriné:

100

90

80

701

60

50

40¢

30+

201

10

0 I I I I I
2000 2005 2010 2015 2020 2025 2030

Nama nayttavat tasoittuvan noin [ 9] -tasoille. Onko olemassa lim, .. "7 A:lla on

71
ominaisarvot
A—09 —0.04] B . M=1 ja
o 0.96‘ — A2 186A+0.86=0 eli {AQ gy
sekd ominaisvektorit v' = [2] , v? = [ Y] . Siispi A = VAV missi V =[2 4] ja

A =[",g]  Niin A* = VAV ja

-1
a0 2 LT[0 T2 177M[60] e [2] L [28:6
s @" = lim A’z _{5 1| of |5 —1] |40 =77 |5 T |714] -

Esimerkki 4.7. Fibonacci—luvut f,, k > 0, maéritellaén fo =1, f1 =1 ja fry1 =
fr + fr_1 eli saadaan lukujono

1,1,2,3,5,8, 13,21, 34, 55,...
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Halutaan lausua f; k& :n funktiona. Olkoon

k Ji I k1 _ | Se I K

x’ = , olloin " = = = Ax" ,
[fk—l] ) [ Tk } L 0] [fr—1

missi A = [1}] . Siispd ¥ = A* 'z' missi o' =[1].

Lasketaan A :n ominaisarvot ja -ominaisvektorit:

'A—l -1

— )2 _ ) _
=L

det(A\I — A) =

Saadaan ominaisarvot A; = $(14v/5), Ay = 1(1 — /5), ja ominaisvektorit v/ = [’\f] :
Niin, asettamalla S = [v! v?] = [} 2] ja A = [M ], saadaan A = SAS™'
A* = SA*S™! . Niilld saadaan:

ko oake1o1 [A Aol [T A )\2_11
m_A"B_{ll M-t o1 [

1 ML =X)+ X (M —1)
BNV P e (D v B e O ]

a (kdyttden: A\ + Ay = 1) lopulta
)\]f'i‘l - )\]5‘4-1 _ 1
Al — s 9k+1 \/5

Jr = (ar;’f)1 = ((1 + \/g)k—i-l _ (1 o \/g)kﬂ) ‘

Tehtava 4.7. Olkoon A = {X #} e C™™ missd X ja Y ovat sopivan kokoisia

0Y
Il

neliomatriiseja. Olkoon p mielivaltainen polynomi. Nayté, ettd p(A) = [p 0 p(Y)

Tehtidva 4.8. Niyta: m,(\) = dim <N(()\I - A)")) Vihje: oleta ensin, ettd A on
ylakolmiomatriisi.

Lause 4.10 (Cayley-Hamilton). Olkoon pa(z) = det(zI — A) matriisin A € C™"
karakteristinen polynomi. Tdlloin pa(A) =0.

Tod. Tehdaan Schurin hajotelma A = QSQ", jolloin pa(A) = Q pa(S) Q" ja toisaalta
lauseen 4.4 perusteella pa = pg . Riittdé siis ndyttaa, ettd ps(S) =0.

Todistetaan siis, ettd lause patee ylakolmiomatriiseille. Tehddan tdméa induktiolla: tapaus
n=1: ps(z) =z—s, joten ps(s) =0.

Oletetaan, ettd lause péatee (n—1)x(n—1) yldkolmiomatriiseille. Olkoon

8 # nxn
S_|:0 g,] e C
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yldkolmiomuotoa. T&llin S € Cr=Dx(=1) on myés ylikolmiomatriisi, joten induktio-
oletuksen mukaan pg(S) = 0. Nyt pétee

psz)= [I =N =(2=9) ps() .

AEA(S)

Siis ps(S) = (8§ — sI) pg(S) . Tehtédvin 4.7 perusteella saadaan siten

el IR G A B R i

0 S—sI|]| 0 pg(S) 0 S—sI|| 0 0
Néin tulos pétee myds n x n yldkolmiomatriiseille ja todistuksen alun mukaan kaikille
neliomatriiseille. U
Tehtévi 4.9. Olkoon A € C™*™ invertoituva. Nayté, ettd on olemassa kertoimet cg, ..., ¢, 1

siten, ettd A ' =co I+ A+---+cp_1 A"

Tehtévd 4.10. Olkoon A € C™" ja P (A) = {p(A)|p € Px} eli kaikkien A :n poly-
nomien joukko. Néyté, ettd dim(Py(A)) <n.

Esimerkki 4.8. Tarkastellaan tah&nastisen teorian ei-triviaalina sovelluksena nk. Sylvesterin
yhtaloa

(4.7) AX-XB=C.

Tassd matriisit A € R™™, B € R™" C € R™" on annettu ja yhtilostd pitéisi
ratkaista matriisi X € R™*". Tillaisia yhtaloita esiintyy mm. sdatoteorian yhteydessa.

Naytetadn, ettd yhtalolld on olemassa yksikésitteinen ratkaisu, jos matriiseilla A ja B
ei ole yhteisii ominaisarvoja, eli kun A(A)NA(B) =10.

Kuvaus X — T(X) = AX — X B on lineaarikuvaus 7' : R™*" — R"™ ™ Siis aiem-
min olleen harjoitustehtdvin nojalla 7' on invertoituva, jos sen ydin on triviaali, eli
N(T) = {0}. Naytetdan taméa. Olkoon X € R™ ™ siten, ettd T(X) = 0. Talloin
AX = X B, josta A°X = A(AX)= AXB = X B? ja (induktiivisesti) A*X = X B*
kaikilla & > 1. Laskemalla n&itd yhteen saadaan: p(A)X = X p(B) jokaisella poly-
nomilla p. Olkoon pp nyt B :n karakteristinen polynomi, jolloin Cayley-Hamiltonin
lauseen mukaan pg(B) = 0. Siispd pg(A)X = 0. Nyt spektraalikuvauslauseen perus-
teella A(pp(A)) = {pe()) } A€ A(A)} . Koska A:lla ja B:lli ei ole yhteisii ominais-
arvoja, saadaan pg(A\) # 0 kaikilla A € A(A). Siispd 0 ¢ A(ps(A)), joten pg(A)
on invertoituva ja on oltava X = 0. Néin ollen 7":n ydin on triviaali, joten Sylvesterin
yhtalolla on olemassa yksikasitteinen ratkaisu.

Kurssilla Numeerinen matriisilaskenta tullaan kisittelemaén menetelmia, joilla Sylvesterin
yhtélon voi numeerisesti ratkaista. Namé perustuvat matriisien A ja B Schurin ha-
jotelmiin.
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Tehtéva 4.11. Olkoon M = [A C] , missi A ja B ovat neliomatriiseja ja A(A) N

0 B

NP A 0
A(B) = (. Nayta, ettd M ~ {O Bl
I X}

Vihje: etsi similaarimuunnosta muodossa S = [0 I

4.3. Jordanin muoto. Kaikki matriisit eivit diagonalisoidu, mutta kaikki matriisit ovat
similaarisia ylakolmiomatriisin kanssa. Kuinka yksinkertaiseen muotoon matriisin voi sim-
ilaarimuuntaa? Erityisen mielenkiinnon kohteena ovat tdssd matriisit, joille jonkin omi-
naisarvon geometrinen kertaluku on pienempi kuin algebrallinen, silli muuthan diagonal-
isoituvat.

Jos matriisin A ominaisarvon A\ geometrinen ja algebrallinen kertaluku (= k) yhtyvit,

poimitaan ominaisavaruudesta E4(\) = N(A — A1) kanta x',...,x"*, jolloin
(4.8) Az ..t =z ... '] [A-..A] .
Jos Ai, ..., A\, ovat matriisin A erisuuret ominaisarvot ja ki, ..., k, ndiden algebralliset

kertaluvut, niin A :n karakteristinen polynomi voidaan kirjoittaa: pa(z) = H;I.:l(z—)\j)kf
ja Cayley-Hamiltonin lause sanoo, etté

(A-ND"(A- XD .. (A-)\I)=0.

Maaritellddn kullekin ominaisarvolle invariantti aliavaruus

Ea(\j)={veC'|[(A-\T)w=0}=N(A-\I)M).
Selvisti Ea();) C EA()\j). Jos ominaisarvon A; geometriset ja algebralliset kertaluvut
ovat samat, niin osoittautuu, ettd ndmé avaruudet ovat samat (ks. tehtivi 4.8).
Olkoon A A:n ominaisarvo, jolle Ea()\) # EA()\) . Talloin on olemassa k > 2 ja
w”® € E4(N\) siten, ettd (A — A\I)*w”® =0, mutta (A — X\ I)"1w" # 0. Asetetaan

w = (A- NI w".

Télloin

Aw'! = \w! ja Aw’ = w +w' ™, j=2,... k.

Saadaan matriisimuodossa

Al
(4.9) Aw!' w? ... w] = [w' w? ... w" [ A 1]
A
Tillaista jonoa (w!,... w") kutsutaan ominaisarvoon A liittyviiksi ja ominaisvektorista

w! ldhteviksi ketjuksi. Tamin vektorit ovat lineaarisesti riippumattomat (harjoituste-
htavd). Osoittautuu (ei tod.) ettd kuhunkin ominaisarvoon A voidaan liittda m,(\) kap-
paletta tallaisia ketjuja, joiden yhteenlaskettu pituus on mg(A).

31
3
Esimerkki 4.9. Matriisin M = [ 34 ] ainoa ominaisarvo on A = 3 (joten
3
3
m4(3) = 6). Télld on kolme lineaarisesti riippumatonta ominaisvektoria e', e® ja b
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siis m,(3) = 3). Niisti lihtee ketjut (e', e?), (€3, e*, e’) ja (e°), joiden yhteenlaskettu
9
pituuson 24+3+1=6.

Muotoa

A1
J\ ) = { A 1} e C™r
A
olevaa matriisia kutsutaan Jordan-lohkoksi. Jordan-matriision (lohkodiagonaalinen) yldkolmioma-

triisi
J _ J(A1,r1) ’
J()\k,?”k)
jonka lavistdja koostuu r; x r; kokoisista Jordan-lohkoista.
J(3.2)
Esimerkin 4.9 matriisi M on Jordan-matriisi { J(3,3) } .
(3,1)

Edelli olevia tarkasteluja jatkaen voidaan todistaa'”:

Lause 4.11. Jokainen neliomatriisi A on similaarinen jonkun Jordan-matriisin kanssa.
Tatd kutsutaan A :n Jordanin muodoksi. Se on lohkojen jarjestysta vaille yksikdsitteinen.

Esimerkki 4.10. Esimerkissa 4.5 laskettiin matriisin

5 4 3
A=1|-1 0 -3
1 -2 1
ominaisarvot A\; = —2 ja Ay = 4 algebrallisine kertalukuineen m,(—2) =1 ja m,(4) =

2. Ominaisvektoreita niille 16ytyi v* = (1, —1,—1) ja v? = (1,—1,1). Niin molempien
ominaisarvojen geometrinen kertaluku on yksi. Etsitiin vektoria w! = v? vastaava ketju
(w', w?) eli ratkaistaan yhtilo (A — 4I)w? = w'. Eliminoinnilla

1 4 3 | 1 1 4 3 |1
[A—d4I |w']=|-1 -4 =3 | =1 >0 0 0 | 0
1 -2 -3 | 1 0 -6 —6 | 0

(tai suoraan nikemilld) saadaan (eriis ratkaisu) w? = (1,0, 0). Niin saadaan:

A o' w' w? = [v! w' w? [_24}1] :

1

Koska X = [v! w' w?] = [:i [J(—z,n

11 ) )
—-10| on invertoituva, saadaan: A ~ g | -
10 (4,2)

Esimerkeisséd 4.6 ja 4.7 tarkasteltiin muotoa
2l — A gk

olevia diskreetteji systeemeji. Téllaisen ratkaisu saadaan: & = A* 2°. Diagonalisoitu-
A
vassa tapauksessa A = V |7 - ] V! saadaan potenssit laskettua yksinkertaisesti

n

1"Katso esim. Horn and Johnson: Matriz analysis, Cambridge University Press, 1985
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)\k:
A=V [ e /\k] V1. Yleisesti, jos Ja4 on A:m Jordan-muoto, eli A =V J, V!,

. . J()‘l 7T1) ..
missd J 4 = - niin

' J()\mﬂ"m):| ’

Ak: — V J()‘lvrl)k V—l
I Ay )P ’

joten tarvitaan Jordan-lohkojen potensseja. Namé saadaan seuraavasti.
Al

Lemma 4.12. Kun J = J(\,r) = [ A } C™" | niin

A

A EAk—1 (g)Ak72 (r 1))\k¢ r+1
Ak EXE—L
Jh = N ) e I
. k)\krfl
)\k:

k! R
el (95 = (1) Moot missit (+) = { e
) un j > k.

Tod. Induktiolla: tapaus & =1 on selva.

Oletetaan, ettd (J*);; = < ) A=+ iolloin

j—i
(T iy = (T INig =0 T (T = Tia (T)ig + Tiger (T iy
—\ ( ) AR—i+i 4 <J 1: 1) AF—iHiHT (&ﬂ) AL

J—1

missad kiytettiin

(1) + (5) = mitt + oty = e = ()

Néin induktioaskelkin on néytetty. U

Nain esimerkin 4.9 matriisille saadaan

3k f3k-t
3k
Mk _ 3k kgkfl k(kgil) 3k72
3k k3k-1
3k

3k:

4.4. Ominaisarvojen ja -vektoreiden numeerinen laskeminen.

Matriisin ominaisarvot saadaan laskettua tarkasti vain erikoistapauksissa. Usein joudu-
taan kayttdmaan approksimaatioita tai numeerisia menetelmia. Jos matriisin diagonaalin
ulkopuoliset elementit ovat pienid, niin diagonaalielementit ovat talloin hyvid ominaisar-
vojen approksimaatioita. Tdméa on seuraavan lauseen sisalto.
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Lause 4.13 (Gershgorinin ympyrét). Olkoon A € C™" ja kullakin i =1,...,n olkoon
B; kompleksitason a;; -keskinen ja r;-siteinen kiekko, missi r; = Z#i la; ;| . Tdlloin
A(A) on ndiden kiekkojen unionissa eli

Tod. Jos A € A(A),niin A\I—A on singulaarinen. Olkoon « # 0 siten, ettd (\[—A) x =
0 ja olkoon i siten, ettd |x;| = max;|z;| . Télloin

(A —a;;)w; Za”x], joten A — a”|<Z| ]|‘

J#i JF#i J#Z
eli A€ B;. U

7]|

Ominaisarvojen ratkaiseminen karakteristisen polynomin juurina on yleensid mahdollista
vain pienille matriiseille. Koska karakteristisen polynomin kertoimet saadaan kertomalla
matriisialkioita keskendédn ja laskemalla yhteen tuloja, on jo karakteristisen polynomin
muodostaminen altis pyoristysvirheille. Siksi matriisin ominaisarvoja ei yleensi lasketa
numeerisesti karakteristisen polynomin avulla'®.

Potenssimenetelmd on iteratiivinen menetelmd, jolla saadaan selville yksitellen matriisin
ominaisvektoreita ja sitd kautta myds ominaisarvoja. Oletetaan, ettd matriisille A €
C™m 1oytyy n kappaletta lineaarisesti riippumattomia ominaisvektoreita @', ..., " (eli
A on diagonalisoituva). Silloin mielivaltainen vektori u® € C" on lausuttavissa niiden
lineaarikombinaationa

wW=caxl+ - +ec,z"
Muodostetaan vektorijono u! = Au’/||Au’||, u® = Au'/||Au'||, eli iteraatio
= Adt/| AW, k=12,

Tillsin induktiolla saadaan helposti u* = A*u®/||A*u®||. Oletetaan, etti \; on itseis-
arvoltaan suurin ominaisarvo ja etta

Ml N =2 n
T&llgin, koska A*x/ = A\ a7 | saadaan:
K ot Afxl + g AFx? + - 4 ¢, AFam
|l ARt 4 ey AP 4 e, AR
oaXNat+eoMNet+ e Nt
e Nt ey A2 - e M|

:(A_)k a '+ e (ij) z?+ -+, (3
[A1] ||Clw1+02()\2) $2++Cn(

) @

) an||

Xk

187tse asiassa karakteristisen polynomin kertoimet lasketaan numeerisesti yleensi ominaisarvoista!
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Koska limy_ 0 (3)" = 0 kaikilla j = 2,...,n, nihdin, etti u
1

x! m suuntaa edellyttien, ettid c; # 0. Tarkemmin sanottuna'®

.n suunta ldhestyy yhi

lim (u* — cu*2') =0,
k—o0
missi, = ﬁ ja ¢ = gy - Erityisesti (ndytd taméi)

lim (Au" u*) =\, .

fim (Auf,u) =

Siten potenssimenetelmin tuottamat vektorit w* kiifintyvit ominaisvektorin x' suun-
taiseksi. Periaatteessa menetelmsi ei toimi, jos alkuarvausvektorille u’ kerroin ¢; sattui
olemaan tarkalleen nolla. Kaytannon laskennassa néin ei kuitenkaan pyoristysvirheiden
takia padse kiymaan.

[teraation suppenemisnopeus riippuu suhteen r = max;~; [A\;/\1| suuruudesta. Jos ma-
triisin itseisarvoltaan suurin ominaisarvo on selvisti muita suurempi, suppeneminen on
nopeaa.

Jos A on siinnéllinen, sen kifinteismatriisin A™' ominaisarvot ovat 1/);, joten sovelta-
malla potenssimenetelmia kidnteismatriisiin, saadaan selville itseisarvoltaan pienin omi-
naisarvo. Tésséd iteraatio kannattaa laskea muodossa

Awf = b= ]
jolloin riittad ratkaista yhtaloryhma, eiké itse kddnteismatriisia tarvitse muodostaa.

Jos halutaan laskea A :n ominaisvektori «” ja ominaisarvo A, , jolle tunnetaan likiarvo
A, niin potenssimenetelmad voidaan kiyttda hyviksi edellyttiden, ettd likiarvo toteuttaa

A=A <N—A,  i=1,...,ni#p.

Koska matriisin A — \I ominaisarvot ovat A — h\ ja ominaisvektorit samat kuin A :lla,
niin matriisin (A — V4 )~! itseisarvoltaan suurin ominaisarvo on X 1—X
inaisvektori . Siten potenssiinkorotusmenetelmalld saadaan laskettua A :n mielival-
tainen ominaisarvo.

ja vastaava om-

Kaytannossd approksimaatiota h\ korjataan joka kierroksella. Seuraava nk. kddnteinen
iteraatio on melko tehokas:

e ratkaistaan yhtils (A — A\, J) wht! = u*

e lasketaan: u*t! = wkt!/||wh |, Nrp1 = (Aurt uhrt)

4.5. Positiividefiniitit matriisit.

Olkoon A € C™*" hermiittinen (tai reaalinen ja symmetrinen). Sita vastaava neliémuoto
Qa on kuvaus C" - R, Qa(x) = (x, Azx) . Tamén arvot tosiaan ovat reaaliset, silla

(x, Azx) = (x, A’x) = (Azx, x) = (x, Ax) .

19k ei suppene, ellei Ay > 0.
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Neliomuoto Q@4 — ja vastaava matriisi A — on
e Positiwvisemidefiniitti (negatiivisemidefiniitti), jos (x, Ax) >0 (< 0) kaikille x.
o Positividefiniitti (negatiividefiniitti), jos (x, Axz) >0 (< 0) kun x #0.
e Indefiniitti, jos se ei ole semidefiniitti, eli jos 10ytyy vektorit @ ja vy siten, ettd
(x,Az) >0 ja (y,Ay) <0.

Esimerkki 4.11. Tridiagonaalinen n x n-matriisi

2 —1'
-1 2

esiintyy esim. approksimoitaessa toista derivaattaa % tasavilisessi hilassa. A on sym-
metrinen ja positiividefiniitti, mikd ndhdadén seuraavasti

(x, Az) = 2|21)? — 2173 — 2271 + 2 |22]? — 29T3 — 23Tz + 2| 23| — - + 2 |zn)?
= \a:1]2 + (1 — z2) (1 — x2) + (w2 — x3) (w2 — 23) + -+ + (Tn—1 — Tn) (Tn—1 — Tn) + ]xn\z
= |21 + |v1 — @2? + w2 — z3]* + -+ |wact — @+ 2> >0,

ja nolla saadaan vain tapauksessa vy =2x9 =---=1x, =0.

Neliomuodon ja sitd vastaavan matriisin ominaisarvojen vilistd yhteyttd kuvaa seuraava
lause. Muistamme, ettd hermiittisen matriisin ominaisarvot ovat reaaliset.

Lause 4.14. Olkoon A € C™*" hermiittinen ja sen ominaisarvot numeroitu kasvavaan
jarjestykseen Ay < Ay < -+ < \,,. Tdlloin mielivaltaiselle x € C™\ {0} pdtee
(z, Ax)

M )

IA

<A

Alaraja (yldraja) M\ (A, ) saavutetaan vastaavalla ominaisvektorilla.

Tod. Lauseen 4.8 perusteella hermiittinen matriisi voidaan kirjoittaa A = UAU™, missi
A= [/\1 BN ] ja U on unitaarinen. Olkoon x # 0 ja v = U"x. Télloin (v,v) = (z, x)
ja "
(x, Az) = 2" UANU 'z = (U*z)" AUz
= oTAT =\, o1+ Ao oo+ 4 Ay v
> A1 (Jor] 4 oo+ 4 [0a]*) = A1 (v, )
=\ (z,x) ,

joten alaraja on todistettu. Ylaraja saadaan vastaavasti.

2

Se, ettd rajat saavutetaan vastaavilla ominaisvektoreilla on selvi. 0

Lauseketta % kutsutaan Rayleigh’n osaméaéréksi. Sen minimointi ja maksimointi an-

tavat hermiittisen matriisin pienimmén ja suurimman ominaisarvon.

Positiividefiniiteille matriiseille saadaan siten seuraava karakterisointi
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Seuraus 4.15. Hermaittinen matriisi on positiwvidefiniitti jos ja vain jos sen kaikki omi-
naisarvot ovat posititviset.

Olkoon A € C™" hermiittinen ja positiividefiniitti ja olkoon Aj., i, =

ail ... air ]

arl ... Qpp

Toisin sanoen A :sta otetaan r X r vasen ylinurkka, 1 < r < n. Téllaista kutsutaan
A :n pddaneliomatriisikst.

Jos v € C"\ {0}, niin lisdtddn v :hen nollia, niin ettd saadaan v = [§] € C™\ {0}, joten
0< <'i7, A’l~7> =0T Av = v’ Al:r,l:r v = <’U , Al:r,l:r ’U> .

Néin A;., 1., on my0s positiividefiniitti. Taten A m kaikki pééneliomatriisit ovat posi-
tiividefiniitteja. Erityisesti niiden determinantit ovat positiiviset. Yllattden tdma myos
riittad karakterisoimaan positiividefiniitin matriisin:

Lause 4.16. Hermiittinen matriisi on posititvidefiniitti jos ja vain jos sen jokaisen padanelio-
matriisin determinantti on posititvinen.
Tod. Todistus sivuutetaan. Katso esim. Horn and Johnson: Matriz analysis U

Esimerkki 4.12. Matriisi

on positiividefiniitti, silla

250, |23'=3>0 ja ‘2_1_3

-1 2 4’:1>O.
34 9

Matriisin || - || -normin laskeminen palautuu ominaisarvotehtéviksi:
Lause 4.17. Olkoon A € C™*". Tdlloin | Al = \/p(A"A).

Tod. Matriisi A*A on hermiittinen ja positiivisesti semidefiniitti (miksi), joten lauseen
4.14 perusteella

|Al|3 = max (Az, Ax) = max (x, A*Ax) = max u=p(A*A).

l[z[l2=1 l[2ll2=1 neA(ATA)
O
Olkoon || - || jokin C™:n normi ja sitd vastaava matriisinormi. Olkoon A nelimatriisi,
A sen ominaisarvo ja v siihen liittyvi normeerattu ominaisvektori ||v|| = 1. Téll6in

[Av][ = [[Mv]| = Al [lv]l = [A],
joten ||A|| > |A| . Tamé pétee kaikille ominaisarvoille, joten
(4.10) p(A) <[ A] .
Hermiittiselle matriisille ja matriisin || - || -normille téssd patee yhtdsuuruus.

Lause 4.18. Olkoon A hermiittinen. Tdlloin p(A) = || Al|2.
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Tod. Hermiittiselle A saadaan

* _ 2\ _ 2| _ 2 _ 2
P(ATA) = p(A%) = max |u|= max |V|=( max |X)" =p(4),

joten vaite saadaan lauseesta 4.17. O
Lauseen 4.17 mukaan matriisin A € C"™*" kakkosnormi on matriisin A*A € C™*"
suurimman ominaisarvon neliéjuuri. Olkoot A* A :n ominaisarvot numeroitu suurimmasta
pienimpadn gy > --- > pu, > 0. Néiden nelidjuuria o1 = /1 > -+ > 0, = /lin

kutsutaan matriisin A singulaariarvoiksi. Toisin kuin ominaisarvot, ndmé on méaritelty
kaikille matriiseille. Lisiksi patee

Lause 4.19 (Singulaariarvohajotelma). Jokainen matriisi A € C™*" voidaan esittdd tu-
o1
lona A=UXV" missa U € C™™ ja V € C™" ovat unitaarisia ja X = [ . } €

Cm>n . Tdssi oyq,...,0. ovat A :n nollasta poikkeavat singulaariarvot.

Tod. Emme todista tata kokonaan, mutta lausekkeista

A*A=VIITZV* ja AA*=UXIU*
nahdéadn, ettd V :n ja U :n sarakkeet koostuvat matriisien A*A ja AA* ortonor-
maaleista ominaisvektoreista. U

Lauseen 4.17 perusteella

JA7 s = /o((A7) A7) = Jo((AA7))

1 1
= max = = —

VA= —
ueA((AA*)*l) Minueraas) /I On

missi. 0, on A pienin singulaariarvo?’. Titen kakkosnormissa mitattuna matriisin
hairidalttius on

_ g
ka(A) = Aol A7 = 0_1 :

n

Tehtédvd 4.12. Niyti, ettd hermiittisen matriisin A héiridalttius saadaan

el A) = max{|>\\ ‘)\ € A(A)} _ p(A)
2 min {[A[[ A€ A(A)}  p(A)

Esimerkki 4.13. Aiemmin laskettiin matriisille A = _66} hairivalttiudeksi 1-

1
1
normissa mitattuna x,(A) =1+ 1/e. Lasketaan nyt ro(A). Saadaan
R U T I S T O
A'A= [5 —a} {1 —5] - [0 2&?2]
Siispia A :n singulaariarvot ovat: o7 = /2 ja o0y = £v/2. Niin hiiridalttius saadaan:
ko(A) = 1/e, joka (pienilld ¢) on oleellisesti saman kokoinen kuin x;(A).

20 A*A ja AA* ovat similaariset, kun A on nelidmatriisi (harjoitustehtévi).
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4.6. Matriisin sarjat ja eksponenttifunktio.

Mielivaltaisessa normiavaruudessa V' jono {v*}2°, suppenee kohti alkiota v € V', jos
pitee: limy_,o [|[v* — 0| =0.

Téssd tarkastelemme erditd matriisijonoja ja -sarjoja sekd ndiden suppenemista.

Lause 3.6 sanoo, ettd jos ||A] < 1, niin I — A on invertoituva. Seuraavassa esitimme
téalle toisen todistuksen ja laskemme télle inverssille sarjan.

Lause 4.20. Olkoon A € C™" siten, ettd |A| < 1. Tdlldin matriisi I — A on inver-
toituva ja (I — A)™' woidaan esittid suppenevana sarjana

=) A=T+A+ A

Tata sarjaa kutsutaan A :n Neumannin sarjaksi.

Tod. Olkoon a;j(k) = (A")y;. Tallsin |a;(k)] < |A*] < |JA|* (ks. (3.12)). Koska
> o IJA|* suppenee (summa = 1/(1—||Al|)), niin kaikki sarjat s;; = > po aij(k), i,j =
1,...,n, suppenevat. Olkoon S = {s;;} ja S" =3 _, A". Tillsin
n K K ||A||"Jrl
Is—s=1 Y afl< > jar= A0 o o,
k=n+1 k=n+1
Edelleen
ATl — T ki _ _ k1)
IS0 A) T = i |5 ML) 1] = mmz A
= lim || — A" < lim |A|"™ =0

n—oo n—o0

Siis S(I — A)=1I. Samoin (I — A)S =1, joten (I — A)*=S. O

Tehtdvi 4.13. Olkoot A € R™™ | b € R" siten, ettd |A| <1 jaa;; >0, >0,
1,...,n. Néaytd, ettd yhtdlon * — Ax = b ratkaisulle pétee: z; >0, j=1,...,n

Sarjateoriasta tiedetddn, ettd eksponenttifunktion potenssisarja e” = > ° Z—T suppenee

Ve € C. Tamén analogian perusteella voidaan méaritella neliomatriisin eksponenttifunk-

tio kaavalla
k
=> nAk
k=0

Samaan tapaan kuin edellisen lauseen todistuksessa kullekin elementtisarjalle saadaan
; i elAl =y L k
suppeneva majorantti el 4l =% S || A"

Sarja on siis suppeneva, mutta niyttii hankalalta laskea e? suoraan méiritelmisti.

Tarkastellaan muutamia erikoistapauksia. Lavistdjamatriisin D = diag(dy,ds,. .., d,)
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potenssit ovat D* = diag(d¥, d%, ..., d"), joten

(o]

1 k oo dk oo dEN\ . dy dn
E L DY =diag(3 e oo ) = diag(e™, ... e™) .
k=0

Matriisia IN sanotaan nilpotentiksi, jos IN' = 0 jollekin { > 0. Selviisti tilloin myds
kaikki korkeammat potenssit ovat nollia. Siten eksponenttifunktion eN sarja katkeaa,
joten
-1
1tk 1 nT2 1 -1
k=0

Esimerkki 4.14. Matriisi
N = [8 } ?}
000

on nilpotentti, silli N? = [§ é] ja N® =0. Siten

oo

eN:I+N+%N2:[

|-

Seuraavan lauseen avulla e? voidaan laskea yleiselle nelidmatriisille A .

==

1
1
0

OO

Lause 4.21. Olkoot A, B ja P n x n-matriiseja ja P lisiksi sddnndllinen.

) Jos C = PAP™' | niin ¢€ = PeA P,
) Jos AB = BA, niin eATB =¢AeB .

) A= (oA
)

eA) = (eA)*,

Todistus. a)

ePAPT =N 1(PAP L

jossa esiintyy potensseja
(PAP ™)' = PAP'PAP'...PAP ' = PA"P'.

Siten

S : —~ 1 ip _ p,Ap-1
n}bl_r)réozk'(PAP Lk JE%OPZHAP — PAP .
b)-kohdassa voidaan kiytt#i binomikaavaa potenssien (A + B)* laskemiseksi, koska A
ja B kommutoivat:
k "
A+B)f=) ———= A/B"7.
( =2 gt (k= 3)!

J=0
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Taten

A+B __ = 1 k __ = . Aj Bk_j
A= Lgars) 2@7@)

k=0 k=0 \j=0
- (Z?) (Zﬂ” ”
§=0 k=0

Viimeiselld rivilla on kiytetty "summien konvoluutiolle"tulosta (Cauchyn tulo), joka voidaan
todistaa induktiolla. Se pitee téssd myos matriisisarjoille, koska A ja B kommutoivat.

¢)-kohta seuraa b):sti: I = e = eA~4 = eAe™4 | d) jéitetdéin harjoitustehtiviksi. O

Jos matriisi A on diagonalisoituva, eli 16ytyy P siten, etti A = PAP™', jossa A on
lavistdjamatriisi, niin lauseen a)-kohdan mukaan
e = PerP

Koska livistdjimatriisin eksponenttifunktio osataan laskea, on e? :n laskeminen diago-
nalisoituville matriiseille ratkaistu.

Esimerkki 4.15. Matriisin A = [9}] ominaisarvot ovat A\; = 1 ja Ay = —1. Niitd
vastaavat ominaisvektorit ovat esim. v! = [1] ja v? =[] . Siten

A:[(l)—l]v P:H—ll]

A A—l_l 1 61 O l%
¢ = Pp _{1 —1“0 et | L

2 2
lle+e! e—e| _[coshl sinhl
2le—et e+e | |sinhl coshl

ja

Jos A eiole diagonalisoituva, niin se voidaan kuitenkin similaarimuuntaa Jordanin muo-
toon Ja. Nyt e’4 on lohkolidvistidjimatriisi, jonka lohkot koostuvat muotoa e’
olevista matriiseista. Ndmé voidaan laskea seuraavasti: Jordan-lohko voidaan kirjoittaa
lavistajamatriisin ja nilpotentin matriisin summana

A1 A 01
J()\,r):)\I—I—N:l )"121}:[ A ]+[ "':11]
A A 0
Koska AI ja NN kommutoivat, saadaan
r—1

eJ()\,r) — 6)\I+N — e)\ § %N] )
=0

Esimerkki 4.16. Esimerkissa 4.10 laskettiin matriisin
5 4 3
A= [—1 0 —3]
1 1

similaarimuunnos Jordan-muotoon

X_lAX:JA:[_241} , missi X:[

4
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Naiin ollen

—2
e =Xl X =X [6 eJ(4,2)] X
1
0
0

1 117 [e2 11 -1
= |-1-10 4711 -1 -1
-110 € [0 1] -1 1
4t —e 243t —eZ4et
=11-2 e?-¢ e ?—¢t
2et e 24t e P4t

Harjoitustehtavia

1. Osoita, etté
det(ed) = @A) |
2. Olkoon V € C™" vinohermiittinen: V* = —V . Niytd, etti e¥ on unitaari-

nen. Vastaavasti eksponenttifunktio reaalisesta vinosymmetrisestd matriisista on
ortogonaalinen.



