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Hier kisnmen wir anch jede Funktion entwickeln im Intervall [—T, +1]

o
fx)= k(). (2.14)
. rye= . m
Die Entwicklunegskoetizienten berechnen *.-;ir.:jl it diesewm Fall zu
1 o .
Gy = Ve @A ()% . (2.15)
at g
Allgemein lisst sich das auf periodische Punktionen erweitern. Diese lassen sich samtlichst
durch Fourier-Reihen darstellen. Ist deren Periode nicht durch 2m gegeben, kann man eine ein-
fache Variablen-Transformation durchfithren, welche die Deriode der Funktion auf das Intervall
[—T11, +11] abhbildet.

2.1.2 Legendre-Polynome

[n der Llektrostatik ist das vollstandige Funktionensystem der Legendre-Polynome relevant,
Wir betrachten hierzu die [funktion welche im Poisson- Integral auftritt

1
Y= . (2.16)
Ir=r]
Bezeichnet man it o den Winkel zwischen r und T " kunen wir dies schreiben als
1 1 _
W=y =V (2.17)

TP T T - Zroose) L RrL o 2rer. cosl)

Hier haben wir deliniert

r. =mn(r,r), r.=max(r,r), (2.18)
Dy dweck dieser Delinitiouen ist, dass man damit einen dimensionstosen Parameter
M
- =1 (2.19)
s '
hat, nach welchemn man die Wurzel entwickeln kann
W = ilf! - 1 i
My - || le
1-2"< msa+ -
1 | | r-  1( U b :
== l+asa—+= 3wsa—-1 = +,,,
I";. '-_. 2 *-..
1 Fn’" |‘-I:| Ilﬂﬁ
= Po.lcosa) °© (2.20)

~ =0 -
Die hier aultretenden Koeflizienten sind die Legendre-Polynome Pr{cosa). Mit der fiir radi-
alsymumetrische Probleme typischon Substitution X = osa, so dass =1 2 x = +1 gilt, lanten
e gesten Lepondre=-FPolynome

Po(x) =1,
Py(x) = x,
(., )
F‘:(K)=2 -1,
1( )

Pa(x) = 5 G — 3 (2.21)
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Man sieht bareits, dass die Lependre-Polynome it ungeradem Index anch nngerade Fimktionen
von X sind und umgekehrt, Allpemein kann man die Legendre-Polvnome nach der Rodrignez-
Formel berechnen

1 o

—_ 2 _ 1yh
Pa(x) = o0y g (X =17 (2.22)

Die Funktion

1

X = =TT .

Pa(x)t" (2.23)

wird dann auch als genevierends Punktion der Legendre-Palynome hezeichnet, da wir diese ana
der Taylor-Entwicklung der Funktion erhalten. Wir kiinnen Sie benutzen um eine praktische
Rekursivuslormel [l die [at_*;u,'t"'.ru'| I'I“:-F‘I.‘I'l_\* nome zi bekommen

ag(t, x) _ x =1 _ é -1 o -
ot T (L-axppyve = MPalOUT (2.24)
Multipliziersn wir bueide Seiten dieser Glaichung mit (1—23(t+t?}, wird gerade die generierende
Funktion reprodusisert
. m 'p]_ x t m n .
(1-2xt+t)  nP Ot 1= (1 2xt 4 £)U7 = (x—-t) Pnlx)t". (2.20)

n i
Wir sortieren diese Gleichunp nach Polenzen von t

¥ 7 (3 ) i ) i
mMP L™ —  2nxPL (Ot + SR + POt = xPa(x) = 0.
m=0 =0 £} B} M=

(2.26)

Da diese Gleichung fir alle £t und x & [~1, +1) pelten muss, miissen die Vorfaktoren jeder
Potenz von tseparat die Gleichuny erfitllen, Um disse Potenzen zu sortieren setzen wir einfach
M=nN+4+Llund 5=n= 1 was aul die Gleichung

0= (n+1)Pn41(x) = 2nxP (%) + (1 = DPp_q(x) + Proy(x) — xP,(x)
= (N + 1Ppyq (%) = (20 + 1xPy(x) + WPo_y(x) (2.27)

fithrt. Diese Gleichung kann allerdings nur ab n = 1 2,... gelten, da wir ja die Rand-Terme

in der Snmme nicht explizit behandelt haben, Wir kimnen diese Formel nach Prgea(x) anflisen

und erhalten damit eine numerisch stabile Rekursionsformel fiir die Legendre-Polynome
atd *Pn(x) = Pooa(x)

Prsi(X) = n+1 XPn(x) — Pr-1(x) = Z{PH(}{_) = Ppoa(x) ~ TTTh+l

n
n+1

b

(2.28)
Diese Rekursionsformel generiert alle Legendre Polynome aus den zwel cinfachsten Po(X) = 1
und Pq(x) = x. .

Die Legendre-Polynome lassen sich also als Taylor-Koefhzienten der generierenden Funktion
veratehen, Dhirch Ableiten der genernierenden Funktion nach X

agit, %) t
ax (1= 2xt +15)32

P, {x)t" (2.99)

n={(



