
MS-C1300 Kompleksianalyysi Peltonen/ Lehtomäki

Laskuharjoitus 1, Viikko 37

Harjoitustehtäviin tutustutaan ja niitä yritetään mahdollisuuksien mukaan ratkaista jo ennen
harjoituksiin saapumista, jotta niistä on mahdollista esittää kriittisiä kommentteja harjoi-
tusten aikana. Harjoitusten kolme ensimmäistä tehtävää on tarkoitus saada valmiiksi harjoi-
tusten aikana. Tehdyt tehtävät merkitään harjoitusten lopuksi assistentin keräämään nimilis-
taan. Loput viisi tehtävää on tarkoitus ideoida yhdessä harjoitusten aikana. Valmiit ratkaisut
(tehtävät 4-8) palautetaan omalle assistentille seuraavan harjoituskerran alussa. Kaksi vii-
meistä tehtävää arvostellaan seuraavan harjoituskerran aluksi vertaisarviointia käyttäen. Kai-
kista ratkaistuista tehtävistä saa yhden pisteen. Jokaisessa harjoituksessa on siis mahdollista
kerätä 8 pistettä.

Kertausta ja tulevaan valmistautumista.

1. Tarkastellaan polkua γ : t 7→ (sin 2t cos t, sin 2t sin t), kun t ∈ [0, 2π]

(a) Onko polku sileä?

(b) Etsi parametriarvot t, joissa kuvaus γ ei ole injektio. Miten tämä näkyy käyrässä?

(c) Määrää kuvauksen γ derivaatta γ′(t). Mitä se esittää?

(d) Määrää parametriarvot t, joissa pätee γ(t) · γ′(t) = 0. (· on vektoreiden γ(t) ja
γ′(t) sisätulo.) Miten tämä näkyy käyrässä?

(e) Hahmottele polun määräämä käyrä tasossa.

(f) Etsi polulle parametriesitys tason napakoordinaateissa (r(θ), θ).

2. Tarkastellaan ehdon

f : (x, y) 7→

(
x2y
x2+y2 kun (x, y) 6= (0, 0)

0 kun (x, y) = 0

määräämää funktiota R2 → R.

(a) Muodosta funktion f osittaisderivaatat muuttujien x ja y suhteen niissä pisteissä,
joissa ovat olemassa.

(b) Tutki vielä funktion f ja sen osittaisderivaattojen jatkuvuutta.

(c) Kuinka hyvin funktion f gradientti approksimoi funktiota f origossa?

3. Kuvaile seuraavien kompleksilukujen joukkoa.

(a) {z ∈ C| |z − 1| = |z̄ − 1|}
(b) {z ∈ C| |z| = 3|z − 1|}
(c) {z ∈ C| |z − i| < 2}
(d) {z ∈ C| |z − 1| = |z + i|}

4. Olkoon z = a+ ib ∈ C, a, b ∈ R, jolloin |z|2 = zz̄ = a2 + b2.

(a) Olkoot m = a2 + b2 ja n = c2 + d2 kokonaislukuja siten, että a, b, c ja d ovat
positiivisia kokonaislukuja. Osoita, että tulo mn voidaan lausua muodossa e2+f2,
missä e ja f ovat positiivisia kokonaislukuja.



(b) Käyttämättä laskinta osoita, että luku 97000097 voidaan lausua muodossa a2 + b2

joillakin positiivisilla kokonaisluvuilla a ja b.

(c) Olkoot a, b, c ja d ∈ R. Osoita, että pätee

ac+ bd ≤
p
a2 + b2

p
c2 + d2.

5. Olkoot α ja β kompleksilukuja.

(a) Osoita, että pätee suunnikassääntö:

|α+ β|2 + |α− β|2 = 2(|α|2 + |β|2).

(b) Tulkitse (a)-kohta geometrisesti.

6. Olkoot z1 ja z2 kompleksilukuja siten, että pätee |z1| = |z2| = 1, arg z1 = π
4 ja arg z2 =

π
2 . Piirrä luvut z1, z2 ja z1 +z2. Esitä kukin näistä luvuista muodossa x+iy ja päättele,
että pätee

tan
3π

8
= 1 +

√
2.

7. Olkoon z kompleksiluku siten, että |z| = 1 ja arg z = θ 6= π. Osoita, että pätee

z − 1 =

�
i tan

θ

2

�
(z + 1)

(a) katsomalla kuvasta,

(b) laskemalla.

8. (a) Tarkastelemalla tuloa (a+ ib)(cos θ + i sin θ) osoita, että pätee

b cos θ + a sin θ =
p
a2 + b2 sin (θ + arctan(b/a)) .

(b) Sovella (a) kohdan tulosta ja osoita induktiolla, että pätee

dn

dtn
�
eat sin bt

�
= (a2 + b2)

n
2 eat sin (bt+ n arctan(b/a)) .


