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16.  Diskreettejd jakaumia

16.1. Diskreetti tasainen jakauma
16.2. Bernoulli-jakauma

16.3. Binomijakauma

16.4. Geometrinen jakauma

16.5. Negatiivinen binomijakauma
16.6. Hypergeometrinen jakauma

16.7. Poisson-jakauma

Madrittelemme téssd luvussa seuraavat diskreetit todenndkoi syysjakaumat:
. Diskreetti tasainen jakauma

. Bernoulli-jakauma

. Binomijakauma
o Geometrinen jakauma
o Negatiivinen binomijakauma

o Hypergeometrinen jakauma
. Poisson-jakauma

Johdamme jokaisen jakauman pistetodennikoisyysfunktion. Liséksi havainnollistamme
pistetodennédkoisyysfunktioita graafisesti ja johdamme jakaumien odotusarvot ja varianssit sekd
(hypergeometrista jakaumaa lukuun ottamatta) myds niidden momenttieméfunktiot. Tarkastelemme
myos jakaumien yhteyksid muihin jakaumiin.

Avainsanat:

Bernoulli-jakauma, Bernoulli-koe, Binomijakauma, Diskreetti tasainen jakauma,
Eksponenttijakauma, Geometrinen jakauma, Hypergeometrinen jakauma, Kertymafunktio,
Momenttieméfunktio, Negatiivinen binomijakauma, Odotusarvo, Otanta, Otanta palauttaen, Otanta
palauttamatta, Otantasuhde, Pistetodennékdisyysfunktio, Poisson-jakauma, Standardipoikkeama,
Varianssi
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16.1. Diskreetti tasainen jakauma

Diskreettid tasaista jakaumaa voidaan kéyttda sellaisten satunnaisilmididen mallintamiseen, joissa
on ddrellinen maard symmetrisia eli yhta todennékdisia alkeistapahtumia.

Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja, jonka mahdolliset arvot ovat
X1, X2, -++ 5 Xn
Oletetaan, ettd satunnaismuuttujan X mahdollisiin arvoihin X, X, ... , X, liittyvét todennékoisyydet

ovat yhta suuria:

Pr(X=X)==,i=12,...,n

1
n
Téll6in satunnaismuuttuja X noudattaa diskreettii tasaista jakaumaa ja sen pistetodennakoisyys-
funktio on

F(X)=PHX =X) =P == ,i=1.2...,n
Funktio f(x), i =1, 2, ... , n méérittelee todenndkdisyysjakauman, koska
fx)>0,i=1,2,...,n
ja
> to=n—=I
i=1 n

Diskreetin tasaisen jakauman tunnusluvut

Oletetaan, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa diskreettia tasaista jakaumaa, jonka pistetoden-
nakoisyysfunktio on

f(x)=Pr(X=x%x)=p, :%,i =12,...,n

Odotusarvo:

E(X) = 1y =%Zx =%
Varianssi:

Var(X) = D*(X) =% =3 (5 -
Standardipoikkeama:

DOX) =0y = £ 3 (X =%
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Perustelu:

Suoraan diskreetin jakauman odotusarvon méaritelman mukaan
n n 1 1 n
E(X) =ty =2 X F(X)=2 X —=—3 X =X
= i NNig
Suoraan diskreetin jakauman varianssin maaritelmin mukaan

Var(X) =D?(X) =% = Y06 = ) F(6) = 3 (% =R - =3 (5 = %)

[
Diskreetin tasaisen jakauman odotusarvon ja varianssin ominaisuudet
Diskreetin tasaisen jakauman
1
f(x)=Pr(X=%x)=p = o I=L2,...,n
odotusarvo
I -
EOX) =ty =2 % =X
i=1
on lukujen Xi, X, ... , Xs aritmeettinen keskiarvo ja jakauman varianssi
1 n
Var(X)=D*(X) =0y =—> (% —X)’
N
on lukujen X;, X, ... , X, OtoSvarianss, jossa jakajana on kéytetty havaintojen lukuméaaraa n. Lisa-

tietoja havaintoarvojen jakaumaa kuvaavista otostunnusluvuista: ks. monisteen Tilastolliset
menetelmiéit lukua Tilastollisten aineistojen kuvaaminen.

Diskreetin tasaisen jakauman varianssi voidaan kirjoittaa myos muotoon

2
1 & 1 (&
Var(X) = B(X*)~[E(X)]" = Zx 52‘2?(2‘]
i=1 i=1
jossa
E(X)=~3%
ni5
on satunnaismuuttujan X 2. momentti (= lukujen X;, X, ... , Xn 2. otoSmomentti).
Perustelu:

Var(x)=%i(>ﬁ -X)’ =%Zn‘,(>§ —2:X X% +X°)

_%[Zn:xi —Z-Y-Zn“)g +n¥2j
i=1 i=1

© llkka Mellin 313



Todennéakdisyyslaskenta

16. Diskreetteja jakaumia

:%(ix —2-?-(n¥)+n¥2j

_l x 2 g2
_nizzl:)g X

= E(X*)~[EQOF

Diskreetin tasaisen jakauman pistetodennéakoisyysfunktio

Heitetdédn virheetontd noppaa. Olkoon satunnais-
muuttuja 0.3
X = Nopanheiton tulos
Satunnaismuuttujan X pistetodenndkai syysfunktio on
fi)y=Pr(X=1)=p=1/6
i=1,2,3,4,5,6
Kuva oikealla esittdd jakauman pistetodenndkdisyys-
funktion kuvaajaa.
Kuvaan on merkitty my6s jakauman odotusarvo
E(X) = 3.5 0

Diskreetti tasainen jakauma

02 1

0.1t

31\456

Jakauman odotusarvo saadaan seuraavalla lasku-
toimituksella:

6

I
E(X)=3.5

E(X):iif(i):éZi :é(1+2+3+4+5+6):%:3.5

i=l i=l

Jakauman varianss saadaan seuraavalla laskutoimituksella:

Var(X)=D?(X)

=D (-E(X)) ()

— Y i-EOO)

|~

S ERS RN

(-3 () (=3 -3 o2+
J+3)+(3)]
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Siten jakauman standardipoikkeamaksi saadaan:
1 /35
D(X)= 3 =~/2.917 =1.708

Diskreetin tasaisen jakauman momenttieméafunktio

Diskreetin tasaisen jakauman

f(x)=Pr(X=%x)=p =—,i=L2,...,n

1
n

momenttieméafunktio (ks. lukua Momenttieméifunktio ja karakteristinen funktio) on
1 n
m, (1) =E(€*)=—> e
nia

Perustelu:

Suoraan diskreetin jakauman momenttiemafunktion madritelman mukaan

n

mO=EE@) =TT 0= e f0)=D " L= 3 e

1
i=1 n nig

Diskreetin tasaisen jakauman momenttieméafunktio ja jakauman tunnusluvut

Johdetaan diskreetin tasaisen jakauman odotusarvo

© llkka Mellin 315



Todennéakdisyyslaskenta 16. Diskreetteja jakaumia

Siten diskreetin tasaisen jakauman odotusarvo , , 2. momentti ¢, ja varianssi o, saadaan

seuraavilla kaavoilla:

d’my (t
o, =E(X?) = g;xz( )

oy =Var(X)=a, -0} =

16.2. Bernoulli-jakauma

Olkoon A jokin otosavaruuden Stapahtuma ja olkoon
Pr(A)=p

Olkoon tapahtuman A komplementtitapahtuman
(tapahtuma A e satu) A° todenniikdisyys

Pr(A)=1-PA)=1-p=gq
Ks. Venn-diagrammia oikealla.

Madritelldan diskreetti satunnaismuuttuja X seuraavalla
tavalla:

X = 1, jos tapahtuma A sattuu AC
o, jos tapahtuma A & satu

Pr(X=1)=p
Pr(X=0)=1-p=q
f(x)=p‘q™,0<p<l,q=1-p,x=0,1

Sanomme, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa Bernoulli-jakaumaa parametrilla p ja kiytamme
tastd merkintdi:

X ~ Bernoulli( p)

Funktio f(X) méaérittelee todenndkoisyysjakauman, koska
f(0)>0
f(1)>0

ja
fO)+f)=g+p=>1-p)+p=1
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Bernoulli-kokeet

Oletetaan, ettd olemme kiinnostuneita satunnaisilmiossa vain siitd sattuuko jokin ilmioon liittyva
tapahtuma A vai ei — toisin sanoen kiinnostuksen kohteena on vain se sattuuko tapahtuma A vai

tapahtuman A komplementti A°. Kutsumme tillaista satunnaisilmi6ti Bernoulli-kokeeksi.
Y114 esitetyn mukaan Bernoulli-kokeita voidaan mallintaa Bernoulli-jakaumalla.

Bernoulli-jakauman tunnusluvut

Olkoon

X ~ Bernoulli(p)
Odotusarvo:

E(X)=p
Varianssi:

Var(X)=D*(X)=0y = pq
Standardipoikkeama:

D(X) =0, =+/pq
Perustelu:

Suoraan diskreetin jakauman odotusarvon méadritelman mukaan
E(X)=0xPr(X =0)+1IxPr(X =1)=0xq+1xp=p
Maiidritddn satunnaismuuttujan X varianssi kiyttden kaavaa
Var(X) = E(X*)~[E(X)]’
jossa E(X?) on satunnaismuuttujan X 2. momentti. Suoraan diskreetin jakauman 2.
momentin mééritelman mukaan
E(X*)=0>xPr(X =0)+I’xPr(X =1)=0xq+1xp=p
Siten

Var(X) =E(X*)-[E(X)]’ = p— p’ = p(1- p) = pq

Bernoulli-jakauman odotusarvon ja varianssin ominaisuudet
Olkoon
X ~ Bernoulli(p)
Bernoulli-jakauman odotusarvo
E(X)=p
yhtyy kiinnostuksen kohteena olevan tapahtuman A todennikdisyyteen Pr(A) = p.
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Bernoulli-jakauman varianssi

Var(X) =pg=p(1 —p)=p-p’
saavuttaa maksiminsa 1/4, kun

p=q=1/2

Bernoulli-jakauman pistetodennakdisyysfunktio

Kuva oikealla esittdd Bernoulli-jakauman Bernoulli(0.8)
Bernoulli(0.8) 1
pi stetodennékai syysfunktiota 08
f()=pq™,x=0,1
06 T
jossa
p=038,q=1-p 0.4
Kuvaan on merkitty my6s jakauman odotusarvo 0.2
E(X)=p=0.8
0
Bernoulli-jakauman momenttiemafunktio 0 T 1

Bernoulli-jakauman |
f(X) = Pr(X = X) = p*q"* B() =038
O<p<l,g=1-p,x=0,1
momenttiemifunktio (ks. lukua Momenttieméfunktio ja karakteristinen funktio) on
m, (t) =E(€*)=q+ pe
Perustelu:
Suoraan diskreetin jakauman momenttieméfunktion mééritelmian mukaan

me (1) =E() =) e*f(x) =" xPr(X =0)+ € xPr(X =1) = g+ pe

Bernoulli-jakauman momenttiemafunktio ja jakauman tunnusluvut

Johdetaan Bernoulli-jakauman Bernoulli(p) odotusarvo ja varianssi jakauman momentti-
emifunktion avulla.

Odotusarvo:
E(X)=p
Varianssi:

Var(X)=D*(X)=0y = pq
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Perustelu:

Bernoulli-jakauman Bernoulli(p) momenttiemafunktio on

m, (1) =q+ pe
Momenttieméfunktion 1. derivaatta pisteessd t = 0:
dm, (t
mx( ) — pet‘ =p
dt -0 t=0

Momenttieméfunktion 2. derivaatta pisteessd t = 0:

d’m, (t)

dt’ = el =

t=0
t=0

Siten Bernoulli-jakauman Bernoulli(p) odotusarvo z, , 2. momentti ¢, ja varianss o,

saadaan seuraavilla kaavoilla:

dm, (1)
=E(X)=q =—2~4| =
Uy =B(X)=a, i
d’m, (1)
=E(X*)=—2% =
aZ ( ) dtz .

oy =Var(X)=a, -0 = p—p’ = pq

[
Bernoulli-jakaumaa noudattavien satunnaismuuttujien summan jakauma
Olkoot
X1, Xa, .oy Xn
riippumattomia satunnaismuuttujia, jotka noudattavat samaa Bernoulli-jakaumaa parametrilla p:
Xi, Xay oo, Xn L
Xi ~ Bernoulli(p), i=1,2,...,n
T&lloin satunnaismuuttujien X;, Xy, ... , X summa

Y:X1+X2+-~-+Xn

on diskreetti satunnaismuuttuja, joka noudattaa binomijakaumaa (lisitietoja: ks. kappaletta
Binomijakauma) parametrein (n, p):

Y ~ Bin(n, p)
Perustelu:

Todistus perustuu siihen, ettd riippumattomien satunnaismuuttujien summan momentti-
emafunktio on ko. satunnaismuuttujien momenttieméafunktioiden tulo.
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Oletetaan, ettd

Xi, Xoy oo, Xn L
Xi ~ Bernoulli(p), i=1,2,...,n

Satunnaismuuttujien X;, Xy, ... , X, momenttiemafunktiot ovat muotoa
m)=q+ pe,i=12,...,n

Muodostetaan satunnaismuuttujien X;, Xy, ... , Xn sSumma:

Y=X| + X+ + X,
Summamuuttujan Y momenttieméfunktio on

m, (t) = m )M, (©)---m,(t) = (q+ pe)(q+ pe’)---(q+ pe") = (q+ pe)"
Funktio my(t) on binomijakauman

Bin(n, p)

momenttiemafunktio (lisdtietoja: ks. kappaletta Binomijakauma). Lisdksi funktio my(t) on
jatkuva pisteen

t=0

ympéristossd. Koska momenttiemafunktio my(t) on tdlloin yksikasitteinen, summamuuttuja Y
noudattaa binomijakaumaa parametrein nja p:

Y=X;+ X, + -+ X, ~Bin(n, p)

Huomautus:

o Kaikilla Bernoulli-jakaumilla on oltava sama tapahtuman A todennékoisyyttd kuvaava
parametri p.

Bernoulli-kokeet diskreettien todennakdisyysjakaumien perustana

Bernoulli-kokeet muodostavat perustan monille diskreeteille todennédkdisyysjakaumille. Oletetaan,
ettd toistamme Samaa Bernoulli-koetta niin, etté toistot ovat toisistaan riippumattomia ja olkoon A
se kiinnostuksen kohteena oleva tapahtuma, jonka sattumista toistojen aikana seurataan.

(1)

(i)

(iii)

(iv)

Binomijakauma saadaan méédradmalld todennédkoisyys sille, ettd tapahtuma A sattuu X kertaa,
kun koetta toistetaan n kertaa; ks. kappaletta Binomijakauma.

Geometrinen jakauma saadaan méadraamalld todenndkoisyys sille, ettd tapahtuma A sattuu
ensimmadisen kerran X. koetoistossa; ks. kappaletta Geometrinen jakauma.

Negatiivinen binomijakauma saadaan médraamalla todenndkoisyys sille, ettd tapahtuma A
sattuu r. kerran X. koetoistossa; ks. kappaletta Negatiivinen binomijakauma.

Poisson-jakauma voidaan johtaa binomijakauman raja-arvona, kun koetoistojen lukumééran
annetaan tiettyjen ehtojen vallitessa kasvaa rajatta. Poisson-jakauma kuvaa harvinaisten
tapahtumien todenndkdisyyksid pitkissa toistokoesarjoissa; ks. kappaletta Poisson-
jakauma.
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16.3. Binomijakauma

Toistetaan samaa Bernoulli-koetta niin, etti toistot ovat toisistaan riippumattomia ja seurataan
tapahtuman A sattumista toistojen aikana. Olkoon

Pr(A)=p
jolloin tapahtuman A komplementtitapahtuman (= tapahtuma A i satu) A° todenniikdisyys on
Pr(A)=1-p=q

Oletetaan, ettd teemme koetoistoja n kappaletta, jossa n on kiinted eli ei-satunnainen, etukiteen
valittu luku, ja olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja, joka kuvaa tapahtuman A esiintymiskertojen
lukuméérii koetoistojen joukossa.

Satunnaismuuttuja X noudattaa binomijakaumaa parametrein nja p:
X ~ Bin(n, p)
Binomijakauman pistetodennakai syysfunktio on
n
f(x)=Pr(X :x):( j p‘q"~,0<p<l,q=1-p,x=0,1,2,...,n
X
Binomijakauman johto

Toistetaan samaa Bernoulli-koetta n kertaa niin, ettd toistot ovat toisistaan riippumattomia ja
seurataan tapahtuman A sattumista toistojen aikana. Olkoon

Pr(A)=p
ja
Pr(A)=1-p=q
Maiiritdan todenndkoisyys sille, ettd saadaan tapahtumajono, joka toteuttaa seuraavan ehdon:
(¥) Jonossa on X kappaletta tapahtumia A ja (n — X) kappaletta tapahtumia A",
Olkoon

AAAAA . A

n kappaletta

mielivaltainen tapahtumajono, joka toteuttaa ehdon (*). Tdméin jonon todenndkoisyys on
riippumattomien tapahtumien tulosddnnon nojalla

pPapg... p= pPq™”
Sama todennékoisyys on jokaisella tapahtumajonolla, joka toteuttaa ehdon (*).

Erilaiset jarjestykset, joihin voimme asettaa X kappaletta tapahtumia A ja (n — X) kappaletta
tapahtumia A°, ovat tapahtumajonoina toisensa poissulkevia. Siten todenniikdisyys saada jono, joka
toteuttaa ehdon (*), saadaan toisensa poissulkevien tapahtumien yhteenlaskusadnnon mukaan
laskemalla kaikkien ehdon (*) toteuttavien jonojen todennikdisyydet

qun—X
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yhteen. Siten meiddn on maarattava kaikkien sellaisten jonojen lukumaaré, jotka toteuttavat ehdon
(*). Tama lukuméadra on sama kuin niiden jérjestysten lukumaéira, joihin voimme asettaa X
kappaletta tapahtumia A ja (n — X) kappaletta tapahtumia A°.

Oletetaan, etti kidytossémme on kahdenlaisia objekteja, A ja A°. Lokeromallin mukaan

kysytty lukumiiré saadaan selville laskemalla kaikkien niiden tapojen lukumairé, joilla X
kappaletta objekteja A voidaan asettaa lokerikkoon, jossa on n lokeroa. Huomaa, ettii objektien A°
paikat on maaratty heti, kun objektit A on asetettu lokerikkoon.

Kysytyn lukumééirin antaa binomikerroin

n n!
X _x!(n—x)!

Perustelu: ks. lukua Klassinen todennikoisyys ja kombinatoriikka.

Siten todennikoisyys saada tapahtumajono, jossa on X kappaletta tapahtumia A ja (n — X) kappaletta
tapahtumia A°, on

Ny nex
MIT
X

Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja, joka kuvaa tapahtuman A esiintymiskertojen lukumaéaraa
koetoistojen joukossa. Y1la esitetyn mukaan

f (X) =Pr(X :x):(;] p’g" ", q=1-p,x=0,1,2,....n

Funktio f(X) méaérittelee todennikoisyysjakauman, koska
f(x)>0,x=0,1,2,...,n

ja binomikaavan mukaan

> f(x)=2@ pg™ =(p+q) =1"=1

Binomijakauman pistetodennédkoisyydet px, X=0, 1, 2, ..., N toteuttavat siis yhtalon
n n n n e
ZpX=Zf(X)=Z( jp g =1
x=0 X=0 X=0 X
Binomijakauman tunnusluvut
Olkoon
X ~ Bin(n, p)
Odotusarvo:
E(X) =y =P
Varianssi:

Var(X)=D*(X) =0, =npq
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Standardipoikkeama:

D(X) =0, =+/npq

Perustelu:

Johdamme tdssd binomijakauman odotusarvon kdyttien diskreetin jakauman odotusarvon

maédritelméd. Johdamme jakauman odotusarvon ja varianssin jakauman momenttieméafunktion

avulla kohdassa Binomijakauman momenttieméfunktio ja jakauman tunnusluvut.
Lisdksi jakauman odotusarvo ja varianssi johdetaan kiyttden hyvaksi binomijakauman ja
Bernoulli- jakauman yhteyttd kohdassa Binomijakauma ja Bernoulli-jakauma.

Suoraan diskreetin jakauman odotusarvon méaritelman mukaan

B =54 ()

S

n |

=Y X pX (- P

w0 X!I(n—Xx)!

n !
=Y x— X 1-p)™

< XI(n=Xx)!

]

n!

— X 1 _ n-X
v (x—l)'(n—x)'p =P
—1 1_ n-x
DZ(X 1),( o (=P
Yhtiloketjun viimeinen yhtdld perustuu siihen, ettd summassa
n n _1 ' . n-I lex
> e p(-p
1 (X=Dl(n=x)! on'( —1— )'
n-I

n- 1-x
[ Jpx(l— P
S\ X

on laskettu yhteen kaikki binomijakauman Bin(n—1, p) pistetodennékdisyydet.

X
1

Odotusarvon ominaisuudet
Olkoon

X ~ Bin(n, p)
Satunnaismuuttujan X odotusarvo

E(X)=np
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on suoraan verrannollinen tehtivien koetoistojen lukumaéradn n ettd toistojen aikana seurattavan
tapahtuman A todennikoisyyteen p.

Binomijakauman pistetodennakdisyysfunktio

Kuva oikealla esittdd binomijakauman Bin(12, 1/3)
Bin(12,1/3) 0.4
pi stetodennadkai syysfunktiota
n 03 T
f(x):[ Jpxq“,x:o,l,z,...,n ]
X [ ]
0.2
jossa
n=12,p=1/3,q=1-p 01}
Kuvaan on merkitty my6s jakauman odotusarvo I I
ote L L L L L LLY oo 00
E(X)=np=4
012 3456 7 8 9101112
T
EX)=4

Alla oleva kuvasarja havainnollistaa sitd, miten parametri p vaikuttaa binomijakauman vinouteen:

Bin(12, 1/4) Bin(12, 1/2) Bin(12, 3/4)
0.3 0.3 0.3
0.25 4 9 0.25 4 0.25 9
q P [
02} 02} 02 ¢
0.15 0.15 0.15 }
o1t o1t o1t
0.05 4 0.05 4 I ] 0.05 }
JALLL L ‘T‘q‘.‘-‘-‘-‘- oleat I 111 LT ?es i q‘T “““ 1
012345678 9101112 012345678 9101112 012345678 9101112

p<1/2: Binomijakauma on positiivisesti vino eli vino oikealle.
p=1/2: Binomijakauma on Symmetrinen.
p>1/2:  Binomijakauma on negatiivisesti vino eli vino vasemmalle.

Binomijakauman momenttiemafunktio

Binomijakauman
n
f(X)=Pr(X :x):( ]pxq“‘x,0< p<l,g=1-p,x=0,1,2,...,n
X

momenttiemifunktio (ks. lukua Momenttieméfunktio ja karakteristinen funktio) on

my (t) = E(e*) = (q+ pe')"
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Perustelu:

Suoraan diskreetin jakauman momenttiemafunktion madritelman mukaan

m, (1) = E(e") = ¥ e () = Ze@ P = i{)”(j(pe‘)*q“—* = (a+pe’
|

Binomijakauman momenttiemafunktio ja jakauman tunnusluvut

Johdetaan binomijakauman Bin(n, p) odotusarvo ja varianss jakauman momenttieméafunktion
avulla.

Odotusarvo:

E(X)=uy =np
Varianssi:

Var(X)=D*(X) =0} =npq
Perustelu:

Binomijakauman Bin(n, p) momenttieméafunktio on
m, (1) =(q+ pe)"
Momenttieméfunktion 1. derivaatta pisteessd t = 0:

dm, (t)
dt

=n(q+ pe)™" pe|_ =np

t=0
Momenttieméfunktion 2. derivaatta pisteessd t = 0:

d’m, (t)
dt?

=[n(n—1)(q+ pet)mz pet pet +n(q+ pet)n—l pet]tzo

t=0
= npe' (q+ pe)"*[ (n-1) pé +(q+ pe)
=np+n(n-1)p’

t=0

Siten binomijakauman Bin(n, p) odotusarvo . , 2. momentti ¢, ja varianss o, saadaan
seuraavilla kaavoilla:

dm, (t
t t=0
2
a, _E(x?) = IO mxz(t) —np+n(n—1)p?
a |,

o, =Var(X)=a,—a =np+n(n-1)p’ —n’p’* = npq
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Binomijakaumaa noudattavien satunnaismuuttujien summan jakauma
Olkoot
Xy, Xo, ooy X
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Liséksi funktio my(t) on jatkuva pisteen
t=0

ymparistossd. Koska momenttieméfunktio my(t) on tdlldin yksikasitteinen, summamuuttuja Y
noudattaa binomijakaumaa parametrein N =Ny + M + -+ + Nk ja p:

Y=X+ X+ + X~ Bil’l(n, p)
Huomautus:

. Kaikilla binomijakaumilla on oltava sama tapahtuman A todennikdisyyttd kuvaava
parametri p, mutta sen sijaan toistokokeiden lukumiirdd kuvaava parametri saa
vaihdella jakaumasta toiseen.

Binomijakauma ja Bernoulli-jakauma

Toistetaan samaa Bernoulli-koetta niin, ettd toistot ovat toisistaan riippumattomia n kertaa ja
seurataan tapahtuman A sattumista toistojen aikana.

Olkoon
Pr(A)=p
ja
Pr(A)=1-p=q
Maéritelldan diskreetit satunnai smuuttujat
Xi,i=1,2,...,n
seuraavalla tavalla:
X - {1 , jos tapahtuma A sattuu kokeessa i
0, jos tapahtuma A & satu kokeessa i
Talloin
Xi ~ Bernoulli(p),i=1,2,...,n
Maaritellaan diskreetti satunnaismuuttuja X seuraavalla tavalla:
X = Tapahtuman A esiintymiskertojen lukuméaéra
Télloin
X ~ Bin(n, p)

Selvisti

n
X=> X
i-1
koska luku 1 esiintyy summassa Y. X; tdsmélleen yhtd monta kertaa kuin tapahtuma A sattuu n:n
koetoiston aikana.

Tama merkitsee sitd, ettd jokainen binomijakautunut satunnaismuuttuja voidaan esittaa
riippumattomien, samaa Bernoulli-jakaumaa noudattavien satunnai smuuttujien summana.
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Bernoulli-jakauma ja binomijakauman odotusarvo ja varianssi

Binomijakauman odotusarvoa ja varianssia johdettaessa voidaan kéyttda hyvéksi sitd, ettd jokainen
binomijakautunut satunnaismuuttuja voidaan esittdd riippumattomien, samaa Bernoulli-jakaumaa
noudattavien satunnaismuuttujien summana.

Olkoot
Xi,i=12,...,n
riippumattomia satunnaismuuttujia, jotka noudattavat samaa Bernoulli-jakaumaa parametrilla p:
X, Xoy ooo, XL
Xi ~ Bernoulli(p),i=1,2,...,n
Olkoon
X = n X,
i=1
Télloin
X ~ Bin(n, p)

Satunnaismuuttujan X =2 X; odotusarvo on

E(X>:E[ixij=iE(xi>=ip=np

koska satunnaismuuttujien summan odotusarvo on aina satunnaismuuttujien odotusarvojen summa.

Satunnaismuuttujan X = > X; varianssi on

D2<X):D2[ixij=iD2<xi>=i pq =g

koska riippumattomille satunnaismuuttujille patee se, ettd satunnaismuuttujien summan varianssi
on satunnaismuuttujien varianssien summa.

Binomijakauma ja otanta palauttaen

Olkoon perusjoukon Salkioiden lukumééra

nS=N
Muodostetaan perusjoukon Salkioiden osajoukko B, jossa on
nB)=n

alkiota kdyttdmélld alkioiden poiminnassa otantaa takaisinpanolla eli palauttaen.

Otanta palauttaen:

(i)  Poimitaan alkiot perusjoukosta Sosajoukkoon B satunnaisesti yksi kerrallaan.

(ii) Palautetaan jokainen poimittu alkio ennen seuraavan alkion poimimista perusjoukkoon S

(iii) Oletetaan, ettd jokaisella perugoukon Salkiolla on jokaisessa poiminnassa Sama toden-

1/N
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tulla poimituksi osajoukkoon B.
Talloin sanomme, ettd osajoukko B muodostaa yksinkertaisen satunnaisotoksen perusjoukosta S

Otannassa takaisinpanolla alkioiden poiminta voidaan toteuttaa kayttdmélla seuraavaa arpomis-
menettelya:

(1) Pannaan uurnaan jokaista perusjoukon Salkiota vastaava arpalippu.
(2) Sekoitetaan uurnan sisdlto huolellisesti.

(3) Nostetaan uurnasta arpalippu, jota vastaava alkio valitaan otokseen B.
(4) Palautetaan nostettu arpalippu uurnaan.

(5) Palataan vaiheeseen (2), kunnes haluttu otoskoko n on saavutettu.
Huomautuksia:

o Perusjoukon Salkioidenn todenndkdisyys tulla poimituksi otokseen sdilyy samana
poiminnan aikana.

o Jokaisella perusjoukon Ssamankokoisella 0sajoukolla on sama todennékdisyys tulla
poimituksi otokseen.

o Sama perusjoukon Salkio voi tulla poimituksi otokseen useita kertoja.
Olkoon A perusjoukon Sosajoukko, jonka alkioiden lukumairéd on
nA)=r
Talloin todenndkdisyys poimia alkio joukosta A sdilyy poiminnan kaikissa vaiheissa samana:
r
Pr(A)=p=—
(A=pP=F

Otannassa takaisinpanolla otokseen B poimittujen A-tyyppisten alkioiden lukumiird X on diskreetti
satunnaismuuttuja, joka noudattaa binomijakaumaa parametrein n ja p:

X ~ Bin(n, p)
Huomautus:

o Otantaa ilman takaisinpanoa eli palauttamatta tarkastellaan kappaleessa Hyper-
geometrinen jakauma.

16.4. Geometrinen jakauma

Toistetaan samaa Bernoulli-koetta niin, etti toistot ovat toisistaan riippumattomia ja seurataan
tapahtuman A sattumista toistojen aikana. Olkoon

Pr(A)=p
ja

Pr(A)=1-p=q
Oletetaan, ettd teemme koetoistoja kunnes tapahtuma A sattuu 1. kerran ja olkoon X diskreetti
satunnaismuuttuja, joka kuvaa tehtyjen koetoistojen lukuméaérad, kun tapahtuma A sattuu 1. kerran.
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Satunnaismuuttuja X noudattaa geometrista jakaumaa parametrilla p:
X ~ Geom(p)

ja sen pistetodennakaoi syysfunktio on
f(X)=Pr(X=X)=q""'p,0< p<l,q=1-p,x=12,3,...

Geometrisen jakauman johto

Toistetaan samaa Bernoulli-koetta niin, etti toistot ovat toisistaan riippumattomia kunnes
kiinnostuksen kohteena oleva tapahtuma A sattuu 1. kerran. Olkoon

Pr(A)=p
ja
Pr(A)=1-p=q

Oletetaan, ettd tapahtuma A sattuu 1. kerran X. kokeessa. Télloin toistokokeiden tuloksena on saatu
tapahtumajono

AA A AA

x kappaletta

jossa on ensin (X — 1) kappaletta tapahtumia A® ja tapahtuma A on jonossa Viimeisend. Taman
tapahtumajonon todenndkdisyys on riippumattomien tapahtumien tulosddnnon nojalla

qqq---gp=q"'p, x=1,2,3,...

Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja, joka kuvaa tehtyjen koetoistojen lukuméarid, kun
tapahtuma A sattuu 1. kerran. Y114 esitetyn mukaan

f(X)=Pr(X=X)=0""'p,q=1-p,x=1,2,3,...
Funktio f(X) méérittelee todennakoisyysjakauman, koska
f(x)>0,x=1,2,3,...

ja geometrisen sarjan summan kaavan mukaan
. 1
Zf(X) Zq 'p= qu = p—q p5=1

Geometrisen jakauman kertymafunktio
Olkoon
X ~ Geom( p)

On helppo ndhdé (esimerkiksi tédydelliselld induktiolla), ettd satunnaismuuttujan X kertymafunktio
on

F(X)=Pr(X <x)=1-(1— p)
jossa

[X] = suurin kokonaisluku, joka < x
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Kertyméafunktion kaavasta seuraa komplementtitapahtuman todenn&kdi syyden kaavan nojalla

Pr(X >X)=1-Pr(X <x)=1-F(x)=(1- p)™

Geometrisen jakauman tunnusluvut

Olkoon
X ~ Geom( p)
Odotusarvo:
1
E(X)=puy =—
p
Varianssi:
Var(X)=D*(X) =02 =%
p
Standardipoikkeama:
D(X)=0, = ﬁ
P
Perustelu:

Johdamme tdssd geometrisen jakauman odotusarvon kéyttden diskreetin jakauman odotus-
arvon madritelméad. Jakauman odotusarvo ja varianssi johdetaan jakauman momenttiema-
funktion avulla kohdassa geometrisen jakauman momenttieméfunktio ja jakauman
tunnusluvut.

Suoraan diskreetin jakauman odotusarvon miéritelman mukaan
EOO= 32X 0= 2 x1-p)*'p
Tasti seuraa, ettd
(1= PIECO =T X0 pY' p= 3 x(1- pY' p= 2 (x-D(1-P)*'p

Siten
PE(X)=E(X)—-(1-p)E(X)

=3 x(1-py p=Y (x-D(1- p)~ p
=Y [x-(x=DI(-p>'p

=>(1-p“'p
x=1
=1
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Yhtéloketjun viimeinen yhtilo perustuu sithen, ettd summassa
2. 1=-p"p
X=1

on laskettu yhteen kaikki geometrisen jakauman Geom(p) pistetodenndkoisyydet.
Siten olemme saaneet yhtdlon
PE(X)=1

odotusarvon E(X) ratkaisemiseksi, joten

E(X)=—
p

Odotusarvon ominaisuudet
Olkoon
X ~ Geom( p)

Satunnaismuuttujan X odotusarvo
E(X)= 1
Y

on kaantaen verrannollinen tapahtuman A todenndkéisyyteen p. Siten tapahtumaa A saa odottaa
keskimé&drin sitd kauemmin mitd pienempi on tapahtuman A todennakoisyys.

Geometrisen jakauman pistetodennakdisyysfunktio

Kuva oikealla esittdd geometrisen jakauman

Geom(1/3)

Geom(1/3) 05
pi stetodennakai syysfunktiota 04}

fX)=q'p *

03 1

pisteissd

x=1,2,...,12 0271
kun

p=1/3,q=1-p 0.: “1111"L0—Lo—-—

Kuvaan on merkitty my6s jakauman odotusarvo 1 2345678 9 101112
A

E(X)=—=3 |
P
B(X)=3
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Geometrisen jakauman momenttiemafunktio
Geometrisen jakauman
f)=Pr(X=x)=q"p
O<p<l,q=1-p
x=12,3,...

momenttiemifunktio (ks. lukua Momenttieméfunktio ja karakteristinen funktio) on

t
t)=B(e")=—P
m, (1) =E(e™) g8
Perustelu:

Suoraan diskreetin jakauman momenttieméafunktion mééritelman mukaan

m, (1) =E(e”) =) " f(x)
— i etx pqx—l
x=1
— pet i etx—th—l
x=1

— pet i (qet )X—l
x=1

pe
1- g€

Geometrisen jakauman momenttiemafunktio ja jakauman tunnusluvut

Johdetaan geometrisen jakauman Geom(p) odotusarvo ja varianssi jakauman momenttiemafunktion
avulla.

Odotusarvo:
1
E(X) =t =—
p
Varianssi:
Var(X)=D*(X) =02 =3
Perustelu:

Geometrisen jakauman Geom(p) momenttiemafunktio on
pe
1-g¢

my (t) =
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Momenttieméfunktion 1. derivaatta pisteessd t = 0:

dm ()| _ pe(l-qe)—pe(-ae)| _  pe | _1

dt e, (1-qe')’ L, (-ge)l|, p

Momenttieméfunktion 2. derivaatta pisteessd t = 0:

d’me ()| _ pe(1-ge)’ - pe -2(1-ge)(—qe)| _ ped+ae)| _1+q
d* | (1-ce)’ o 1-0€) |, P

t=0

Siten geometrisen jakauman Geom(p) odotusarvo . , 2. momentti ¢, ja varianss o,
saadaan seuraavilla kaavoilla:

dm, (t) 1
Uy =E(X)=¢, o
d'm, )| _1+g
0(2 ( ) dt2 |t:0 p2
0.)2( :Var(X):az—af :1+2q—é:%

Geometrisen jakauman unohtamisominaisuus

Olkoon
X~ Geom(p)
Talloin
Pr(Xza+b|X=a)=Pr(X=b+1)
jossa a,be R.
Perustelu:

Todetaan ensin, etti
Pr(X=>c)=1-Pr(X<c)=1-Pr(X<c-1)=1-Fc-1)=(1-p) "
jossa ce R, F on geometrisen jakauman kertymafunktio ja

[X] = suurin kokonaisluku, joka < x

Koska

{X=za+blc{X=>a}
niin

Pr(X >a+bja X >a)=Pr(X =2a+Db)
Siten

Pr(X>a+bja X >a)
Pr(X > a)

Pr(X>a+b|X>a)=

© llkka Mellin 334



Todennéakdisyyslaskenta 16. Diskreetteja jakaumia

_Pr(X=a+b)
~ Pr(X=a)
~ (1_ p)[a+b—l]
S 1-p*
=(1-p)"
=1-F(b)
=1-Pr(X <b)
=Pr(X > b)
=Pr(X =b+1)
| ]

Siten geometrisella jakaumalla on ns. unohtamisominaisuus: Se, ettd tapahtuman A sattumista on
jouduttu odottamaan a koetoistoa, e vaikuta todenndkoisyyteen joutua odottamaan b koetoistoa
lisda. Tallaista unohtamisominaisuutta kutsutaan stokastisten prosessien teoriassa Markov-
ominaisuudeksi.

Samanlainen unohtamisominaisuus on eksponenttijakaumalla, jota voidaan pitdd geometrisen
jakauman jatkuvana vastineena; lisitietoja eksponenttijakaumasta: ks. lukua Jatkuvia jakaumia.

16.5. Negatiivinen binomijakauma

Toistetaan samaa Bernoulli-koetta niin, etti toistot ovat toisistaan riippumattomia ja seurataan
tapahtuman A sattumista toistojen aikana. Olkoon

Pr(A)=p
ja

Pr(A)=1-p=q
Oletetaan, ettd teemme koetoistoja kunnes tapahtuma A sattuu r. kerran ja olkoon X diskreetti
satunnaismuuttuja, joka kuvaa tehtyjen koetoistojen lukuméérad, kun tapahtuma A sattuu r. kerran.

Satunnaismuuttuja X noudattaa negatiivista binomijakaumaa parametrein r ja p:
X ~ NegBin(r, p)

ja sen pistetodennakaoi syysfunktio on
f(x)=Pr(X :X):[:_qu_r p,0<p<l,q=1-p

r=1,273,...;x=r,r+1L,r+2,...

Negatiivisen binomijakauman johto

Toistetaan samaa Bernoulli-koetta niin, ettd toistot ovat toisistaan riippumattomia kunnes
kiinnostuksen kohteena oleva tapahtuman A sattuu r. kerran. Olkoon

Pr(A)=p
ja
Pr(A)=1-p=q
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Mairatiadn todenndkdisyys sille, ettd saadaan tapahtumajono joka toteuttaa seuraavan ehdon:

(¥) Jonossa on r kappaletta tapahtumia A ja (X — ) kappaletta tapahtumia A° ja tapahtuma A
on jonossa Viimeisena.

Olkoon
AAA AA .. A

n kappaletta

mielivaltainen tapahtumajono, joka toteuttaa ehdon (*). Tdméin jonon todennékoisyys on
riippumattomien tapahtumien tulosddnnén nojalla

PPapg... p=p'q*
Sama todennékdisyys on jokaisella tapahtumajonolla, joka toteuttaa ehdon ().

Erilaiset jarjestykset, joihin voimme asettaa r kappaletta tapahtumia A ja (X — r) kappaletta
tapahtumia A° ja joissa tapahtuma A on viimeisend, ovat tapahtumajonoina toisensa poissulkevia.
Siten todennédkoisyys saada jono, joka toteuttaa ehdon (), saadaan toisensa poissulkevien
tapahtumien yhteenlaskusdannon mukaan laskemalla kaikkien ehdon (*) toteuttavien

jonojen todennékoisyydet

pl' quI'
yhteen. Siten meiddn on maarittava kaikkien sellaisten jonojen lukumaéir, jotka toteuttavat (*).
Koska tapahtuma A pitdd olla jonossa viimeisend, tima lukuméérd on sama kuin niiden j&rjestysten
lukuméiéra, joihin voimme asettaa (r — 1) kappaletta tapahtumia Aja (X—1)—(r— 1)) =(X—r)
kappaletta tapahtumia A",

Oletetaan, etti meilld on kiytdssi kahdenlaisia objekteja, A ja A°. Lokeromallin mukaan

kysytty lukumédiri saadaan selville laskemalla kaikkien niiden tapojen lukumééra, joilla (r — 1)
kappaletta objekteja A voidaan asettaa lokerikkoon, jossa on (X — 1) lokeroa. Huomaa, ettd objektien
A’ paikat on méiritty heti, kun objektit A on asetettu lokerikkoon.

Kysytyn lukumééirin antaa binomikerroin

{X_lj (x=1)! _ (x=D!

r-1 -

S (r=DUX=D—=(r=1)!  (r=D(x=r)!
Perustelu: ks. lukua Klassinen todennikoisyys ja kombinatoriikka.

Siten todennikoisyys saada tapahtumajono, jossa on r kappaletta tapahtumia A ja (X — r) kappaletta
tapahtumia A°® ja jossa tapahtuma A on viimeisend, on

X_l Iy X=r
r—1 P

Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja, joka kuvaa tehtyjen koetoistojen lukuméaaraa, kun
tapahtuma A sattuu r. kerran. Y114 esitetyn mukaan

x-1 X=I AT
f(x)= q p.,q=1-p
r-1

r=1,23,...;x=r,r+1Lr+2...
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Voidaan osoittaa, ettd negatiivisen binomijakauman pistetodennékoisyyksien summa = 1. Tulos
seuraa binomikaavan yleistyksesté negatiivisille eksponenteille (todistus sivuutetaan).

Negatiivisen binomijakauman tunnusluvut

Olkoon
X ~ NegBin(r, p)
Odotusarvo:
r
E(X) = fty =—
p
Varianssi:
Var(X)=D*(X) =02 =3
p
Standardipoikkeama:
.
D(X)=0y = @
Perustelu:

Johdamme tdssd negatiivisen binomijakauman odotusarvon kiyttden diskreetin jakauman
odotusarvon mééritelmai. Jakauman odotusarvo ja varianssi johdetaan jakauman momentti-
emafunktion avulla kohdassa Negatiivisen binomijakauman momenttieméfunktio ja
jakauman tunnusluvut.

Suoraan diskreetin jakauman odotusarvon miéritelman mukaan
N N x-1 X=T T
E(X)=)xf (x) =) x o

- -1)!
:ZX (X ) qx—r pr

= (r—=Dlx-r)!
_Li X! qx—rpr+1

pio ri(x—r)!

r<f X X=T T +] r
3l

P\ r p

Yhtiloketjun viimeinen yhtild perustuu siihen, ettd summassa
= (X = (X—1
z qx—r pr+l — Z ( jqx—(rﬂ) pr+1 :1
X=r ( r j X=r+1 r

on laskettu yhteen kaikki negatiivisen binomijakauman NegBin(r +1, p) piste-
todennékoisyydet.
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Odotusarvon ominaisuudet
Olkoon
X ~ NegBin(r, p)

Satunnaismuuttujan X odotusarvo
E(X)=—
Y

on suoraan verrannollinen tapahtuman A esiintymisten odotettuun lukuméaréan r ja k&antaen
verrannollinen tapahtuman A todennédkoisyyteen p. Siten tapahtuman A r. esiintymistd saa odottaa
keskimédrin sitd kauemmin mitd useampia tapahtuman A esiintymisid odotetaan ja mitd pienempi
on tapahtuman A todennékdisyys.

Negatiivisen binomijakauman pistetodennakdisyysfunktio

Kuva oikealla esittdd negatiivisen binomijakauman
NegBin(3,1/3) 0.2
pi stetodenndkoi syysfunktiota

X_l X=F ~F
f(X)=[r_Jq p

NegBin(3, 1/3)

0.15

01 + [ 1

.Hmlh

pisteissd

X:3,4,...,16 0.05 +
kun ]

r=3,p=1/3,g=1-p 0 e
123456 7 8 910111213141516
Kuvaan on merkitty my6s jakauman odotusarvo T
E(X)=—=9
p E(X)=9

Negatiivisen binomijakauman momenttieméafunktio

Negatiivisen binomijakauman

xX—1
f(X)=Pr(X =><)=[ qu‘“ p',0<p<l,q=1-p
r J—
r=23,...;X=r,r+Lr+2,...
momenttiemifunktio (ks. lukua Momenttieméifunktio ja karakteristinen funktio) on

oy __(Pe)'
t=E =
m =B =
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Perustelu:

Suoraan diskreetin jakauman momenttiemafunktion madritelman mukaan

m, (t) = B(e”) =) &*f ()
_ietx X_l X=T F
_x=r r—1 TP
> r+x-1
=(pet)rzeb(( ]qx
x=0 r—1

=(pe) (1-qge)”’
__(pe)
(1-ge)’

Negatiivisen binomijakauman momenttieméafunktio ja jakauman tunnusluvut

Johdetaan negatiivisen binomijakauman NegBin(r, p) odotusarvo ja varianss jakauman momentti-
emédfunktion avulla.

Odotusarvo:
r
E(X) = iy =—
p
Varianssi:
Var(X)=D*(X)=02 =3
p
Perustelu:

Negatiivisen binomijakauman NegBin(r, p) momenttiemafunktio on

N,
m0)= P
Momenttieméfunktion 1. derivaatta pisteessd t = 0:
dm, (®)] _r(pe)"' pe'(1-ge)) —(pe)r(1-ge) ' (—qe)|
at |, (1-ge)” o
_ rpe) | _r
C(1-ge)", P

Momenttieméfunktion 2. derivaatta pisteessd t = 0:
d’me )| _r’(pe)~ pe(-ge)™ —r(pe) (r+(1-ge) (-ge)|
dt’ (1-qge')**
_r(pe)(r +qet)| _r’+rq
S -ee)” |, P

‘t:O L:()
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Siten negatiivisen binomijakauman NegBin(r, p) odotusarvo y, , 2. momentti ¢, ja varianss

2 . .
0y saadaan seuraavilla kaavoilla:

Ly :E(x):%:M _r

dad |, p
o, =E(X?) = dzmxz(t)| _r’+rq
dt’ |, p’
o = Var(X) =@, —at = L _r_22 =A
PP
[
Negatiivinen binomijakauma ja geometrinen jakauma
Olkoon
X ~ NegBin(r, p)
jossa
r=1
Télloin X noudattaa geometrista jakaumaa parametrilla p:
X ~ Geom( p)
16.6. Hypergeometrinen jakauma
Oletetaan, ettd perusjoukossa S
nS=N
alkioita. Olkoon A perusjoukon Sjokin 0sajoukko:
AcS
Talldin A ja sen komplementti A° muodostavat perusjoukon Sosituksen:
AUA°=S
ANA° =
Oletetaan, ettd joukossa A on A
n(A)=r
alkiota ja joukossa A° on
N(A)=N-r
alkiota.
Poimitaan perusjoukosta Ssatunnaisesti osajoukko B,
jossa on e
n(B)=n B e
alkiota.
S
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Perusjoukon Sositus joukoiksi A ja A° indusoi joukon B osituksen joukoiksi BNA ja BNA; ks.
kuvaa edelld.

Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja, joka kuvaa joukkoon B poimittujen perusjoukon Sosa-
joukon A (eli joukon BNA) alkioiden lukumaaraa.

Satunnaismuuttuja X noudattaa hypergeometrista jakaumaa parametrein N, r ja n:
X ~ HyperGeom(N,r,n)
ja sen pistetodenndkaisyysfunktio on

X n—X .
f(X)=Pr(X =X) = max[0,n—(N—r)] < X< min(n,r)
Hypergeometrisen jakauman johto
Oletetaan, ettd otosavaruudessa Son
nS=N
alkiota.
Olkoon A jokin otosavaruuden Sosajoukko:

AcS

ja olkoon A° joukon A komplementti. T#lldin joukot A ja A° muodostavat otosavaruuden S
osituksen:

AUA" =S

ANA° =
Oletetaan, etti

nA)=r

NA=N-r
Olkoon edelleen

BcS
ja

n(B)=n

Otosavaruuden Sositus joukkoihin A ja A° indusoi joukon B osituksen joukoiksi BNA ja BNA®:
(BAA)YU(BNA®) = B
(BNAN(BNA®) = &

Ks. kuvaa edella.
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Olkoon
n(BNA) = X
N(BNA®) =n—x

Joukosta S(jossa on siis N alkiota) voidaan poimia n alkiota osajoukkoon B

Y

eri tavalla. Joukosta A (jossa on siis I' alkiota) voidaan poimia X alkiota

§

eri tavalla. Joukosta A (jossa on siis (N — r) alkiota) voidaan poimia (n — X) alkiota
N-r
n—X

Joukosta A (jossa on siis I alkiota) voidaan poimia X alkiota riippumatta siitd, mitka (n — x) alkiota
poimitaan joukosta A° (jossa on siis (N — r) alkiota). Siten kombinatoriikan kertolaskuperiaatteesta
seuraa, ettd niiden tapojen lukumééri, joilla voidaan poimia n alkiota joukosta Ssiten, ettd saadaan
r alkiota joukosta A ja (N — r) alkiota joukosta A° on

)

Olkoon X diskreetti satunnaismuuttuja, joka kuvaa joukkoon B poimittujen perusjoukon Sosa-
joukon A (eli joukon BNA) alkioiden lukumaérad. Soveltamalla klassisen todennakdisyyden
médritelmad saadaan:

X))\ h—X
f(X)=Pr(X =x)=—~—>—+
N
Voidaan osoittaa, ettd hypergeometrisen jakauman pistetodennékoisyyksien summa = 1 (todistus
sivuutetaan).

eri tavalla.

Hypergeometrisen jakauman tunnusluvut

Olkoon
X ~ HyperGeom(N,r,n)
Odotusarvo:
r
E(X) =t =
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Varianssi:
Var(X)=D*(X) =02 = nL(l—Lj( N- ”j
N N/\N-I
Standardipoikkeama:
r ryN-n
PEI= o= \/nﬁ(l_ﬁj( N _J
Perustelu:

Johdamme tdssd hypergeometrisen jakauman odotusarvon kdyttden diskreetin jakauman
odotusarvon madritelmié. Jakauman varianssin johtaminen sivuutetaan.

Koska
(rJ I (r=1! (r—lj
X =X =r =r
X x!(r=x)!  (x=D!I(r-x)! x—1
niin
Vi Y
E(X):ixf(x) :ix% :ri x-1 Nn_x
Y ("
Koska
NY_ NI N (N-D!' _N(N-I
n) n(N-=n)! n (n=D(N-n)! n{n-1
niin

N(N-1) N& (N-1} N
n{n-I n-—1
Yhtéloketjun viimeinen yhtéld perustuu siihen, ettd summassa
r=1)(N-r
Z”: X=1)\n=x) |
x=1 N-1 -
n-1

on laskettu yhteen kaikki hypergeometrisen jakauman HyperGeom(N —1,r —1,n—1)

E(X)= rzl[:‘j}[:—_;j o Z[L:D(I:__;J o

pistetodennikoisyydet.
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Odotusarvon ominaisuudet
Olkoon
X ~ HyperGeom(N,r,n)
Satunnaismuuttujan X odotusarvo
E(X)=n—
N

on suoraan verrannollinen sekéd perusjoukosta Spoimittavan joukon B alkioiden lukumaaraan n
ettd perusjoukon Sosajoukon A alkioiden lukum&araan r ja kaantaen verrannollinen perugoukon S
alkioiden lukum&araan N.

Hypergeometrisen jakauman pistetodennakdisyysfunktio

Kuva oikealla esittdd hypergeometrisen jakauman
HyperGeom(100,12,20) 0.4

pi stetodennakai syysfunktiota
03t q

| N

HyperGeom (100, 12, 20)

0.1 ¢
pisteissd I

x=0,1,2,...,12 oHL 1L 1. 1. 1.9 ¢ oi0rerete

01 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12
kun A

N=100,r=12,n=20 |
Kuvaan on merkitty myds jakauman odotusarvo EX)=24
r
E(X)=n—=24
(X) N
Hypergeometrinen jakauma ja binomijakauma
Hypergeometrista jakaumaa voidaan approksimoida binomijakaumalla, jos ns. otantasuhde
n

N
jossa
N = n(S) = perusjoukon Skoko
ja
n = n(B) = perusjoukosta Spoimitun osajoukon B koko

on kyllin pieni. Néin on kédytdnnossé, jos

N 005
N
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Olkoon
X ~ HyperGeom(N,r,n)

ja merkitdan

Siten
r=Np
ja voimme kirjoittaa:
X ~ HyperGeom(N, Np,n)

Huomaa, ettd p on todennékoisyys poimia joukkoon B alkio perusjoukon Sosajoukosta A, jonka
koko on

r=n(A)
Annetaan nyt

N — +oo
ja

I — +oo
niin, etta

r
N p

Télloin hypergeometrisen jakauman HyperGeom(N, Np,n) pistetodennékoisyydet konvergoivat
kohden binomijakauman Bin(n, p) pistetodennédkodisyyksia:

hm nyperGeom(N,Np,n)(X) = fBin(n,p)(X) H X= 05 1’ 27' LR n

N oo
Perustelu:
Olkoon
X ~ HyperGeom(N,r,n)
Talloin

Pr(X =Xx)
ry(N-r
s
=N
Y
r! y (N-=r)! ><n!(N—n)!
XI(r=x)! (Nn=x)!/(N—-r—-n+x)! N!

n! r! (N-r)! (N-n)!
X X X
x(n=x)! (r=x)! (N-r—-n+x)! N!
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=(2j><[r(r—1)---(r—x+1)]><[(N—r)(N—r—1)---(N—r—n+x+1)]
1
X
N(N-1):--(N—-n+1))
(N « rqr—=1)---(r =x+1) « (N=r)(N=r—=1)---«(N=r—n+x+1)
- N(N—=1)---(N=x+1) (N=X)(N—-x—=1)---(N—=X—(n—Xx)+1))
r-=1 r—(xx-1)  N-r N-r-1 N-r—(n-x-I)

{”ijx N N_ . N _ N N
x) N N-1 N-(X-1) N-Xx N-x-1 N-x-(n—-x-1)
N N N N N
Oletetaan, ettd
N — +oo
ja
I — +oo
niin, etti
r_
N_p
Télloin
r—_i—>p,i=1,2,...,x—1
N
%—)1,i=1,2,...,x—1
N_I\:_I—>1—p,i:0,1,2,...,n—x—1
N_—X_iel,izo,l,z,...,n—x—l
Siten

v
PI'(X:X):X(Tnj_X N (:‘J px(l_p)n—x
n

miké on binomijakauman Bin(n, p) pistetodennikoisyys pisteessa X.
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Hypergeometrisen jakauman HyperGeom(N, Np,n) ja binomijakauman Bin(n, p) yhteys nékyy
myos siind, ettd jakaumilla on sama odotusarvo:

E(XHypchcom(N,Np,n)) = E(XBin(n,p)) =np
ja niiden varianssit

N—-n
N -1

Var(xHyperGeom(N,Np,n)) = np(l - p)

Var( XBin(n, p)) =np(l1-p)
eroavat vain multiplikatiivisella tekijalla

N-—n

N-1

jota sanotaan aarellisen perusjoukon korjaustekijaksi. Korjaustekija vaikuttaa hypergeometrisen
jakauman varianssiin sitd vahemman mita pienempi on otantasuhde /N, silla

N—nzl

N -1
jos

n_,

N

Hypergeometrinen jakauma ja otanta palauttamatta

Olkoon perusjoukon Salkioiden lukumééra

nS =N
Muodostetaan perusjoukon Salkiosta osajoukko B, jonka alkioiden lukumé&éra on
n(B)=n

kayttdmalla alkioiden poiminnassa otantaa ilman takaisinpanoa eli palauttamatta.
Otanta palauttamatta:

(i) Poimitaan alkiot perusjoukosta Sosajoukkoon B satunnaisesti yksi kerrallaan.

(i1)) [Ei palauteta poimittua alkiota ennen seuraavan alkion poimimista perusjoukkoon S

(i) Oletetaan, ettd jokaisella perusgoukon Sjaljella olevalla alkiolla on k. alkiota poimittaessa
sama todennakoisyys

1/(N—k+1)
tulla poimituksi osajoukkoon B.
Talloin sanomme, ettd osajoukko B muodostaa yksinkertaisen satunnaisotoksen perusjoukosta S

Otannassa ilman takaisinpanoa alkioiden poiminta voidaan toteuttaa kiyttimalla seuraavaa
arpomis-menettelya:

(1) Pannaan uurnaan jokaista perusjoukon Salkiota vastaava arpalippu.
(2) Sekoitetaan uurnan sisdltd huolellisesti.
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(3) Nostetaan uurnasta arpalippu, jota vastaava alkio valitaan otokseen B.
(4) Ei palauteta nostettua arpalippu uurnaan.

(5) Palataan vaiheeseen (3), kunnes haluttu otoskoko n on saavutettu.
Huomautuksia:

o Perusjoukon Salkioiden todenndkéisyys tulla poimituksi otokseen muuttuu poiminnan
aikana.

. Jokaisella perusjoukon Ssamankokoisella 0sajoukolla on sama todennékdisyys tulla
poimituksi otokseen.

o Sama perusjoukon Salkio voi tulla poimituksi otokseen vain kerran.
Olkoon A perusjoukon Sosajoukko, jonka alkioiden lukuméird on
nA)=r
T&ll6in todenndkoisyys poimia yks alkio joukosta A on
r
Pr(A)=p= N
Otannassa ilman takaisinpanoa otokseen B poimittujen A-tyyppisten alkioiden lukumééra X on
diskreetti satunnaismuuttuja, joka noudattaa hypergeometrista jakaumaa parametrein N, njar:
X ~ HyperGeom(N,r,n)
Huomautus:

. Otantaa takaisinpanolla cli palauttaen tarkastellaan kappaleessa Binomijakauma.

Otanta palauttaen vs otanta palauttamatta

Poimitaan perusjoukosta satunnaisesti otos (osajoukko) arpomalla alkiot perusjoukosta otokseen
yksi kerrallaan.

Otoksen poiminta voidaan toteuttaa joko palauttaen (takaisinpanolla) tai palauttamatta (ilman
takaisinpanoa):

(i)  Otannassa palauttaen perusjoukon alkiot arvotaan otokseen yksi kerrallaan niin, ettéd
jokainen alkio palautetaan vilittomasti arpomisen jalkeen takaisin perusjoukkoon, jolloin sama
alkio voi tulla poimituksi otokseen useita kertoja.

(i) Otannassa palauttamatta alkiot arvotaan otokseen yksi kerrallaan niin, ettd alkiota el
palauteta arpomisen jalkeen takaisin perusjoukkoon, jolloin sama alkio voi tulla poimituksi
otokseen vain kerran.

Olkoon perusjoukon Skoko
nS =N
Tarkastellaan perusjoukon Sosajoukkoa A, jonka koko on
nA)=r
Poimitaan perusjoukosta Ssatunnaisesti osajoukko B, jonka koko on

n(B)=n
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Maaritelldan diskreetti satunnaismuuttuja
X ="A-tyyppisten alkioiden lukumiiré otoksessa B”

Jos otos poimitaan perusjoukosta palauttaen, satunnaismuuttuja X noudattaa binomijakaumaa
parametrein nja p=r/N:

X ~ Bin(n, p)

Jos otos poimitaan perusjoukosta palauttamatta eli ilman takaisinpanoa, satunnaismuuttuja X
noudattaa hypergeometrista jakaumaa parametrein N, r ja n:

X ~ HyperGeom(N,r,n)
Huomautus:

. Koska hypergeometrinen jakauma konvergoi kohden binomijakaumaa, kun perusjoukon
koon N annetaan kasvaa rajatta, ero otannan palauttaen ja otannan palauttamatta vélilla
on merkitykseton, jos otoskoko non pieni perusjoukon kokoon N verrattuna ja ero
havidd kokonaan, jos perusjoukko on aareton.

16.7. Poisson-jakauma

Toistetaan samaa satunnaiskoetta ja oletetaan, etté toistot ovat toisistaan riippumattomia.
Tarkastellaan jonkin tapahtuman A sattumista toistojen aikana. Oletetaan, ettd tapahtuman A
tapahtumaintensiteetti eli tapahtuman A esiintymisten keskimaar&inen lukuméaara aikayksi kkba
kohden on A.

Madritelldan diskreetti satunnaismuuttuja X:

X = Tapahtuman A esiintymisten lukum&ara ajanjaksona,
jonka kesto on s aikayksikkéa

Tietyin oletuksin satunnaismuuttuja X noudattaa Poisson-jakaumaa parametrilla As:
X ~ Poisson(As)

jossa

S ajanjakson pituus aikayksikoissa

A = tapahtuman A esiintymisten keskimaarainen lukuméaara aikayksikkoa
kohden

f(X)=Pr(X=Xx)=

—1s X
€AY 0. x=0.12....
X

Huomautus:

o Poisson-jakauma syntyy myds sellaisessa tilanteessa, jossa tarkastellaan tapahtuman
A esiintymistéd avaruudessa. Tallin parametri A kuvaa tapahtumien A esiintymisten
keskimaar aistéa lukuméaar aa tilavuusyksikkoa kohden ja satunnaismuuttuja X kuvaa
tapahtuman A esiintymisten lukumaar&a avaruuden osa-alueessa, jonka koko on s
tilavuusyksi kkoa.
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Poisson-jakauman johto
Luonnostelemme seuraavassa vain paidkohdat Poisson-jakauman johdosta.
Tarkastellaan jonkin tapahtuman A sattumista Saman satunnaiskokeen toistojen aikana.
Oletukset:
(1) Toistot ovat toisistaan riippumattomia.
2) Pr(Yksi tapahtuma A lyhyella aikavalilla ds) = Ads
(3) Aikavili on dson niin lyhyt, ettd todenndkoisyys
Pr(k kappaletta tapahtumia A aikavélilld ds, k> 1)
on havidvin pieni eli kertaluokkaa o(S).
Olkoon
f(x; s) = Pr(x kappaletta tapahtumia A aikavililla [0, S])
Oletusten (1)-(3) pétiessd aikavalilla
[0, s+ ds]
voi sattua X kappaletta tapahtumia A kahdella toisensa poissulkevalla tavalla (tn = todenndkoisyys):

Tapaus 1: X kappaletta tapahtumia A ajanhetkeen S mennessi: tn="1(x; 9
Ei tapahtumia A aikavililla ds: tn=1- Ads
Lisdksi ndma ovat tapahtumina toisistaan riippumattomia.

Tapaus 2: (X — 1) kappaletta tapahtumia A ajanhetkeen S mennessa: thn="f(x—1;9)
Yksi tapahtuma A aikavalilla ds: tn= Ads

Lisdksi ndma ovat tapahtumina toisistaan riippumattomia.

Riippumattomien tapahtumien tulosdannon ja toisensa poissulkevien tapahtumien yhteenl asku-
saanndn mukaan

f(x;s+ds)= f(x;s)(1-Ads)+ f(x—1;5)Ads
josta saamme €rotusosamaaran

f(x;s+ds)—

f(xs) = f(x=1;8)— f(X;9)]
ds

Antamalla
ds— 0

saamme (X:n suhteen) differenssiyhtalon

M:z[f(x—l;s)—f(X;S)]
ds

On helppo ndhda, etti

f(x)=

—As X
€4S L oL,
X

on tdmén differenssiyhtdlon ratkaisu.
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Funktio f(X) méaérittelee todenndkoisyysjakauman, koska
f(x)>0,x=0,12,...

ja eksponenttifunktion maaritelmén mukaan

i f (X) — i _ls(ﬂs) —xlsz (lS) — e—/is As =1

v x!

Poisson-jakauman tunnusluvut

Olkoon

X ~ Poisson(As)
Odotusarvo:

E(X)=pu, =1s
Varianssi:

Var(X)=D*(X) =03 = 1s
Standardipoikkeama:

D(X)=0, =+/1s
Perustelu:

Johdamme tdssd Poisson-jakauman odotusarvon kdyttden diskreetin jakauman odotusarvon
madritelméia. Jakauman odotusarvo ja varianssi johdetaan jakauman momenttieméafunktion
avulla kohdassa Poisson-jakauman momenttieméfunktio ja jakauman tunnusluvut.

Suoraan diskreetin jakauman odotusarvon maaritelman mukaan ja eksponenttifunktion
ominaisuuksien mukaan

E(X)= z xf (X) = ZXE’%SMS)

X!
—lsz S (ﬂs)
—ﬂsz (ﬂ's)x_

T (x=D)!
= AsePe® = s

Odotusarvon ominaisuudet

Poisson-jakauman odotusarvo A kuvaa tapahtumaintensiteettia: Mitd suurempi on A, sitd enemmén
tapahtumia on odotettavissa aikayksikkoa kohden.
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Poisson-jakauman pistetodennakdisyysfunktio

Kuva oikealla esittdd Poisson-jakauman

Poisson(b)
Poisson(5) 0.3
pi stetodennadkai syysfunktiota
—ﬂs
(4s)* 02}
f(x)= " .

[
pisteissi
X=0,1,2, ..., 12 0T ‘
kun ‘ ]
As=5 0 ';I;,;,; 11 ‘I‘t:':'—

. . 01 23 45 6 7 8 9101112
Kuvaan on merkitty my6s jakauman odotusarvo A
E(X)=A4s=5 |

Esimerkki 1. Radioaktiivinen hajoaminen. E(X)=5

Tarkastellaan radioaktiivista hajoamista ja

olkoon

X = aikavililla [0, S] hajoavien atomien lukumé&éra
Talloin

X ~ Poisson(As)

jossa A on alkuainekohtainen parametri, joka kuvaa keskimaarin aikayksikkda kohden
hajoavien atomien lukumaaraa.

Poisson-jakauman momenttiemafunktio

Poisson-jakauman

—As X
w,ﬂ>0,x=0,1,2,...
X

f(X)=Pr(X=x)=

momenttiemifunktio (ks. lukua Momenttieméifunktio ja karakteristinen funktio) on

mx (t) — E(etX) — eﬁ,s(et—l)
Perustelu:

Suoraan diskreetin jakauman momenttiemadfunktion méairitelmén mukaan

—1s oo £\ X
m)( (t) — E(etX) — Z f (X) Z tx e (2,8) e—ﬂszui) — e,ﬂse/lse! _ eﬂs(et—l)

= X!

Poisson-jakauman momenttiemafunktio ja jakauman tunnusluvut

Johdetaan Poisson-jakauman Poisson(AS) odotusarvo ja varianss jakauman momenttieméafunktion
avulla.
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Odotusarvo:

E(X)=u, =1s
Varianssi:

Var(X)=D*(X) =03 =1s
Perustelu:

Poisson-jakauman Poisson(4) momenttieméafunktio on

m, (t) =&
Momenttieméfunktion 1. derivaatta pisteessd t = 0:
IO _ gisenjod| = ase €| = is
dt | t=0 t=0
Momenttieméfunktion 2. derivaatta pisteessd t = 0:
_dzg}:; © . = A€ ¢ (1 + Ase)  =Ast (As)y’

Siten Poisson-jakauman Poisson(4) odotusarvo g, , 2. momentti ¢, ja varianssi o; saadaan
seuraavilla kaavoilla:

ﬂx:E(X):alzde(t) =A1s
dt |
2
o, =E(x =IO a5t ey
a |

o, =Var(X)=a, — & = As+(As)’ —(4s)® =1s

Poisson-jakaumaa noudattavien satunnaismuuttujien summan jakauma
Olkoot
X1, Xo, on s X
riippumattomia satunnaismuuttujia, jotka noudattavat Poisson-jakaumia parametrein 4;S, 48, ... ja
AS:
Xy Xyyeoos X L
X, ~ Poisson(4s),i=12,...,k
Talloin satunnaismuuttujien X;, Xy, ... , X SUMma
Y=X;+Xp+ -+ X

on diskreetti satunnaismuuttuja, joka noudattaa Poisson-jakaumaa parametrilla
As= A4S+ s+ -+ AS:

X ~ Poisson(AS)
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Perustelu:

Todistus perustuu siihen, ettd riippumattomien satunnai smuuttujien summan momentti-
emafunktio ko. satunnaismuuttujien momenttiemafunktioiden tulo.

Oletetaan, ettd
Xis Xypeots X L
X, ~Poisson(4),i=1,2,...,k

Satunnaismuuttujien X;, Xo, ... , Xk momenttiemafunktiot ovat muotoa
mt)=e*¢" i=12.. .k
Muodostetaan satunnaismuuttujien Xj, Xy, ... , Xk SUmma:

Y=X + X+ + X
Summamuuttujan Y momenttieméfunktio on
m, (t) = mt)m,(t)---m(t) = ehSE-DhsE-D) | ohSE-D _ A+h++A)sE D) _ Ase-1)
jossa
A=+ L+ + A
Funktio my(t) on Poisson-jakauman
Poisson(As)
momenttieméafunktio, jossa
As= S+ S+ + A4S
Lisdksi funktio my(t) on selvésti jatkuva pisteen
t=0

ympéristossd. Koska momenttiemafunktio my(t) on talloin yksikasitteinen, summamuuttuja Y
noudattaa Poisson-jakaumaa parametrilla AS= A4;S+ A,S+ - + AS:

Y =X; + X, + -+ + X¢ ~ Poisson(As)

Huomautus:

o Jokaisella Poisson-jakaumalla saa olla eri parametri.

Poisson-jakauma ja binomijakauma

Olkoon

X, ~ Bin(n, p)
Annetaan

N— oo
ja

p—0
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siten, ettd
np=As
T&ll6in satunnai smuuttujan X, jakauma |ahestyy Poisson-jakaumaa parametrilla A:

nlgg fBin(n,p) (X) = fPoisson(/ls) (X) > X= 0’ 1’ 2’ cee

o1
Perustelu:
Olkoon
X~ Bin(n, p)
Talloin

fx(x):(::j pg"*,g=1-p,x=0,1,2,...,n

Oletetaan, ettd

N — +oo
ja samaan aikaan

p—0
niin, etti

np=As

jossa 4> 0 on ei-satunnainen vakio. Ottamalla huomioon, ettd np= Asja =1 — p, voimme
kirjoittaa, ettd

n
fy (X) = [X) p*q™

— n(n_l)(n_zx)'“(n_x+1) (np)x(l_ p)n—x
n x!

_n(n-H(n-2)---(n=x+1) (49)* (- p)"
- n* X! (1-p)*

zlil_lj(l_z}..(l_X—lJMS)X.<1—p>”
AN n ) ox (-p)

Edelleen voimme kirjoittaa, ettd
(1-p)"=[1-p) " T =[1-p T
Eksponenttifunktio ominaisuuksien perusteella

(1) Lim{(1- Py =

Liséksi pétee:
2) lim(l—lj(l—gjm[l—x—_ljzl
N—eo n n n
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3) lim(1- p)* =1
p—0
Yhdistdmalla kaavat (1), (2) ja (3) saadaan haluttu lopputulos:
—As X
lim f, (X)= €7 (49"
n—e x!
p—0
np=A4s

Poisson-jakauman ja binomijakauman vélinen yhteys tulee esille myos siind, ettd
E(X)=As=np

jos non suuri ja p on pieni. Lisdksi myds jakaumien varianssit ovat talloin ldhelld toisiaan:
Var(X)=D*(X)=As=np=np(l- p)

koska
p=0=1-p=1

Poisson-jakauma ja eksponenttijakauma

Tarkastellaan jonkin tapahtuman A sattumista Saman satunnaiskokeen toistojen aikana ja olkoon
X = tapahtumien lukumiira aikayksikkod kohden

Oletetaan, ettd
X ~ Poisson(A)

jolloin
E(X)=A1

Parametri A kuvaa tarkastelun kohteena olevan tapahtuman tapahtumaintensiteettia eli tarkastelun
kohteena olevan tapahtuman esiintymisten keskimaardistd lukumaarda aikayksikkod kohden.

Olkoon
Y = odotusaika 1. tapahtumalle (tai tapahtumien véliaika)
Téll6in Y on jatkuva satunnaismuuttuja, joka noudattaa eksponenttijakaumaa parametrilla A:
Y ~ Exp(4)
jolloin
E(Y)=1/4
Lisétietoja eksponenttijakaumasta: ks. lukua Jatkuvia jakaumia.
Voidaan osoittaa, ettd jakaumien vélinen yhteys toimii myos toiseen suuntaan: Olkoon siis
Y = odotusaika 1. tapahtumalle (tai tapahtumien véliaika)
ja oletetaan, etti

Y ~ Exp(A)
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Olkoon
X = tapahtumien lukumiira aikayksikkod kohden

Téll6in X on diskreetti satunnaismuuttuja, joka noudattaa Poisson-jakaumaa parametrilla A:
X ~ Poisson(A)
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17.

17.1.
17.2.
17.3.
17.4.
17.5.
17.6.
17.7.
17.8.
17.9.

Jatkuvia jakaumia

Jatkuva tasainen jakauma
Eksponenttijakauma
Normaalijakauma.
Keskeinen raja-arvolause
Log-normaalijakauma
Cauchy-jakauma
Gamma-jakauma
Beta-jakauma
Weibull-jakauma

Maérittelemme téssd luvussa seuraavat jatkuvat todennakoi syysjakaumat:

Jatkuva tasainen jakauma
Eksponenttijakauma
Normaalijakauma
Log-normaalijakauma
Cauchy-jakauma
Gamma-jakauma
Beta-jakauma

Weibull-jakauma

Tarkastelemme jakaumien ominaisuuksia havainnollistamalla jakaumien tiheysfunktioita
graafisesti ja johtamalla jakaumien odotusarvot ja varianssit seké (useimmissa tapauksissa)
jakaumien momenttieméfunktiot. Tarkastelemme myds jakaumien yhteyksid muihin jakaumiin.

Kohdassa Keskeinen raja-arvolause esitimme perustelun sille, miksi normaalijakauma on
“normaali”.

Avainsanat:

Binomijakauma, Beta-jakauma, Cauchy-jakauma, Eksponenttijakauma, Gamma-jakauma,
Jatkuva tasainen jakauma, Kertymafunktio, Keskeinen raja-arvolause, Log-normaalijakauma,
Momenttiemafunktio, Normaaliapproksimaatio, Normaalijakauma, Odotusarvo, Poisson-jakauma,
Standardipoikkeama, Standardointi, Taulukot, Tiheysfunktio, Varianssi, Weibull-jakauma
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17.1. Jatkuvatasainen jakauma

Jatkuva tasainen jakauma on diskreetin tasaisen jakauman (ks. lukua Diskreetteji jakaumia)
jatkuva vastine.

Olkoon jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio

0 ,X<a
f(X)= L,aSXSb
b—a

0 ,X>a
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Pr(Xe[c,d ) =Pr(Xe[c,,d,])

Jatkuvan tasaisen jakauman tunnusluvut

Olkoon
X ~ Uniform(a,b)
Odotusarvo:
a+b
E(X)=——
(X) 5
Varianssi:
2
Var(X)=D*(X)= 2=
12
Standardipoikkeama:
b-a
D(X)=——=
(X) NG
Perustelu:

Johdamme tdssd jatkuvan tasaisen jakauman odotusarvon kdyttden jatkuvan jakauman
odotusarvon mééritelmdi. Jakauman odotusarvo ja varianssi johdetaan jakauman momentti-
emafunktion avulla kohdassa Jatkuvan tasaisen jakauman momenttieméfunktio ja
jakauman tunnusluvut.

Suoraan jatkuvan jakauman odotusarvon médritelmésti saadaan, etti
_ [ " b'-a _a+b
b—al2 2(b-a) 2

E(X)=Txf(x)dx=jb-xb1adx

a

Jatkuvan tasaisen jakauman tiheysfunktio Uniform(a, b)

Kuva oikealla esittdd jatkuvan tasaisen jakauman
Uniform(a, b)
tiheysfunktiota

0 , X<a

f(x)= bL,aSXSb

_a 1
0 ,x>a b—a
Kuvaan on merkitty my6s jakauman odotusarvo: ,
a b
E(X)= atb ih
2 |
E(X)= %b
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Jatkuvan tasaisen jakauman tiheysfunktiolla f(X) on seuraavat ominaisuudet:
(i)  Tiheysfunktio f(X) saa positiivisen vakioarvon
1/(b-a)
vililld [a, b] ja arvon 0 vilin [a, b] ulkopuolella.
(i) Tiheysfunktio on Symmetrinen pisteen
E(X)=(a+ b)/2

suhteen.

Jatkuvan tasaisen jakauman kertyméafunktio Uniform(a, b)

Jatkuvan tasaisen jakauman kertyméfunktio on

xX <
X
IA
QD

F()=Pr(X<x)=1-"2 a<x<b

Ks. kuvaa oikealla
Perustelu:
Olkoon

o4 ------"-"-"-"-"-"-"-"=-"--———-

X ~ Uniform(a,b)

Satunnaismuuttujan X tiheysfunktion lauseke on vililla [a, b] :
1
f(xX)=——
(X) b_a

Siten satunnaismuuttujan X kertymafunktion lausekkeeksi saadaan, kun x € [a, b] :

F()=Pr(X <) = | f(t)dt=fbiadt=[bfa} "5

a
a
Jatkuvan tasaisen jakauman momenttiemafunktio
Jatkuvan tasaisen jakauman

1

f(x):b_a

,as<x<b

momenttieméafunktio (ks. lukua Momenttieméifunktio ja karakteristinen funktio) on

ebt _ eat
t(b—a)

m, ()= Ee") =
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Perustelu:

Suoraan jatkuvan jakauman momenttieméfunktion mééritelmén mukaan

Foo b 1 1 etx b ebt_eat
t)=EE )= | € f(x)dx= | " dx = = | =
MU =EE) _Im X -a[ b-a b-al t || t(b-a)

Jatkuvan tasaisen jakauman momenttiemafunktio ja jakauman tunnusluvut

Johdetaan jatkuvan tasaisen jakauman Uniform(a, b) odotusarvo ja varianssi jakauman momentti-
emifunktion avulla.

Odotusarvo:
a+b
E(X)=——
(X) 5
Varianssi:
2
Var(X) = D}(X) = L=
12
Perustelu:

Jatkuvan tasaisen jakauman Uniform(a, b) momenttieméafunktio on

ebt _ eat
t(b—a)

my () =

Momenttieméfunktion 1. derivaatta pisteessd t = 0:

dm ()| _ (be” —ae™)t(b—a)— (" —")(b—a)|

dt |, t*(b—a)’ s
~ (beb‘ _ae™ - (ebt _ ea1)|
- t*(b-a) »
_atb
2

Momenttieméfunktion 2. derivaatta pisteessd t = 0:

d’m (t)| {[(bzebt —a’e™)t+(be” —ae™) - (be™ —ae™)t’(b—a)
dt® |, t'(b—a)’
_[(be” —ae™)t—(e" —e")2t(b- a)}
t*(b—a)’ o
_ (P —a’e)t’ —2(be” —ae™ )t +2(e” —e")
) t'(b-a) o
_a’+ab+b’
3
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Siten jatkuvan tasaisen jakauman Uniform(a, b) odotusarvo u, , 2. momentti ¢, ja varianss

2 . .
0y saadaan seuraavilla kaavoilla:

dm, (t a+b
Hx =E(X) =0 = ”:jxt()I "2
t=0

dzmx(t)| _a’+ab+b’

% =BXH=—4s 3

‘I:O

2 2 2 a2
af(:Var(X):az—af:a +ab+b” (a+b) :(b a)
3 4 12

Jatkuvan tasaisen jakauman todennakdoisyydet
Olkoon

X ~ Uniform(a,b)
ja olkoon

[c.d] c[a, b]

tiheysfunktio

0 ,X<a
f(x)= L,agxsb
b-—a

0 ,X>a

valilla [c, d]:

d d 1 X d d—C
Pr(csxsd):jf(x)dx=jb_adx= e

Kaikkien muiden jatkuvaan tasaiseen jakaumaan Uniform(a, b) liittyvien tapahtumien toden-
ndkoisyydet saadaan vélin [a, b] osavilien todenndkoisyyksistd todenndkoi syyslaskennan
laskusdanttjen avulla.

17.2. Eksponenttijakauma

Eksponenttijakauma on geometrisen jakauman (ks. lukua Diskreettejd jakaumia) jatkuva vastine
ja sitd kdytetddn usein elinajan mallintamiseen. Tietyt chdot tayttdvissa jonotapahtumissa 1.
tapahtuman odotuaika ja tapahtumien véliaika noudattaa eksponenttijakaumaa.

Olkoon jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio
f(X) = Aexp(-AX) , A>0,Xx>0

Télloin satunnaismuuttuja X noudattaa eksponenttijakaumaa parametrilla 4 ja merkitsemme:
X ~Exp(A)
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Johdamme eksponenttijakauman tiheysfunktion kohdassa Eksponenttijakauma ja Poisson-
jakauma.

Funktio f(X) kelpaa tiheysfunktioksi, koska

f(xX)>0,x=0
ja
f(x)dx  AdePdx e ;w 1
—oo 0
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(1) A=1/2
(i1) A=1/4
Eksponenttijakauman odotusarvo:
E(X)=—
A
Eksponenttijakauman tiheysfunktiolla on seuraavat

ominaisuudet:

(i)  Eksponenttijakauman tiheysfunktio f(X) saa
positiivisia arvoja kaikille ei-negatiivisille
argumentin X arvoille:

f(x)>0,x>0

Exp(4)
0.6
0.5
04 Exp(1/2)

(i) Tiheysfunktio monotonisesti laskeva ja silld on maksimi pisteessd X = 0.

(i) Tiheysfunktio on vino oikealle.

Eksponenttijakauman kertymafunktio
Eksponenttijakauman kertyméfunktioksi saadaan

F(x)= Jx- f(t)dt= iﬂexp(—ftt)dt = [—exp(—lt)]; =1-exp(—4X)

A>0,x20

Komplementtitapahtuman todennakdi syden kaavan mukaan

Pr(X>Xx) =1 -P(X<X)
=1-F(X)
= exp(—4X)
Kuva oikealla esittdd eksponenttijakauman
Exp(4)
kertyméfunktiota
F(X) = 1 — exp(—4X)
A>0,x=0
valilla [0, 6], kun
A=1/2

Eksponenttijakauman momenttiemafunktio

Eksponenttijakauman

f(x)=1e™,1>0,x>0

Exp(4)
1.2

0.6 /
0.4

momenttiemifunktio (ks. lukua Momenttieméifunktio ja karakteristinen funktio) on
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)y A
m (0 =EE") ="

Perustelu:

Suoraan jatkuvan jakauman momenttiemédfunktion mééritelmén mukaan
+oo
m, (t) = Ee*) = j & f (x)dx
= I e*1e*dx
(t A)X dX

-4
i)

A
A-t

Eksponenttijakauman momenttiemafunktio ja jakauman tunnusluvut

Johdetaan eksponenttijakauman Exp(4) odotusarvo ja varianss jakauman momenttiemafunktion

avulla.
Odotusarvo:

E(X)=—

A
Varianssi:
1

Var(X) = DZ(X) =?

Perustelu:

Eksponenttijakauman Exp(4) momenttieméafunktio on

A
t)y=——
m (="
Momenttieméfunktion 1. derivaatta pisteessd t = 0:
dm, ()| Al

a |, (-0, A4
Momenttieméfunktion 2. derivaatta pisteessd t = 0:

d’m, (1) 24 | _2
dt? A-t}|, A

o
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Siten eksponenttijakauman Exp(1) odotusarvo u, , 2. momentti ¢, ja varianssi o saadaan

seuraavilla kaavoilla:

dm, (1) 1
ILIX ( ) a] dt o ﬂ,
d’m, (t) 2
=E x2 = = —
az ( ) dtz . /12
2 1 1
0')2( =Var(X)=0{2— 12=?—?=?

Eksponenttijakauma ja Poisson-jakauma

Tarkastellaan jonkin tapahtuman sattumista Saman satunnaiskokeen toistojen aikana ja olkoon
X = odotusaika 1. tapahtumalle (tai tapahtumien véliaika)

Oletetaan, ettd
X~ Exp(A)

jolloin
E(X)=1/4

Olkoon
Z = tapahtumien lukumaéard aikayksikkod kohden

Télloin Z on diskreetti satunnaismuuttuja, joka noudattaa Poisson-jakaumaa parametrilla A:
Z ~ Poisson(A)

jolloin siis
E(Z2)=1

Parametri A kuvaa tarkastelun kohteena olevan tapahtuman tapahtumaintensiteettia eli tarkastelun
kohteena olevan tapahtuman esiintymisten keskiméaaraistd lukumaardé aikayksikkod kohden. Lisa-
tietoja Poisson-jakaumasta; ks. lukua Diskreetteji jakaumia.

Voidaan osoittaa, ettd jakaumien vélinen yhteys toimii myds toiseen suuntaan: Olkoon siis
Z = tapahtumien lukumaédrd aikayksikkod kohden
ja oletetaan, etta
Z ~ Poisson(A)
Olkoon
X = odotusaika 1. tapahtumalle (tai tapahtumien viliaika)
Téll6in X on jatkuva satunnaismuuttuja, joka noudattaa eksponenttijakaumaa parametrilla A:
X~ Exp(4)
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Perustelu:
Olkoon
X = odotusaika 1. tapahtumalle
Johdetaan satunnaismuuttujan X kertymafunktio Fy.
Kertymafunktion méaéritelmén ja komplementtitapahtuman todennékéi syyden kaavan mukaan
(%) F. (X) =Pr(X < X)=1-Pr(X > X)
Ensimméinen tapahtuma sattuu ajanhetken X jalkeen, jos ja vain jos aikavalilla [0, X] e ole
sattunut yhtéan tapahtumaa. Siten
Pr(X > X)=Pr(Z =0)
jossa
Z ~ Poisson(AX)
Poisson-jakauman pistetodenndkoisyysfunktion kaavasta

ef/'LX (ﬂx)z
VA

f(z)=Pr(Z=2)= ,2=0,1,2,...

saadaan:
Pr(X > X) =Pr(Z = 0) = exp(—A4X)

Sijoittamalla tdmé kaavaan (*) saamme satunnaismuuttujan X kertymafunktioksi
Fy (X) =Pr(X £ X) =1-Pr(X > X) =1-exp(-4X)

Satunnaismuuttujan X tiheysfunktio saadaan derivoimalla kertyméafunktio Fx(X) argumenttinsa
X suhteen:

f (X)) = % Fy (X) = Aexp(—AX)

Siten

X~ Exp(4)

Eksponenttijakauman unohtamisominaisuus
Olkoon
X~ Exp(4)
Talloin
Pr(X >a+b| X >a)=Pr(X >b)
jossaa=0,b>0.
Perustelu:
Todetaan ensin, etti

Pr(X>c)=1-Pr(X<c)=1-F(c) = exp(—AC)

© llkka Mellin 368



Todennéakdisyyslaskenta 17. Jatkuvia jakaumia

jossa € 2> 0 ja F on eksponenttijakauman kertymafunktio.

Koska

{(X=za+b}c{X >a}
niin

Pr(X >a+bja X>a)=Pr(X >a+b)
Siten

Pr(X>a+bja X >a)
Pr(X > a)

_Pr(X>a+b)

~ Pr(X=>a)

_exp(-A(a+b))

~ exp(-4a)

= exp(—A4b)

=1-F(b)

=1-Pr(X <b)

= Pr(X > b)

Pr(X >a+b|X >a) =

Siten eksponenttijakaumalla ns. on unohtamisominaisuus: Se, ettd tapahtuman sattumista on
jouduttu odottamaan ajan a, & vaikuta todennékdisyyteen joutua odottamaan ajan b lisad. Téllaista
unohtamisominaisuutta kutsutaan stokastisten prosessien teoriassa Markov-ominaisuudeksi.

Samanlainen unohtamisominaisuus on geometrisella jakaumalla, jota voidaan pitda eksponentti-
jakauman diskreettind vastineena; lisitietoja geometrisesta jakaumasta: ks. lukua Diskreetteja
jakaumia.
Eksponenttijakauman todennakdisyydet
Olkoon

X~ Exp(4)
ja olkoon

[c, d] < [0, +eo)

jokin jakauman médrittelyvilin [0, +o0) osavali. Valin [c, d] todenndkoisyys saadaan integroimalla
eksponenttijakauman Exp(4) tiheysfunktio

f(X) = Aexp(-AX) , A>0,Xx=>0
vililla [c, d]:

Pr(c< X <d)= T f (x)dx = j'/ie‘“dx = [—e—“]j —g’_g™

Kaikkien muiden eksponenttijakaumaan Exp(A) liittyvien tapahtumien todennikoisyydet saadaan
vilin [0, +e0) osavilien todenndkoisyyksistd todenndkoisyysl askennan laskusaantdjen avulla.
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17.3. Normaalijakauma

Normaalijakauma on seké teoreettisen ettd soveltavan tilastotieteen térkein jakauma. Tadma johtuu
seuraavista seikoista:

(i) Empiirisen kokemuksen mukaan monia satunnaisilmioitid koskevat havainnot
noudattavat ainakin approksimatiivisesti normaalijakaumaa.

(ii) Monet satunnaismuuttujat noudattavat approksimatiivisesti normaalijakaumaa.

(iii) Monet tirkeit todennakoisyysakaumat saadaan sopivilla muunnoksilla normaali-
jakaumasta.

(iv) Keskeisen raja-arvolauseen mukaan usean satunnaismuuttujan summat noudattavat
ainakin approksimatiivisesti normaalijakaumaa, jos summassa on riittivasti tekijoiti.

Olkoon jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio

2
f(x)= GXP{—l(X_ﬂJ},—oo</z<+oo,a>0,—oo<x<+oo

1
ovN2r
T#ll6in satunnaismuuttuja X noudattaa normaalijakaumaa parametrein #ja ¢~ ja merkitsemme:

X ~N(u,07)

2\ O

Funktio f(X) kelpaa tiheysfunktioksi, koska
F(X)>0,—c0o< X< +o0
ja

j f(x)dx=1

—oo

Perustelu:

Sen perusteleminen, etti
+oo

J‘ f(x)dx=1

—oo

on siind mielessd hankalaa, ettd normaalijakauman tiheysfunktio kuuluu sellaisten funktioiden
joukkoon, joiden integraalifunktiota ei voida esittda suljetussa muodossa (so. alkeis-
funktioiden avulla). Perusteleminen onnistuu kuitenkin alla kdytettdvén “tempun”

avulla.

Tarkastellaan yksinkertaisuuden vuoksi ns. standardoitua normaalijakaumaa, jossa
1£=0,0"=1

T#mi ei ole rajoittava oletus, koska jokainen yleistd normaalijakaumaa N(x, o) noudattava
satunnaismuuttuja saadaan lineaarimuunnoksella standardoitua normaalijakaumaa N(0,1)
noudattavasta satunnaismuuttujasta; ks. kohtaa Normaalijakautuneen satunnais-
muuttujan lineaarimuunnoksen jakauma.

© llkka Mellin 370



Todennéakdisyyslaskenta 17. Jatkuvia jakaumia

Jos
u=0,0"=1
niin normaalijakauman tiheysfunktio on muotoa

2
X2 /2
e

1
f(X)=—
(X) o
Koska f(X) on symmetrinen, viite

T f(x)dx=1

—oo

tulee todistetuksi, jos ndytimme, ettd
jfe—xz/zdx _ ~N21 _ \/E
0 2 2

Tarkastellaan integraalia

=3 2 =3 oo 00 oo
[Ie‘xz/zde = [J'e‘“z/zdu]“ e‘Vz/zdv] = [[e™dudv
0 0 0

00
Siirrytddn téssé integraalissa napakoordinaatteihin muunnoksella
u=rcos(f)
V=rsin(f)
Talloin
U’ +Vv> =r’cos’*(6)+r’cos’(6) = r’[cos’(6) +cos’ ()] =r°
dudv=rdeadr

ja integroimisalueeksi tulee
0<r<eo
0<O0<rx/2

Siten

I]-;e—(uz+vz)/2dudvz Iﬁf re_rl/zdedr zg]ire—rz/zdr :g[_e—rz/z:[: :g

0

joten olemme todistaneet, etti

o 2
Ie‘xz/zdx =z
0 2

josta véite seuraa.
u

Normaalijakaumaa kutsutaan kehittéjdnsd mukaan usein Gaussin jakaumaksi ja sen tiheysfunktion
kuvaajaa kutsutaan tavallisesti joko Gaussin kiyriksi tai kellokdyriksi (engl. bell curve).
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Normaalijakauman tunnusluvut

Olkoon

X ~N(u,07)
Odotusarvo:

E(X)=u
Varianssi:

Var(X)=D*(X)=0"
Standardipoikkeama:

D(X)=0
Perustelu:

Johdamme tdssd normaalijakauman odotusarvon kiyttden jatkuvan jakauman odotusarvon
médritelmad. Jakauman odotusarvo ja varianssi johdetaan jakauman momenttiemafunktion
avulla kohdassa Normaalijakauman momenttieméifunktio ja jakauman tunnusluvut.

Suoraan jatkuvan jakauman odotusarvon madritelmasti saadaan, ettd

E(X)= j: Xt (x)x= [ ” j_ xe_E(%ﬂ] dx

—~ OoN27
Sjoituksella
Z:X_—ﬂ
o
saadaan:
E(X)= J.+ML(ﬂ+az)e_; dz= J'+°°Lﬂe‘5 zdz+J'+°°L 762" dz
o ~ 2z -~ Vor
Nyt
| 2 to O 1
E(X)=| —ue? dz+| —ze? dz=
X)=[" = [ ~ p

Tama seuraa siitd, ettd

+oo 1 _lzz oo 1 1 ZZ
—ue? dz=u| —e? dz=u-1=u
L" N2z J“‘” 27
koska integroitava on ns. standardoidun normaalijakauman N(0,1) tiheysfunktio ja

1,
to O -—Z
_[ —7ze? dz=0

NPy

koska integroitava on muuttujan z pariton funktio.
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Normaalijakauman tiheysfunktio

Kuva oikealla esittdd normaalijakauman

N(u,0?)

tiheysfunktiota

f(x)=

vililld [-6,+6] seuraavissa tapauksissa:

(1)
(1)
(iii)

U=-2,0"=4
u=0 ,0°=1
U=+3,0°=0.09

Normaalijakauman odotusarvo:

E(X)=u

Normaalijakauman varianssi:

Normaalijakauman tiheysfunktion ominaisuudet

Var(X) = o’

Kaikille normaalijakaumille pétee:

(1)

(ii)
(iii)

(iv)

)

(vi)

f(X) > 0, —00 <X < +oo
Tiheysfunktio on yksi huippuinen.
Tiheysfunktiolla on maksimi pisteessi

E(X)=u

Tiheysfunktio on Symmetrinen pisteen X = u
suhteen:

f(u—X) =f( + X) , —00 <X < oo

Tiheysfunktiolla on kéd&nnepisteet pisteissa
U—OCjau+o

Tiheysfunktio on kupera ylospain vilin
14— o, u+ ol

sisapuolella ja kupera alaspéin vilin
(- o, p+ ol

ulkopuolella.

L {—L(X— )2}
odor P T e TH

14

N(u, 02)

1.2 A

0.8
0.6 1
04 { N(=2,4)

0.2

N(3, 0.09) H

N(0,1)

Normaalijakauman tiheysfunktio f(X) on kaikkialla positiivinen:

N(u, o?)

Kiinnepiste
p N

Maksimi
v

Kéédnnepiste
4

)2 p+o

© llkka Mellin

373




Todennéakdisyyslaskenta 17. Jatkuvia jakaumia

(vii) Kaikkien normaalijakaumien tiheysfunktiot ovat Samanmuotoisia, jos ne piirretdan
standar doiduissa yksi koissa
X—H
o

Z=

68-95-99.7-sdinto
Kaikille normaalijakaumille pétee:

(1)  Noin 68% jakauman todennékdisyysmassasta on valilld

[u— o, u+ o

(i)  Noin 95% jakauman todennékdisyysmassasta on valilla
(=20, u+20]

(i) Noin 99.7% jakauman todennikdisyysmassasta on valilla
[u-30, u+30]

68-95-99.7-sddnt6 ndhdddn helposti oikeaksi vetoamalla normaalijakauman tiheysfunktion
ominaisuuteen (vii) ja standardoidun normaalijakauman taulukoihin; lisitietoja normaalijakauman
taulukoiden kdytostd: ks. kohtia Todenniikodisyyksien méiriiminen standardoidusta normaali-
jakaumasta ja Todennikoisyyksien miédriiminen mielivaltaisesta normaalijakaumasta.

Kuva alla havainnollistaa 68-95-99.7-sd4nto4.

N(u, o2)
u-3o ,u—'20' U—-o u U+o /J+I20' U+3o
€« 8% —>
<€ 95 % >
3 99.7 % >

Normaalijakauman kertyméafunktio
Olkoon

X~N(u, 0%)
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Satunnaismuuttujan X kertyméifunktio on

F(X)=Pr(X < X)= j ! "[%ﬂ] ot

oo

Huomautuksia:

. Normaalijakauman kertymifunktiolle ei voida antaa eksplisiittisti lauseketta,
koska normaalijakauman tiheysfunktio kuuluu sellaisten funktioiden joukkoon, joiden
integraalifunktiota ei voida esittdd alkeisfunktioiden avulla suljetussa muodossa.

. Normaalijakauman kertyméfunktion arvojen miirdédmiseen on kiytettivd numeerista
integrointia ja siksi tilastotieteen oppikirjoihin on tavallisesti liitetty ns. standardoidun
normaalijakauman kertyméafunktion arvoja sisiltivé taulukko.

o Standardoidun normaalijakauman kertyméafunktion arvoja sisiltdvén taulukon
avulla voidaan madratd todenndkoisyydet reaaliakselin vileille mielivaltaisesta
normaalijakaumasta.

Lisdtietoja: ks. kohtia Todennikoisyyksien méiriaiminen standardoidusta normaali-
jakaumasta ja Todennikoisyyksien mairiaiminen mielivaltaisesta normaalijakaumasta.

Normaalijakauman momenttiemafunktio

Normaalijakauman

f(x)=

exp{ (X ’uj},—oo<,u<+oo,0'>0,—oo<x<+oo
o

aF

momenttieméfunktio (ks. lukua Momenttiemifunktio ja karakteristinen funktio) on
m, (t) = B(€") = exp(ut + 1 0°t")
Perustelu:

Jatkuvan jakauman momenttieméfunktion méaritelmin mukaan

m, (t) = E(e*) = j “f (x)dx

1 1 ,
= tx ——(X— dx
l exp(b)— Eexp{ =X u)}
| 1
= t+1o0°t? {— X—=2(u+o’t 2}dx
exp(ut +10°t?) j e A LR CAL )

=exp(ut +Lo’t?)

Normaalijakauman momenttiemafunktio ja jakauman tunnusluvut

Johdetaan normaalijakauman N(x, o) odotusarvo ja varianssi jakauman momenttieméfunktion
avulla.
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Odotusarvo:

E(X)=u
Varianssi:

Var(X)=D*(X)=0"
Perustelu:

Normaalijakauman N(x, o°) momenttieméfunktio on
m, (t) = exp(ut +30°t%)
Momenttieméfunktion 1. derivaatta pisteesséd t = 0:

dm, (t)

= =& (44 o)

t=0

= u

t=0

Momenttieméfunktion 2. derivaatta pisteessd t = 0:

d’my (t)

=Iu2+0_2

t=0

t=0

Siten normaalijakauman N(u, ) odotusarvo g, , 2. momentti ¢, ja varianss o saadaan

seuraavilla kaavoilla;:

dm, (t)
Uy =B(X)=q & |
2
0{2:E(X2):—d g‘é(t) =u’+0’
t t=0

o, =Var(X)=a, - =’ +o0’ -y’ =0’

Standardoitu normaalijakauma
Jos
Z ~ N(0,1)
jolloin siis
E(Z)=u=0
Var(Z)=D*(Z2)=0" =1
niin sanomme, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa standardoitua normaalijakaumaa.

Alla olevista kuvista vasemmanpuoleinen esittdd standardoidun normaalijakauman N(0,1)
tiheysfunktiota

ZZ

I
ez

f(2)=
(2) >

¥
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ja kuvista oikeanpuoleinen esittdd standardoidun normaalijakauman N(0,1) kertymafunktiota

®(2)=Pr(Z<2)= L f(t)dt = ﬁ L e_%tzdt

N(0,1)-jakauman tiheysfunktio N(0,1)-jakauman kertymafunktio

0.5 1
0.9 -

0.4 - 0.8 -
0.7 -

0.3 - 0.6 -
0.5 -

0.2 - 0.4
0.3 -

0.1 - 0.2 -
0.1 -

0 0 e e B —
4 3 2 -1 0 1 2 3 4 4 3 2 1 0 1 2 3 4

Kuten edelld on todettu, normaalijakauman kertyméfunktiolle ei voida antaa eksplisiittista
lauseketta, koska normaalijakauman tiheysfunktio kuuluu sellaisten funktioiden joukkoon, joiden
integraalifunktiota ei voida esittdd alkeisfunktioiden avulla suljetussa muodossa.
Normaalijakautuneen satunnaismuuttujan lineaarimuunnoksen jakauma
Olkoon
X ~N(u,0%)
Madéritellddn satunnaismuuttuja
Y =a+bX
jossa aja b ovat ei-satunnaisia vakioita. Télloin satunnaismuuttuja Y on normaalinen:
Y ~ N(a+bu,b’c?)
Perustelu:
Ks. lukua Satunnaismuuttujien muunnokset ja niiden jakaumat.
Tésta tuloksesta seuraa erikoistapauksena seuraava tulos: Jos
X ~N(0,1)
ja
Y=u+oX
jossa (4 ja o ovat ei-satunnaisia Vakioita, niin
Y ~N(u,0%)

Siten kaikki normaalijakautuneet satunnaismuuttujat saadaan lineaarimuunnoksella
standardoitua normaalijakaumaa N(0,1) noudattavista satunnaismuuttujista.
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Huomautus:
o Kaikille satunnaismuuttujille (joilla on odotusarvo ja varianssi) pitee seuraava:
Oletetaan, ettd
E(X)=u
Var(X)=0"
ja olkoon
Y =a+bX
Télloin
E(Y)=a+bu
Var(Y)=b’c"
Ks. lukua Jakaumien tunnusluvut.
Edell4 esitetyn tuloksen merkitys on siind, ettd sen mukaan satunnaismuuttujan X
normaalisuudesta seuraa sen lineaarimuunnoksen Y = a+bX normaalisuus.
Standardointi
Olkoon
X ~N(u,0%)
jolloin siis
E(X)=u
Var(X)=D*(X)=0"
T&lloin standardoitu satunnaismuuttuja

5 _X=E(X) _X-u
- DX) o

noudattaa standardoitua normaalijakaumaa:
Z ~N(0,1)
Perustelu:

Tulos seuraa edella esitetystd normaalijakautuneen satunnaismuuttujan lineaari-
muunnoksen jakaumaa koskevasta tuloksesta, koska

Todennakdisyyksien maaraaminen standardoidusta normaalijakaumasta

Todennékoisyydet standardoidusta normaalijakaumasta N(0,1) voidaan méarata jakauman
kertyméfunktion avulla.
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Oletetaan, ettd

Z ~ N(0,1)
ja olkoon

O(2)=Pr(Z<2)
satunnaismuuttujan Z kertymafunktio.

Kaikkien standardoituun normaalijakaumaan liittyvien tapahtumien todennidkdisyydet saadaan
todennikoisyyksisti

®(2)=Pr(Z<2)

[a, b]

olevien reaaliakselin valien todennidkoéisyyksien méddrddminen. Jatkuvan jakauman kertymé-
funktioiden yleisten ominaisuuksien perusteella

Pr(a< Z <b)=d(b)—d(a)

Kuten edelld on todettu, normaalijakauman kertyméfunktiolle ei voida antaa eksplisiittista
lauseketta, koska normaalijakauman tiheysfunktio kuuluu sellaisten funktioiden joukkoon, joiden
integraalifunktiota ei voida esittdd alkeisfunktioiden avulla suljetussa muodossa. Siksi toden-
ndkoisyyksien midrdamisessd standardoidusta normaalijakaumasta on turvauduttava joko
taulukoihin tai tietokoneohjelmiin; ks. seuraavia kappaleita.

Todennakdisyyksien maaraaminen standardoidusta normaalijakaumasta ja
normaalijakauman taulukot

Standardoidun normaalijakauman taulukot sisiltévét standardoidun normaalijakauman N(0,1)
kertyméfunktion ®(z) arvoja taulukoituna usealle eri argumentin z arvolle.

Tdhan monisteeseen liittyvdssa taulukkokokoelmassa on taulukoituna standardoidun normaali-
jakauman N(0,1) kertyméfunktion ®(2) arvoja, kun z vaihtelee vililla [-3.59, +3.59] askelin, joiden
pituus on 0.01:

z=-3.59 (0.01) +3.59
Taulukot mahdollistavat seuraavien tehtdvien ratkaisemisen:
(i) Maidraa todennikoisyys
Pr(Z<2)=®d(2)
kun z on annettu.
(i) Maédraa z kun todennikoisyys
Pr(Z<2)=d(2)
on annettu.
Monissa standardoidun normaalijakauman taulukoissa on taulukoituna todenndkoisyyksia
Pr(Z <2)=®(2)

vain, kun z > 0. Téll6in todennikdisyydet
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Pr(Z<-2)=®d(-2)

saadaan nojaamalla standardoidun normaalijakauman tiheysfunktion Symmetrisyyteen pisteen
z=0

suhteen:
O(-2)=Pr(Z<-2)=1-Pr(Z2-2)=1-Pr(Z<2)=1-D(2)

Esimerkki 1. Todennikéisyyksien méiériiminen standardoidun normaalijakauman

taulukoista.
Olkoon

Z ~ N(0,1)
Talloin

(=€’

2z

on satunnaismuuttujan Z tiheysfunktio ja
®(2)=Pr(Z<2)= j f (t)at

on satunnaismuuttujan Z kertymafunktio.

Standardoidun normaalijakauman N(0,1) taulukoista saadaan:
O(1)=Pr(Z2<1)=0.8413

Ks. vasemmanpuoleista kuvaa alla.

N(0,1)-jakauman kertymafunktio N(0,1)-jakauman tiheysfunktio
1 0.5
0.9 1
0.8 0.4
0.7
0.6 0.3
0.5
0.4 0.2
0.3
0.2 - 0.1 A
0.1
0 e — 0
4 3 2 -1 0 1 2 3 4 4 3 -2 -1 0 1 2 3 4

Oikeanpuoleinen kuva ylld havainnollistaa sité, ettd

Alueen A pinta-ala = [ f,(2)dz=Pr(Z <1)= (1) = 0.8413
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Todennakdisyyksien maaraaminen mielivaltaisesta normaalijakaumasta

Kuten edelli on todettu, kaikki normaalijakaumat N(x,07) ovat samanmuotoisia standardoiduissa
yksikoissa

Timi merkitsee sitd, etti todenniikdisyydet mielivaltaisesta normaalijakaumasta N(u,0”) voidaan
madrata standardoidun normaalijakauman N(0,1) todenndkdisyyksien avulla.

Oletetaan, ettd
X ~N(u,0?)
jolloin

722 N,
(o}

Talloin siis

Pr(a< X <b) :Pr(a_’u <KMo b_”) :Pr(a_’u <7< b_ﬂJ
(e (e (o2 (e (e

Esimerkki 1: Todennikoisyyksien méidridminen mielivaltaisesta normaalijakaumasta.

Olkoon

X ~N(2,1/4)
jolloin

E(X)=u=2

Var(X)=D*(X)=0" =i
ja

D(X) = O'—l

2

Haluamme maédritd todennidkdisyyden
Pr(1.5< X <3)

Kéaytdamme tehtdvin ratkaisemisessa standardoidun normaalijakauman N(0,1) taulukoita.

Olkoon

X ~N(u,07)
jossa

=2

o’ =1/4
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T&lloin standardoitu satunnai smuuttuja

X—u X-=2
o 12
Standardoidun normaalijakauman N(0,1) taulukoista saadaan:
1.5-2 < X=2 < 3—2]

1/2 /2 1/2

=Pr(-1£Z2<2) | Z ~N(0,1)
=Pr(Z<2)-Pr(Z<-1)
=0.9772-0.1587
=0.8185

Z ~ N(0,1)

Pr(1.5< X <3) =Pr[

Ks. alla olevia kuvia, joissa siis

Alueen A pinta-ala =Pr(1.5< X <3)=Pr(-1<Z <2) = Alueen A pinta-ala

=0.8185
X ~ N(2.1/4) X = (X = sy)/ 0y ~ N(0,1)
0.9 0.9
0.8 {Hx =2 08 {#z =0
074o; =1/4 07 {02 =1
0.6 - 06 -
0.5 - 0.5 -
0.4 0.4
0.3 - 0.3 -
0.2 0.2
0.1 A 0.1 A,
0 O T T T T
4 3 2 1 0 1 2 3 4 4 3 2 1 0 1 2 3 4
. et
a— b—
a=15 b=3 S 27

Todennakdisyyksien maaraaminen normaalijakaumasta ja tietokoneohjelmat
Olkoon

X ~N(u,07)

Monet tietokoneohjelmat mahdollistavat seuraavien tehtdvien ratkaisemisen mielivaltaisille
parametrien 4 ja o~ arvoille:

(1) Maidraa todenndkoisyys
Pr(X < x)

kun X on annettu.
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(1) Maidraa x, kun todenndkoisyys
Pr(X <£x)

on annettu.

Normaalijakaumaa noudattavien satunnaismuuttujien summan jakauma
Olkoot
Xi, Xy oony, Xn
riippumattomia satunnaismuuttujia, jotka noudattavat normaalijakaumaa parametrein (4,07 ),
(t,03), .. (U,,0,):
X Xy, s X, L
X, ~N(y,07),i=12,...,n
Talloin satunnaismuuttujien X;, X, ..., X, Summa
Y=X;+Xo+ -+ Xq
noudattaa normaalijakaumaa parametrein (=i, + i, +--+ 4, ja 0> =0} + 0, +-+ 0 :
Y ~ N(u,0%)
Perustelu:

Todistus perustuu siihen, ettd riippumattomien satunnaismuuttujien summan momentti-
emafunktio ko. satunnai smuuttujien momenttiemafunktioiden tulo.

Oletetaan, ettd
X Xy, s X, L
X, ~N(y,07),i=12,...,n
Satunnaismuuttujien X;, X, ..., X, momenttiemafunktiot ovat muotoa
m(t) =exp(ut+io’t’),i=12,...,n
Muodostetaan satunnaismuuttujien X;, X, ..., Xy summa:
Y=X+ X+ + Xy
Summamuuttujan Y momenttieméfunktio on
m, (t) = m®m,)---m,(t)
= exp(4t +1 07 ) exp(it + 1 03 - exp(ut +102)
=exp((i + i+ + L)t +3(07 +05 +---+ o))
=exp(ut +1o’t*)
jossa
MU=+ + T U,
o’=0'+0.+ 40,

n
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Funktio my(t) on normaalijakauman
N(u,0°)

momenttiemafunktio. Lisdksi funktio my(t) on selvisti jatkuva pisteen
t=0

ympéristossd. Koska momenttieméfunktio my(t) on talloin yksikasitteinen, summamuuttuja Y
noudattaa normaalijakaumaa parametrein

M=+ iy ++ U,
ja
o’=0]+0,++0°
eli
Y=X;+ X+ -+ Xy~ N(i,0°)

Normaalijakaumaa noudattavien satunnaismuuttujien lineaarikombinaation jakauma

Yhdistdmaélla riippumattomien normaalijakaumaa noudattavien satunnaismuuttujien summan
jakaumaa koskeva tulos ja normaalijakauman lineaarimuunnoksen jakaumaa koskeva tulos saadaan
seuraava, riippumattomien normaalijakautuneiden satunnaismuuttujien lineaarikombinaation
jakaumaa koskeva tulos:

Olkoot
X, Xo, .o, Xn
riippumattomia satunnaismuuttujia, jotka noudattavat normaalijakaumaa parametrein (y,,07),
(t,03), - s (U, 0,):
X, X, XL
X ~N(u,07),i=12,...,n
Olkoot liséksi

al; a2a R an
ei satunnaisia vakioita. Télloin satunnaismuuttujien X;, X,, ... , X, lineaarikombinaatio

Y=aX; +aX; + -+ anX,
noudattaa normaalijakaumaa parametrein

H=a +a, +--+al,
ja

o’ =a 0’ +a0, +-+ao;
eli

Y ~N(u,07)
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Samaa normaalijakaumaa noudattavien satunnaismuuttujien summan jakauma

Riippumattomien normaalijakaumaa noudattavien satunnaismuuttujien summan jakaumaa koskevan
tuloksen seurauksena saadaan riippumattomien, samaa normaalijakaumaa noudattavien satunnais-
muuttujien summan jakaumaa koskeva tulos:

Olkoot
Xi, Xy oony Xn
riippumattomia satunnaismuuttujia, jotka noudattavat samaa normaalijakaumaa parametrein u
jao’:
X Xyseotn X, L
X, ~N(u,0%),i=1,2,...,n
Talloin satunnaismuuttujien X;, X, ..., X, summa
Y=X+ X+ + Xy
noudattaa normaalijakaumaa parametrein N jano :
Y ~ N(nu,no™’)
Normaalijakaumaa noudattavien satunnaismuuttujien
aritmeettisen keskiarvon jakauma
Olkoot
Xi, Xy oony Xn

riippumattomia satunnaismuuttujia, jotka noudattavat samaa normaalijakaumaa parametrein i
: 2
jao”:

X Xyseotn X, L
X, ~N(u,0%),i=1,2,...,n
Olkoon
_ 1
X==>X
L
satunnaismuuttujien X;, X, ..., X, aritmeettinen keskiarvo. Tailloin riippumattomien, samaa

normaalijakaumaa noudattavien satunnaismuuttujien summan jakaumaa ja normaalijakautuneen
satunnai smuuttujan lineaarimuunnoksen jakaumaa koskevista tuloksista seuraa, ettd

2
e
n

17.4. Keskeinen raja-arvolause

Se, ettd normaalijakauma (ks. kappaletta Normaalijakauma) on seké teoreettisen

ettd soveltavan tilastotieteen tirkein jakauma perustuu hyvin pitkélti sithen teoreettiseen ja
empiiriseen havaintoon, ettd moniin satunnaisilmi6ihin liittyvét satunnaismuuttujat noudattavat
ainakin approksimatiivisesti normaalijakaumaa.

© llkka Mellin 385



Todennéakdisyyslaskenta 17. Jatkuvia jakaumia

Mika on selitys tille havainnolle? Selitykseni on keskeinen raja-arvolause.
Tarkastellaan jonoa
Xi,i=1,2,...,n
riippumattomia ja samaa normaalijakaumaa noudattavia satunnai smuuttujia:
X Xy, tn X, L
X, ~N(u,06%),i=1,2,...,n

Edella esitettyjen tulosten mukaan Satunnaismuuttujien X;,i=1, 2, ..., n summa

Y, =Y X
i=1
noudattaa normaalijakaumaa:
Y. ~N(ng,no?)

Kysymys: Mitéd voidaan sanoa riippumattomien, samaa jakaumaa noudattavien satunnais-
muuttujien summan jakaumasta, jos ko. satunnaismuuttujat eivat noudata normaali-
jakaumaa?

Vastaus: Ei-normaalisten satunnaismuuttujien summa ei yleensi ole normaalinen.

Mutta:  Jos yhteenlaskettavia on “tarpeeksi paljon”, satunnaismuuttujien summa on (hyvin
yleisin ehdoin) approksimatiivisesti normaalinen. Timi on keskeisen raja-arvo-
lauseen olennainen sisélto.

Koska monia satunnaismuuttujia voidaan pitdd usean riippumattoman tekijan summana, antaa
keskeinen raja-arvolause selityksen empiiriselle havainnolle niiden normaalisuudesta.

Olkoon siis
Xi,i=1,2,...,n

jono riippumattomia ja samoin jakautuneita satunnaismuuttujia, joiden odotusarvo ja varianssi ovat
E(X)=u,i=12,..,n
Var(X,)=D*(X,)=0",i=12,...,n

Olkoon

satunnaismuuttujien X; , i =1, 2, ..., n summa. Talloin
E(Y,) =nu
Var(Y,)=D*(Y,) = no”
Sandardoidaan satunnaismuuttuja Y:
e AR AL

" D(Y,) o/n
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Annetaan
N— +oo

Keskeisen raja-arvolauseen mukaan satunnaismuuttujan Z, jakauma lahestyy tall6in rajatta
standardoitua normaalijakaumaa N(0,1):

D> X —nu
lim Pr| ZL——— <7 |=d(2)
N—+co ovn

jossa ®(2) on standardoidun normaalijakauman N(0,1) kertymafunktio.
Merkinta:

Z, ~, N(O,1)
jossa a luetaan

"asymptoottisesti” (tai "approksimatiivisesti suurille n")
Perustelu:

Ks. luvun Stokastiikan konvergenssikisitteet ja raja-arvolauseet kappaletta Keskeinen
raja-arvolause.

Keskeisen raja-arvolauseen mukaan usean satunnaismuuttujan summa on (tietyin ehdoin)
approksimatiivisesti normaalinen (lahes) riippumatta yhteenlaskettavien jakaumasta.

Huomautus:
o Yhteenlaskettavien ei tarvitse olla edes jatkuvia, vaan ne voivat olla jopa diskreetteja.

Approksimaation hyvyys riippuu yhteenlaskettavien satunnaismuuttujien lukuméaarésté ja niiden
jakaumasta. Approksimaation hyvyys paranee, kun yhteenlaskettavien satunnaismuuttujien [uku-
maar&n annetaan kasvaa.

Jos yhteenlaskettavien satunnaismuuttujien jakauma on Symmetrinen, approksimaatio on hyva jo
suhteellisen pienilld yhteenlaskettavien lukumaéaérilld. Sen sijaan, jos yhteenlaskettavien satunnais-
muuttujien jakauma on epasymmetrinen, hyva approksimaatio vaatii enemmén yhteenlaskettavia.

Keskeisen raja-arvolauseen tulos esitetddn usein seuraavassa muodossa: Riippumattomien samaa
jakaumaa noudattavien satunnaismuuttujien X, i =1, 2, ..., n aritmeettinen keskiarvo

_ 1l
XH_E;Xi

on suurille n approksimatiivisesti normaalinen parametrein u ja o’ /n:

2
o o
Xn ~a N(/,l, FJ
Keskeinen raja-arvolause koskee satunnaismuuttujien asymptoottista kiyttiytymisti samaan
tapaan kuin luvussa Jakaumien tunnusluvut esitetty suurten lukujen laki. Keskeisessa raja-
arvolauseessa esiintyva rajakayttaytymisen muoto on esimerkki ns. jakaumakonvergenssista

eli heikosta konvergenssista; lisitietoja: ks. lukua Stokastiikan konvergenssikiisitteet ja
raja-arvolauseet.
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Keskeisestd raja-arvolauseesta on olemassa yleisempid muotoja, joissa voidaan lieventdd samoin-
jakautuneisuus- ja riippumattomuusol etuksia. Télld on suuri merkitys esimerkiksi stokastisten
prosessien ja aikasarja-analyysin teoriassa.

Binomijakauman approksimointi normaalijakaumalla:
De Moivren ja Laplacen raja-arvolause

Oletetaan, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa binomijakaumaa parametrein n ja p:

X ~ Bin(n, p)
Talloin

E(X)=np

Var(X) =npq
jossa

q=1-p

Lisétietoja binomijakaumasta: ks. lukua Diskreetteji jakaumia.

Koska jokainen binomijakautunut satunnaismuuttuja voidaan esittéd riippumattomien ja samaa
Bernoulli-jakaumaa Bernoulli(p) noudattavien satunnai smuuttujien summana (lisétietoja: ks.
lukua Diskreetteja jakaumia), niin keskeisesté raja-arvolauseesta seuraa, ettia

lim Pr( XM z]:d>(z)
|~ pg

jossa @ on standardoidun normaalijakauman N(0,1) kertymafunktio.
Perustelu:
Olkoon
X ~ Bin(n, p)

Téll6in satunnaismuuttuja X voidaan esittdd riippumattomien ja samaa Bernoulli-jakaumaa
Bernoulli(p) noudattavien satunnai smuuttujien summana:

X=>"X
jossa

X. ~ Bernoulli(p),i=1,2,...,n
Koska

E(X)=p,i=12,...,n

Var(X.)=pq,q=1-p,i=12,...,n
niin

E(X)=>_ E(X)=np
Var(X)=Y"" Var(X;)=npq
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Siten keskeisestd raja-arvolauseesta seuraa, etti

lim P{ Sl L zj — d(2)
i e

Tatd keskeisen raja-arvolauseen erikoistapausta kutsutaan tavallisesti De Moivren ja Laplacen
raja-arvolauseeksi.

Binomijakauman approksimointi normaalijakaumalla onnistuu kohtuullisen hyvin jo melko pienille
toistokokeiden lukumaiirille n, jos p = 1/2. Sen sijaan, jos p= 0 tai p= 1, vaatii hyva
approksimaatio selvisti suuremman toistokokeiden lukumaéréin n.
De Moivren ja Laplacen raja-arvolauseen havainnollistus
Alla esitetty neljan kuvan sarja ndyttdd miten satunnaismuuttujien

X ~ Bin(n, p)

Z NN(npanpq)a q:l— p

jakaumat alkavat muistuttaa yhid enemmaén toisiaan, kun toistokokeiden lukuméérén n annetaan
kasvaa.

Kuvasarjan kaikissa kuvissa
p=0.1

mutta n vaihtelee saaden arvot
n=1, 10, 30, 100

Kuviin piirretyn normaalijakauman N(z, o ) odotusarvo ja varianssi on asetettu samoiksi kuin
binomijakauman Bin(n, p) odotusarvo ja varianssi, ts.

{=np
o’=npg,q=1-p

Kuva I: Jakaumat Bin(1, 0.1) ja N(0.1, 0.09)
Olkoon X ~ Bin(n, p), jossa 14
n=1 1.2 A
p=0.1 1
0.8
ja olkoon Z ~ N(u,0°), jossa 05 -
L=np=0.1 04 -
Kuva 1 esittdd satunnaismuuttujan X 0 . . .
pistetodennadkai syysfunktiota ja satunnais- -3 0 3 6 9 12

muuttujan Z tiheysfunktiota valilla [-3, 12].
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Kuva 2:
Olkoon X ~ Bin(n, p), jossa
n=10
p=0.1

ja olkoon Z ~ N(u,0°), jossa
H=np=1
o> =np(l-p)=0.9

Kuva 2 esittdd satunnaismuuttujan X
pistetodennadkai syysfunktiota ja satunnais-

muuttujan Z tiheysfunktiota valilla [-3, 12].

Kuva 3:
Olkoon X ~ Bin(n, p), jossa
n=30
p=0.1
ja olkoon Z ~ N(u,07), jossa
H=np=3
o’ =np(l-p)=2.7

Kuva 3 esittdd satunnaismuuttujan X
pistetodenndkoi syysfunktiota ja satunnais-

muuttujan Z tiheysfunktiota valilla [-3, 12].

Kuva 4:
Olkoon X ~ Bin(n, p), jossa
n=100
p=0.1

ja olkoon Z ~ N(u,0°), jossa
L=np=10
o> =np(l-p)=9

Kuva 4 esittdd satunnaismuuttujan X
pistetodennadkai syysfunktiota ja satunnais-
muuttujan Z tiheysfunktiota vililld [0, 20].

14

1.2 1

1
0.8 1
0.6 A1

o m

0

Jakaumat Bin(10, 0.1) ja N(1, 0.9)

14

1.2 -

0.8 1
0.6 A1
0.4 A1

. m

Jakaumat Bin(30, 0.1) ja N(3, 2.7)

0.15

0.05 -

0 h - T - - T -
0 5 10 15 20

Jakaumat Bin(100, 0.1) ja N(10, 9)

T\

/

Huomaa, ettd kuvan 4 koordinaattiakseleilla on eri skaala kuin kuvien 1, 2 ja 3 koordinaatti-

akseleilla.
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Binomitodennakdisyyksien approksimointi normaalijakauman avulla

De Moivren ja Laplacen raja-arvolauseen mukaan binomijakaumaa

Bin(n, p)
voidaan suurille n approksimoida normaalijakaumalla
N(u,0%)
jossa
4=np
o’=npg,q=1-p
Jos siis

X ~ Bin(n, p)

niin De Moivren ja Laplacen raja-arvolauseen mukaan suurille n

b—np a—-np
Pr(a< X <b)=~® ~-®
r (\/”WJ (\/”pq]

jossa @ on standardoidun normaalijakauman N(0, 1) kertyméfunktio.

Jos aja b ovat kokonaislukuja, approksimaatio on hieman parempi, jos kiytetidan kaavaa

Pr(a< X sb)zq{w}q)[w}

vnpq AL

Korjaustekijan 1/2 tarve perustuu siihen, ettd diskreettia binomijakaumaa approksimoidaan
jatkuvalla normaalijakaumalla; ks. seuraavaa esimerkkié.

Jos annetaan a — — oo, saadaan approksimaatiotulos

Pr(X <b)= FX(b)zCDLMJ

AL

jossa Fx(+) on binomijakauman kertyméfunktio.

Jos a= Db, saadaan approksimaatiotulos

Pr(X =2) = f (a)ch[w]_q)[wJ

vnpq ALY

jossa fx(-) on binomijakauman pistetodennakai syysfunktio.
Esimerkki 2. Binomitodennikoisyyksien approksimointi normaalijakauman avulla.
Kuva alla esittdé jakauman
Bin(100,0.1)
pistetodennadkai syysfunktiota ja jakauman
N(10,9)
tiheysfunktiota valilla [6, 12].
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De Moivren ja Laplacen raja-arvolauseen mukaan binomitodennikdisyyttd pisteessé
X=38

voidaan approksimoida varjostetun alueen pinta-alalla.

Olkoon siis X ~ Bin(n, p), jossa

n=100 0.5

p=0.1 /""’\
Talloin 0.1 //
f (8)=0.1148 /

jossa 0.05 1

n
f (X) =[ j p*(1-p)"~
P

Jakaumat Bin(100, 0.1) ja N(10, 9)

0
on binomijakauman Bin(100,0.1) piste- 6 TA849 10 11 12
todennakai syysfunktio. 75 85
Asetetaan
L=np=10
o’ =np(l-p)=9
Talloin

¢(8+1/2—yj_®(8—1/2—ﬂj
(2 (2

= ®(-0.5)— D(-0.8333)
=0.3085-0.2033
=0.1052

jossa @ on standardoidun normaalijakauman N(0,1) kertymafunktio.

Todenndkdisyydet ovat kahden desimaalin tarkkuudella samat!

Hypergeometrisen jakauman approksimointi normaalijakauman avulla
Hypergeometrinen jakauma
HyperGeom(N,r,n)
lahestyy perusjoukon koon N kasvaessa rajatta binomijakaumaa
Bin(n, p)
jos samanaikaisesti myos r kasvaa rajatta ja
r'N=p

Lisdtietoja binomijakaumasta ja hypergeometrisesta jakaumasta: ks. lukua Diskreetteji jakaumia.
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Siten De Moivren ja Laplacen raja-arvolauseesta seuraa, ettd hypergeometrista jakaumaa
HyperGeom(N,r,n)

voidaan suurille N approksimoida normaalijakaumalla

N(u,0%)
jossa
—n_
# N

o =ncf1-%)
N N
Poisson-jakauman approksimointi normaalijakaumalla
Oletetaan, ettd satunnaismuuttuja X noudattaa Poisson-jakaumaa parametrilla A:
X ~ Poisson(A)
Télloin
E(X)=41
Var(X)=41
Parametri A kuvaa tarkastelun kohteena olevan tapahtuman tapahtumaintensiteettia eli tarkastelun

kohteena olevan tapahtuman esiintymisten keskimaaraistd lukumaarda aikayksikkod kohden; lisa-
tietoja Poisson-jakaumasta: ks. lukua Diskreetteji jakaumia.

Poisson-jakaumaa koskevassa kappaleessa (ks. lukua Diskreetteji jakaumia) todetaan, ettd
Poisson-jakauma saadaan raja-prosessin kautta binomijakaumasta. Koska De Moivren ja Laplacen
raja-arvolauseen mukaan binomijakaumaa voidaan approksimoida normaalijakaumalla, on
perusteltua olettaa, ettd myos Poisson-jakaumaa voidaan approksimoida normaalijakaumalla.

On helppoa todistaa momenttiemafunktioita hyvéksi kiyttiden (ks. lukua Momenttieméfunktio ja
karakteristinen funktio), ettad

X-A
lim P <z|=9(z
Jim, r(ﬁ j (2)

jossa @ on standardoidun normaalijakauman N(0,1) kertyméfunktio.

Perustelu:
Olkoon
X ~ Poisson(A)
Satunnaismuuttujan X momenttieméafunktio on
m, (1) = E(e”) = exp[A(€' - 1)]
Tarkastellaan standardoitua muuttujaa

X-4

NA

7 =
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Satunnaismuuttujan lineaarimuunnoksen momenttieméafunktiota koskevan tuloksen
perusteella satunnaismuuttujan Z momenttiemafunktio on

m, (t) = E(e%) = exp[—/At]exp[A(€*" —1)] = exp[ A" — A -/ At]

Kehittamalla funktio

et/\/i

Taylorin sarjaks saadaan lauseke
m, (t) = exp[ A€V — A —At]

t t’
=exXp ﬂ[l+w+ﬂ+w+j—/’i—ﬁt:|

2 3
= exp /1+/1”2t+%+3';ﬁ+--~—/1—\/1t}

RS
=exXp ?+M—]/2+i|

Jos
A — e

niin

2t t?
eXp|:E+W+"‘:| — eXp|:Ej|
joka on standardoidun normaalijakauman N(0,1) momenttieméafunktio.

Siten satunnaismuuttujan
_X=A
Ji

jakauma konvergoi standardoitua normaalijakauma kohti, kun A — o .

Z

Poisson-todennakoisyyksien approksimointi normaalijakauman avulla

Edella esitetyn mukaan Poisson-jakaumaa

Poisson(A)
voidaan approksimoida normaalijakaumalla
N(u,0?)
jossa
u=A
o’=1
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Jos siis
X ~ Poisson(A)
niin

Pﬂa<Xsbyz¢(%ﬁ;]_®(%ﬁ;]

jossa @ on standardoidun normaalijakauman N(0,1) kertyméfunktio.
Jos aja b ovat kokonaislukuja, approksimaatio on hieman parempi, jos kéytetidan kaavaa
b+U2—lj_®[a—U2—ﬂJ
VA VA

Korjaustekijan 1/2 tarve perustuu siihen, ettd diskreettia Poisson-jakaumaa approksimoidaan
jatkuvalla normaalijakaumalla.

mm<xsmz®(

Jos annetaan a — — oo, saadaan approksimaatiotulos

b+U2—lj
Ja

jossa Fx(+) on Poisson-jakauman kertyméafunktio.

messzgmz®(

Jos a= Db, saadaan approksimaatiotulos

me:m:&my&{igﬁ?i}n{iiﬁéij

17.5. Log-normaalijakauma

Log-normaalijakaumaa voidaan kdyttdd mallintamaan sellaisten satunnaismuuttujien jakaumia,
jotka eivat voi saada negatiivisia arvoja, mutta voivat saada miten suuria arvoja tahansa.
Tyypillinen esimerkki téllaisesta jakaumasta on tulojakauma.

Olkoon jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio

2
_l(logﬂJ }’—oo<lu<+00’0'>0,0<x<+oo

1 1
———exp
N27mo X { 2 o

T&lloin satunnaismuuttuja X noudattaa log-normaalijakaumaa parametrein / ja o’ ja
merkitsemme:

f(x)=

X ~ LogN(u,0?)

Log-normaalijakauman johto
Olkoon

Y =log X ~ N(u,0)
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Talloin
X =exp(Y) ~ LogN(u,07)
Perustelu:
Olkoon
Y ~N(u,0%)

T&lloin satunnaismuuttujan Y tiheysfunktio on

2
fY(y)=\/%o_exp{—%[y%"u) },—oo<ﬂ<+oo,0'>0’—oo<y<+oo

Tehdédan muuttujan vaihto
X =exp(Y)

Funktio
x=h(y) =exp(y)

on aidosti kasvava ja derivoituva ja sen kadnteismuunnoksen
y=h"(x) =log(x)

derivaatta on

dh™(x) _dlog(x) _ 1
dx dx X

Siten (ks. luvun Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat kappaletta Satunnais-
muuttujan monotonisen muunnoksen jakauma)

_ 1] 1(log(0—pY
~2xo p{ 2( o J}

Log-normaalijakauman johdossa kaytetystd menetelméstd seuraa automaattisesti, ettd funktio fx(X)
on tiheysfunktio.

dh™'(x)
dx

fx ()= fy (N7 (%)

Log-normaalijakauman tunnusluvut

Olkoon

X ~ LogN(u,07)
Odotusarvo:

B(X)=g"*" "
Varianssi:

Dz(X) — Var(X) — e2(,u+0'2) _e2(,u+0'2/2)
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Standardipoikkeama:

D(X) — /eu+az _eu+crz/2

Perustelu:

Johdamme tdssé log-normaalijakauman odotusarvon.

Kaytetddn hyviksi sité, ettd jos

Y =log X ~ N(u,0°)
niin

X =€' ~ LogN(u,0?)
Koska

Y ~ N(u,07)

niin satunnaismuuttujan Y momenttiemafunktio on

m, (t) = E(€") = exp(ut + 1 5°t%)

Talloin

E(X)=E(€**)=E€")=m,(1)=exp(u+0°/2)

Log-normaalijakauman tiheysfunktio
Kuva oikealla esittdd log-normaalijakauman

LogN(u,07)
tiheysfunktiota

1 1 1
f (X) = \/EG ;exp{_EQ(x)}

—co < Y <+o0,0>0

0< X< +oo

jossa
Q= X4 |
(o}

vililla [0, 4] seuraavissa tapauksissa:

1.2

0.8 1

0.6

0.4

0.2

LogN(u,0?)

- LogN(-0.25,1.5%)

2
KLogN(O,l )
LogN(1,0.5%)

(i) U=-025 0"=15

(ii) u=0 o' =r

(iii) u=+1 ,0°=05
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Log-normaalijakauman odotusarvo:

E(X) — e'Ll+0'2/2

Log-normaalijakauman tiheysfunktion ominaisuudet

(i) Log-normaalijakauman tiheysfunktio f(x) on positiivinen kaikille positiivisille argumentin X
arvoille:

f(x) > 0, x>0

(i) Tiheysfunktio on yksihuippuinen ja silli on maksimi pisteessi x=¢e“ "7 .

(iii) Tiheysfunktio on vino oikealle.

Log-normaalijakauman kertymafunktio

Log-normaalijakauma kuuluu niiden jakaumien joukkoon, joiden kertymafunktiolle ei voida
antaa eksplisiittistd lauseketta, koska log-normaalijakauman tiheysfunktio kuuluu sellaisten
funktioiden joukkoon, joiden integraalifunktiota el voida esittéaa suljetussa muodossa (so.
alkeisfunktioiden avulla).

17.6. Cauchy-jakauma
Cauchy-jakauma on esimerkki jakaumasta, jolla el ole momentteja.
Olkoon jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio

1 1

= TTxor

—0 <@ <Ho0,—00 < X< Fo0

Talloin satunnaismuuttuja X noudattaa Cauchy-jakaumaa parametrilla 8ja merkitsemme:
X ~ Cauchy(6)

Funktio f(X) kelpaa tiheysfunktioksi, koska
f(X)>0,—c0o< X< +oo

ja

+oo

j f(x)dx = T

—oo

r_r
r 1+(x=6)

dx = l[arctan(x— o) = L
/4 /4
Cauchy-jakauman johto
Olkoon
Y ~ Uniform (-27/2,772)
Talloin
X =tan(Y) ~ Cauchy(0)

Perustelu: ks. luvun Satunnaismuuttujien muunnosten jakaumat kappaletta Satunnais-
muuttujan monotonisen muunnoksen jakauma.

Yleinen Cauchy-jakauma parametrilla @ saadaan siirrolla Cauchy-jakaumasta, jonka parametrina
on 0.
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Cauchy-jakauman tunnusluvut
Olkoon
X ~ Cauchy(6)
Cauchy-jakaumalla e ole momentteja.
Perustelu:
Olkoon
X ~ Cauchy(8)
Naytetddn, ettd
E(| X[) =0

jolloin satunnaismuuttujalla X ei ole odotusarvoa, misté seuraa, ettd satunnaismuuttujalla X
e ole myoskaan korkeampia momentteja.

Voimme yleisyyden kérsimittd olettaa, ettd = 0. Kirjoitetaan

dx

E(\X|)—J.|x|f(x)dx j';' ! dx:3+f

1+x? 7y 14X

Olkoon M mielivaltainen positiivinen luku. Talléin voimme kirjoittaa

[

M
[ log(1+X)} :%log(1+M2)
Js siten

M
E( X |)= lim = [—X
Moegr o I+ X

2

dX=l lim log(1+M?) = oo
T M—e

On helppo ndhdé, ettd parametri € on sekd Cauchy-jakauman mediaani ettd moodi.

Cauchy-jakauman tiheysfunktio

Cauchy(0)
Kuva oikealla esittdd Cauchy-jakauman 05
Cauchy(9) 04
tiheysfunktiota
1 0.3 1
f)=
7 1+ (X—6) 02
—00 < @ < oo, —o0 < X< oo
valilli [-4, +4], kun 01
6=0 0

4 3 -2 -1 0 1 2 3 4

Kuten edelld todettiin, Cauchy-jakaumalla ei ole

momentteja, mutta parametri € on jakauman mediaani ja moodi.

© llkka Mellin 399



Todennéakdisyyslaskenta 17. Jatkuvia jakaumia

Cauchy-jakauman tiheysfunktion ominaisuudet
(i)  Cauchy-jakauman tiheysfunktio f(X) on kaikkialla positiivinen:
f(X) > 0, —c0 <X < +oo
(i) Tiheysfunktio on yksihuippuinen ja silld on maksimi pisteessd X = 6.
(iii) Tiheysfunktio on Ssymmetrinen pisteen X = @ suhteen.

Cauchy-jakauma ja t-jakauma

Voidaan osoittaa, ettd ns. t-jakauma yhdelli vapausasteella on sama kuin Cauchy-jakauma;
lisdtietoja t-jakaumasta: ks. lukua Normaalijakaumasta johdettuja jakaumia.

17.7. Gamma-jakauma

Gamma-jakauma on joustava jakauma, jolla voidaan mallintaa monia erilaisia satunnaisilmidita.
Sitd kdytetddn mm. elinajan mallintamiseen kuten erikoistapaustaan eksponenttijakaumaa.

Olkoon jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio
1
() *

e a>0,8>0,x=0

f(x)=
jossa
nm:ﬁmém
0

on ns. gamma-funktio. Talloin satunnaismuuttuja X noudattaa gamma-jakaumaa parametrein o ja
S ja merkitsemme:

X ~ Gamma(e, )

Funktio f(X) kelpaa tiheysfunktioksi, koska
f(x)>0,x=>0

ja gamma-funktion mééritelmén perusteella

+oo

I f(x)dx = T

—o0

! XH€WM:—L—t“€m:—L~Hm:I

() p* I(a) ;[ (o)

Gamma-funktio

Gamma-funktio méairitelladn kaavalla
nm:ﬁ“ém
0

Voidaan osoittaa, ettd gamma-funktiolla on seuraavat ominaisuudet:

) INa+)=ol'(a)
(ii) r'(n)=(n-1)!,ne N
(iii) r¢)=vr
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Perustelu:

(1) Saamme osittaisintegroinnilla rekursiokaavan
T(a+])=[te'dt=[-te" | +aft"e'dt=at ' dt =aT()
0 0 0
(1)) Todetaan ensin, etti
—[etdgt =] et " =
F(l)—ie dt=[-e"] =1

Soveltamalla kaavan (i) rekursiota ja sitd, ettd I'(1) =1, saamme
r(ny=m-nr(n-1
=(n-1)(n-2)['(n—-2)
=(n-1)(n-2)(n=-3)I'(n-3)

=(n-1(n-2)(n-3)---(n—(n-2))(n—(n-1))I'(n—(n-1))
=(n-1)(n-2)(n=3)---2-1-T(1)
=(n-1)!

(ii1)) Kaava
&=

voidaan todistaa vetoamalla kappaleessa Normaalijakauma esitettyyn todistukseen
sille, ettd normaalijakauman tiheysfunktio f(X) toteuttaa ehdon

T f(x)dx=1

—oo

T4ll6in todettiin, ettd

oo

[ dz=fix

0

Tehdién tdssi integraalissa muuttujan vaihto

z=~/2t
jolloin
dz=(2t)"*dt

Saamme siten yhtdlon

oo

I2—1/2t—1/2e—t dw= \/%7

0
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Tastd yhtdlostd seuraa valittomasti, ettid
It’”ze’t dw=/7
0
Koska toisaalta
()= j t%edt
0

saamme lopulta haluamamme yhtalon

rd)=r

Gamma-jakauman tunnusluvut

Olkoon

X ~ Gamma(e, )
Odotusarvo:

E(X)=0of
Varianssi:

D*(X)=Var(X)=af’
Standardipoikkeama:

D(X) = e
Perustelu:

Johdamme tdssd gamma-jakauman odotusarvon. Jakauman odotusarvo ja varianssi johdetaan
jakauman momenttiemé&funktion avulla kohdassa Gamma-jakauman momenttieméifunktio
ja jakauman tunnusluvut.

Suoraan jatkuva jakauman odotusarvon maéritelman mukaan

Foo +oo 1 1 +oo
E(X) = xf (X)dX = — oa an_le_X/ﬂdX = —_— Xae_X/ﬂdX
o0 s o |

Koska integroitava
Xa e—x/ il
on gamma-jakauman Gamma(e +1, ) tiheysfunktion ydin (funktion ydin on funktion pa&osa

eli se osa funktiosta, joka jaa jdljelle, kun integroimiseen vaikuttamattomat vakiot jatetdan
funktiosta pois), niin

_[ x“ePdx=T(a+1) "
0

© llkka Mellin 402



Todennéakdisyyslaskenta 17. Jatkuvia jakaumia

Siten
Ca+)p™"  al(a)p*
F@p*  T(@)p”
jossa olemme kéyttineet hyvéksi sitd gamma-funktion ominaisuutta, etta
INa+)=ol'(@) ]

B(X)= =of

Gamma-jakauman tiheysfunktio

Kuva oikealla esittdd gamma-jakauman

Gamma(a, f)
tiheysfunktiota
Gamma(a,p)
f(0 == x“e ™ :
[e)p 08 | Gamma(1,1)
a>0,4>0,x>0 8\«
vililld [0, 8] seuraavissa tapauksissa: 0.6 1
@) a=1,[=1 04 KGamma(z,l)
(i1) a=2,p=1 Gamma(2,2)
(iif) a=2,8=2 02
Gamma-jakauman odotusarvo: 0 ‘
E(X)= o O 1 2 3 4 5 6 7 8

Gamma-jakauman tiheysfunktion ominaisuudet

(i) Gamma-jakauman tiheysfunktio on positiivinen kaikille positiivisille argumentin X arvoille:
f(x)>0,x>0

(i) Jos < 1, niin tiheysfunktio on monotonisesti laskeva ja silld on maksimi pisteessd X = 0.

(iii) Jos > 1, niin tiheysfunktio on yksihuippuinen ja silld on maksimi pisteessd X = (a— 1)4.

(iv) Tiheysfunktio on vino oikealle.

Gamma-jakauman kertymafunktio

Gamma-jakauma kuuluu niiden jakaumien joukkoon, joiden kertymifunktiolle ei voida

antaa eksplisiittistd lauseketta, koska gamma-jakauman tiheysfunktio kuuluu sellaisten funktioiden
joukkoon, joiden integraalifunktiota ei voida esittaa suljetussa muodossa (so. alkeisfunktioiden
avulla).

Gamma-jakauman momenttiemafunktio
Gamma-jakauman

1
L) 5*

e a>0,8>0,x>0

f(x)=
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momenttiemifunktio (ks. lukua Momenttieméfunktio ja karakteristinen funktio) on

sy (1Y 1
m, (t) = E(e )_(—l—ﬂtj ’t<ﬂ

Perustelu:

Jatkuvan jakauman momenttiemédfunktion mééritelmén mukaan

m, (1) =E(”) = T e* f (X)dx

:T &L yegsgy
2 T(o)p”

1 te o 1tk

= T _J;x ‘e [ﬂ ] dx

__1 T x“‘lefx(ﬁjdx
L) B =,

Koska integroitava
_x/(ij
Xa—le -4t

on gamma-jakauman Gamma(e, /(1— ft)) tiheysfunktion ydin (funktion ydin on funktion

paaosa eli se osa funktiosta, joka jad jaljelle, kun integroimisen kannalta vakiot jitetdén
funktiosta pois), niin

+'(')f° Xorle_X/[ﬁj dx = I(e) (%Ja

Siten

m, (1) =E(€”) =

(s (25
T(@)B" 1- Bt 1- Bt

joka pitee, kun
t< 1

koska lausekkeen £ /(1— ft) on oltava gamma-jakauman parametrina positiivinen.

Gamma-jakauman momenttiemafunktio ja jakauman tunnusluvut

Johdetaan gamma-jakauman Gamma(er, ) odostusarvo ja varianss jakauman momentti-
eméfunktion avulla.
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Odotusarvo:

E(X)=of
Varianssi:

D*(X) = Var(X) = af5’
Perustelu:

Gamma-jakauman Gamma(¢, ) momenttieméafunktio on

n&arzméﬁ=(—i—j,t<l

1-pt B
Momenttieméfunktion 1. derivaatta pisteessd t = 0:
dm, ©)| ___aB | _ g

dt |t:0 - (l_ﬁt)w+1

Momenttieméfunktion 2. derivaatta pisteessd t = 0:

t=0

d’'m )| _a@+DB| .
& |, a-pe), " etP

Siten eksponenttijakauman Exp(1) odotusarvo u, , 2. momentti ¢, ja varianssi o saadaan

seuraavilla kaavoilla:

3 o dm ()
Uy =E(X)=0, = " tzo—aﬂ
2, :E(xz):—dzglxz(t) — a(a+1)f’

ok =Var(X)=a, - = a(a+ ) f* =’ B> = off°

Gamma-jakauma ja Poisson-jakauma
Olkoon
X ~ Gamma(e, )
jossa ¢ on positiivinen kokonaisluku eli
ae N
Voidaan osoittaa, ettd talloin
Pr(X < x)=Pr(Y 2 )
jossa satunnaismuuttuja Y noudattaa Poisson-jakaumaa parametrilla X/ /3.
Y ~ Poisson(X/ f3)

Lisdtietoja Poisson-jakaumasta: ks. lukua Diskreetteji jakaumia.
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Gamma-jakauma ja eksponenttijakauma

Olkoon
X ~ Gamma(e, )

jossa
oa=1

Téll6in X noudattaa eksponenttijakaumaa parametrilla 1/45:
X ~Exp(l/ B)

Lisdtietoja eksponenttijakaumasta: ks. kappaletta Eksponenttijakauma.

Gamma-jakauma ja f-jakauma

Olkoon
X ~ Gamma(e, )
jossa
aP
2
p=2
Voidaan osoittaa, ettd tdlloin X noudattaa ,f—jakaumaa p:1ld vapausasteella:
X~z (p)

Lisitietoja f—jakaumasta: ks. lukua Normaalijakaumasta johdettuja jakaumia.

17.8. Beta-jakauma
Beta-jakaumaa kaytetddn (bayeslaisessa tilastotieteessa) suhteellisen osuuden (priori-) jakaumana.
Olkoon jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio

X*11=x)",a>0,8>0,0<x<1

M= 5B

jossa
1
B(a, B) = [t (1-t)dt
0

on ns. beta-funktio. Talloin satunnaismuuttuja X noudattaa beta-jakaumaa parametrein «rja fja
merkitsemme:

X ~ Beta(e, )

Funktio f(X) kelpaa tiheysfunktioksi, koska
f(x)>0, xe (0,1)

ja beta-funktion madritelmén perusteella

© llkka Mellin 406



Todennéakdisyyslaskenta 17. Jatkuvia jakaumia

X“ (1= x)7"dx

_J; f(x)dx = '[ ,3)

1
‘Xall ﬂldt—
( ) B

a,,B) B(a,,B)=1

B(Of £y

Beta-funktio

Beta-funktio méairitelldidn kaavalla
1
B(at, ) = j t (1-t) " dt
0

Beta-funktiolla ja gamma-funktiolla on seuraava yhteys:

L(a)'(B)
T(a+ )

jossa I'(+) ns. gamma-funktio; lisdtietoja gamma-funktiosta: ks. kappaletta Gamma-jakauma.

B(a, §) =

Beta-jakauman tunnusluvut

Olkoon

X ~ Beta(e, )
Odotusarvo:

o
E(X)=
) o+

Varianssi:

D*(X) = Var(X) = 20‘/3

(ax+ ) (a+ [+1)

Standardipoikkeama:

D(X) = | of

o+ p\ (a+p+1)

Perustelu:

Johdamme tdssd beta-jakauman odotusarvon.

Suoraan jatkuva jakauman odotusarvon médritelman mukaan

a-1

1 _
) - B(e ﬂ

J'x (1—x)""dx

Koska integroitava

X*(1-x)*
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on beta-jakauman Beta(ar+1, f) tiheysfunktion ydin (funktion ydin on funktion paaosa
eli se osa funktiosta, joka jai jéljelle, kun integroimiseen vaikuttamattomat vakiot jatetdan

funktiosta pois), niin

1
'[ x“(1-x)""dx = Beta(ar +1, )
0

Siten

B(a+1,,3):1"(0(+1)1"(,3)‘ INa+p) «

E(X)=

B(e,) T(a+1+p) T(@T(B) a+p

jossa olemme kédyttdneet hyviksi sekd beta-funktion ja gamma-funktion yhteytta, ettd sitd

gamma-funktion ominaisuutta, ettd

INa+)=ol(a)

Beta-jakauman tiheysfunktio

Ylempi kuva oikealla esittdd beta-jakauman

Beta(e, )
tiheysfunktiota

X“ (1= x)7!

M= 5B

a>0,>0,0<x<1

valilld [0, 1] seuraavissa tapauksissa:

(1) a=1 ,pB=4
(i1) a=2 ,[=3
(i) a=2 ,B=15
(iv) a=25,0=1
Alempi kuva oikealla esittdd beta-jakauman
Beta(e, f5)
tiheysfunktiota vililla [0, 1] seuraavissa tapauksissa:
(1) a=03,5=03
(i) a=0.7,3=0.7
(i) a=1 ,pB=1
(iv) a=2 ,p=1
Beta-jakauma odotusarvo:
o
BX)= o+ f

Beta(a,f)

Beta(1,4
Bet (1,4)

Beta(2,3) Beta(2.5,1)
Beta(2,1.5)

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Beta(a,f)

Beta(0.3,0.3)
Beta(0.7,0.7)

Beta(2,2)

Beta(1,1)

0.2 0.4 0.6 0.8 1
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Beta-jakauman tiheysfunktion ominaisuudet
(i)  Beta-jakauman tiheysfunktio f(X) on positiivinen valilla (0,1):
f(x)> 0, xe (0,1)
(i) Jos a>1ja =1, niin tiheysfunktio on aidosti kasvava ja silla on maksimi pisteessd X = 1.
(iii) Jos =1 ja > 1, niin tiheysfunktio on aidosti vaheneva ja silld on maksimi pisteessa X = 0.

(iv) Jos a>1ja > 1, niin tiheysfunktio on yksihuippuinen ja silld on maksimi pisteessé
x=(a-Dl(a+ [-2).

(v) Jos <1 ja <1, niin tiheysfunktio on U:n muotoinen ja silld on lokaalit maksimit pisteissia
x=0jax=1.

(vi) Tiheysfunktio on symmetrinen, jos o= f.

Beta-jakauman kertymafunktio
Beta-jakauma kuuluu niiden jakaumien joukkoon, joiden kertyméfunktiolle ei voida antaa
eksplisiittistd lauseketta, koska beta-jakauman tiheysfunktio kuuluu sellaisten funktioiden joukkoon,
joiden integraalifunktiota el voida esittéa suljetussa muodossa (so. alkeisfunktioiden avulla).
Beta-jakauma ja jatkuva tasainen jakauma
Olkoon

X ~ Beta(e, f)
jossa

oa=p=1
Helposti ndhdddn, ettd télloin X noudattaa jatkuvaa tasaista jakaumaa vililla (0,1):

X ~ Uniform(0,1)

Lisdtietoja jatkuvasta tasaisesta jakaumasta: ks. kappaletta Jatkuva tasainen jakauma.

17.9. Weibull-jakauma

Weibull-jakaumaa kéytetddn luotettavuustekniikassa komponentin elindn jakaumana tilanteessa,
jossa komponenttia ei huolleta ja todennékdisyys sille, ettd komponentti vikaantuu saattaa muuttua
kéyton aikana.

Olkoon jatkuvan satunnaismuuttujan X tiheysfunktio

f(X)=%X7‘le‘x”'”,7>0,[3>0,03x<oo

Télloin satunnaismuuttuja X noudattaa Weibull-jakaumaa parametrein yja £ja merkitsemme:
X ~ Weibull(y, £)

Funktio f(X) kelpaa tiheysfunktioksi, koska
f(xX)>0,x>0

ja
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T f(x)dx=1

—oo

Perustelu:

Todistetaan, ettd

j f(x)dx = J.Zx“e‘x”/’dx:lj. X le Pdx =1
0 B By

—o0

Tarkastellaan siksi integraalia

+oo

I X&' Pdx
0

Tehdiin tdssd integraalissa muuttujan vaihto

X'/ B=t
jolloin
X = ﬂl/ytl/y
ja
1y 1y
14 t
Siten
+f Xy_le_x}’/ﬂdx — +Jio ﬁ(}’—l)/}’t(?/_l)/?/e_t ﬂ . ﬂ dt = £+f e_tdt = ﬁ
) ) y ot V% 4
joten
[ fooax=2 [ x-te =22 _y
J B By

Weibull-jakauman tunnusluvut
Olkoon
X ~ Weibull(y, B)
Odotusarvo:
E(X)=B""T(1+1/y)
jossa I'(+) ns. gamma-funktio; lisdtietoja gamma-funktiosta: ks. timén luvun kappaletta Gamma-
jakauma.
Varianssi:

D*(X)=Var(X) = B""T(1+2/y)—[E(X)]
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Standardipoikkeama:

D(X) = \[Var(X)

Perustelu:
Johdamme tidssd Weibull-jakauman odotusarvon.

Suoraan jatkuva jakauman odotusarvon mééritelman mukaan
E(X)= J. xf (X)dx = J. Y yxrte gy =L I e B dx
0 0 B B o

Tarkastellaan integraalia

+oo
[ xePdx
0

Tehdéén téssi integraalissa muuttujan vaihto

X'/ =t
jolloin
X:ﬁl/ytl/}/
ja
'y 1y
=P
y t
Siten
too , Foo 1y tl/y 1/y+1 +o
j x’e* Pdx = _|‘,3te‘t s ——dt YL It”ye“dt
0 0 7 t 7 0

Koska integroitava
tl/ }/e*t

on gamma-jakauman Gamma(l+1/y,1) tiheysfunktion ydin (funktion ydin on funktion
paaosa eli se osa funktiosta, joka jdd jaljelle, kun integroimisen kannalta vakiot jitetdén
funktiosta pois), niin

j t7edt =T(1+1/7)

0
Siten

ﬁl/yﬂ
C1+1/y)=B""T1+1/y)

4
B(X)=-<.
(X) 5
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Weibull-jakauman tiheysfunktio

Kuva oikealla esittdd Weibull-jakauman Weibull (%
| o Wbl h) T weibu08.1)
tiheysfunktiota 0.8 |
£(x) :%Xy_le_xr/ﬂ - o Weibull(2,1)
y>0,8>0,0<X<0o0 04 o Weibull(2,4)
vililla [0, 4] seuraavissa tapauksissa:
(i) y=08, =1 021
(i1) y=2 ,p=1 0 w
(i) yo2 B4 0 1 2 3 4

Weibull-jakauman odotusarvo:
E(X)=B""T(1+1/y)

Weibull-jakauman tiheysfunktion ominaisuudet

(i) Weibull-jakauman tiheysfunktio on positiivinen kaikille positiivisille argumentin X arvoille:
f(x)>0,x>0

(i) Jos y< 1, niin tiheysfunktio on monotonisesti laskeva ja silld on maksimi pisteessd X = 0.

(iii) Jos y> 1, niin tiheysfunktio on yksihuippuinen ja silld on maksimi pisteessi x = [&1 — 1/9]"".

(iv) Tiheysfunktio on vino oikealle.

Weibull-jakauman kertymafunktio

Weibull-jakauma kuuluu niiden jakaumien joukkoon, joiden kertyméafunktiolle ei voida antaa
eksplisiittistd lauseketta, koska Weibull-jakauman tiheysfunktio kuuluu sellaisten funktioiden
joukkoon, joiden integraalifunktiota ei voida esittaa suljetussa muodossa (so. alkeisfunktioiden
avulla).

Weibull-jakauma ja eksponenttijakauma

Olkoon
X ~ Exp(f)

Voidaan osoittaa, ettd tdlloin satunnaismuuttuja
Y=X""

noudattaa Weibullin jakaumaa parametrein yja f:
Y ~ Weibull(y, £)

Lisétietoja eksponenttijakaumasta: ks. kappaletta Eksponenttijakauma.
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Kaéantien: Jos
Y ~ Weibull(1, 5)

niin
Y ~ Exp(5)
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18. Normaalijakaumasta johdettuja jakaumia

Téssd luvussa madritellddn seuraavat normaalijakaumasta johdetut todenndkoi syysjakaumat:
>i) ,f—j akauma.

(ii) F-jakauma.

(iii) t-jakauma.

Nailld jakaumilla on jakaumilla on normaalijakauman itsensa rinnalla keskeinen rooli tilasto-
tieteessi; ks. tistd esimerkkejd seuraavissa monisteen Tilastolliset menetelmiit luvuissa:

Otos ja otosjakaumat

Viliestimointi

Testit suhdeasteikollisille muuttujille

Yhteensopivuuden, homogeenisuuden ja riippumattomuuden testaaminen
Yhden selittijin lineaarinen regressiomalli

Yleinen lineaarinen malli

Avainsanat:

;gz—jakauma, F-jakauma, Kertymafunktio. Normaalijakauma, Normaalijakaumasta johdetutut
jakaumat, Odotusarvo, Standardipoikkeama, t-jakauma, Taulukot, Tiheysfunktio, Vapausasteet,
Varianssi
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18.1. p-jakauma

Olkoot
Xi,i=1,2,...,n

riippumattomia ja standardoitua normaalijakaumaa N(0,1) noudattavia satunnai smuuttujia:
X, Xysoon X L
X, ~N(0,1),i=1,2,...,n

Talloin satunnaismuuttuja

X=X
=
noudattaa ’-jakaumaa vapausasteella (cli parametrilla) n:
X~ ()

/-jakauman tiheysfunktio on muotoa

n X

f(X):n;XE_]e 2,08X<00
22r(nj
2

jossa I'(+) ns. gamma-funktio; lisdtietoja gamma-funktiosta: ks. luvun Jatkuvia jakaumia
kappaletta Gamma-jakauma. ;{2 -jakauman tiheysfunktio on johdettu luvussa Satunnais-
muuttujien muunnosten jakaumat.

f-jakauman tunnusluvut

Olkoon

X~ ()
Odotusarvo:

E(X)=n
Varianssi:

Var(X)=D?(X)=2n
Standardipoikkeama:

D(X)=+2n
Perustelu:

Johdamme tissd y*-jakauman odotusarvon. Nojaamme johdossa jakauman mésritelméén.
Olkoon

XXy, X, L

X, ~N(0,1),i=1,2,...,n

© llkka Mellin 415



Todennéakdisyyslaskenta 18. Normaalijakaumasta johdettuja jakaumia

Talldin
X =3 X7~ 2 (n)
i=1
Oletuksista seuraa, ettd
E(X,)=0,i=12,...,n
Var(X;) = E(X!)~[E(X)I =E(X")=1,i=12,...,n
Siten
B n ) n . n B 3
E(X)_E(in J—ZE(Xi )_Zl“var(xi)_1+1+k1 +1=n
i= i= i= n kp

koska odotusarvo on operaattorina lineaarinen.

[ |
-jakauman tiheysfunktio 20)
Kuva oikealla esittid y*-jakauman 0.6

i(n) < /1,2( 1 )
tiheysfunktiota valilla [0, 10], kun vapausasteiden 04 -
lukumairilld n on seuraavat arvot:

2 2)
n=1 X (
4

n=2 0.2 12(5)

n=>5
Jakauman odotusarvo: 0 | ‘

E(X)=n 0 2 4 6 8 10

,f—jakauman tiheysfunktion ominaisuudet

(1) ;{z -jakauman tiheysfunktio f(X) on positiivinen kaikille positiivisille argumentin X arvoille:
fx)>0,x>0

(1i1) Jos vapausasteiden lukuméaara
n=1,2

niin tiheysfunktio on monotonisesti laskeva kaikille x > 0.

(i11) Jos vapausasteiden lukuméaara

nz3

niin tiheysfunktiolla on maksimi jossakin pisteessa X > 0.

Todennakdisyyksien maaraaminen y’-jakaumasta

Todenndkdisyydet ;{z -jakaumasta voidaan méairaté jakauman kertymafunktion avulla. Olkoon
X~ g (n)
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ja olkoon satunnaismuuttujan X kertymafunktio
Feri (XN) =Pr(X <X)

Kaikkien y*-jakaumaan liittyvien tapahtumien todennikdisyydet saadaan todennikoisyyksistd
Pr(X <X) = Fg; (X;n)
Pr(a< X <b)=Fg, (b)-F¢;(a)

Koska f—jakauman tiheysfunktion integraalifunktiota ei voida esittii suljetussa muodossa
(so. alkeisfunktioiden avulla), todennikoisyyksien misrddmisessd y’-jakaumasta on kiytettdvi
jotakin numeerista menetelmad. Tama voi tapahtua tictokoneohjelmien tai taulukoiden avulla.
Todenné&kdisyyksien méaradminen ;f—jakaumasta ja;f—jakauman taulukot
Olkoon

X~ (n)

Téhén kirjaan liittyvasséd taulukkokokoelmassa on taulukoituna usealle eri vapausasteiden df =n
arvolle pisteet X, jotka toteuttavat ehdon

p, =Pr(X =Xx)

kun
px = 0.999, 0.99, 0.95, 0.9, 0.1, 0.05, 0.01, 0.001

Siten piste X erottaa y*-jakauman oikealle hannille todennikoisyysmassan, jonka koko on
p, =Pr(X =Xx)

Huomaa, etté piste X erottaa ;{2 -jakauman vasemmalle hannélle todennékdisyysmassan, jonka koko
on

1-p, =Pr(X <X)

Koska erids taulukoiden tarkeimmistd kaytto- 2(10)
alueista on tilastollinen testaus (ks. monistetta 0.12

Tilastolliset menetelmét), todenndkoisyytta py

kutsutaan taulukoissa merkitsevyystasoks ja 0.1

pistettd X merkitsevyystasoa px vastaavaksi
kriittiseksi arvoksi tai rajaksi. 0.08 1
Esimerkki 1. Todennékoéisyyksien méiariaiminen 0.06

,1} -jakauman taulukoista.
0.04

Kuva oikealla esittdd y*-jakauman

2(10)

tiheysfunktiota valilla [0, 35].

0.02 H
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7-jakauman taulukoiden mukaan:
Alueen A pinta-ala
=Pr(3.940< X <18.307)
=F., (18.307;10) - F,(3.940;10)
=0.95-0.05=0.9

Todennakdisyyksien maaraaminen ,f-jakaumasta jatietokoneohjelmat
Olkoon

X ~ x*(n)

Monet tietokoneohjelmat mahdollistavat seuraavien tehtivien ratkaisemisen ilman y*-jakauman
taulukoiden asettamia rajoituksia:

(i) Maédraa todenndkdisyys
Pr(X<X) = Fcni(X; n)
kun X on annettu.
(i) Madraa x, kun todennédkdisyys
Pr(X < X) = Fcni(X; n)

on annettu.

18.2. F-jakauma

Olkoot Y;,i=1,2,...,mjaX,i=1,2,...,nriippumattomia, standardoitua normaalijakaumaa
N(0,1) noudattavia satunnai smuuttujia:

Y ~N(0,1),i=12,...,m; X ~N(0,1),i =12,...,n
YL Y Y X, X, X L
Talloin satunnaismuuttujat
Y=Y Y X=) X}
= =
ovat riippumattomia ja noudattavat y*-jakaumia vapausastein mja n:

Y~ 2 (m); X ~ ()

YLX
Madritellddn satunnaismuuttuja
1
F= iY ny
Ly mX
n

Satunnaismuuttuja F noudattaa F-jakaumaa vapausastein (eli parametrein) mja n:
F ~F(mn)
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F-jakauman tiheysfunktio on muotoa

l_(m+ nj
f(x)= 2

ﬁ(mjzle(lﬂxj 0sxee
GO A

m+n

2

jossa I'(-) ns. gamma-funktio; lisatietoja gamma-funktiosta: ks. luvun Jatkuvia jakaumia
kappaletta Gamma-jakauma. F-jakauman tiheysfunktio on johdettu luvussa Satunnaismuuttujien
muunnosten jakaumat.

Suoraan F-jakauman méiritelmésti nahddan, ettd F-jakaumalla on seuraava ominaisuus: Jos
satunnaismuuttuja F noudattaa F-jakaumaa vapausastein mja n:

F ~F(mn)

niin satunnaismuuttuja 1/F noudattaa F-jakaumaa vapausastein nja m:

1
—~F(n,m
=~ Fnm

F-jakauman tunnusluvut
Olkoon
F~F(mn)

Odotusarvo:

E(X):Lz,n>2

F-jakaumalla e ole odotusarvoa, kun n= 1, 2. Huomaa my®ds, ettd F-jakauman odotusarvo & riipu
parametrista m (= yhteenlaskettavien lukumaéra F-jakauman méaéritelmén 0osoittajassa olevassa

#/-satunnaismuuttujassa Y = >Y?).

Varianssi:

2
2n (m+2n 2) n>4
m(n-2)°(n—4)

F-jakaumalla e ole varianssia, kunn=1, 2, 3, 4.

D*(F) = Var(F) =

Standardipoikkeama:

D(F):\/ 2n*(m+n-2)

,nh>4
m(n-2)*(n-4)

F-jakaumalla & ole standardipoikkeamaa, kun n=1, 2, 3, 4.

F-jakauman tiheysfunktio
Kuva alla esittdd F-jakauman
F(m, n)

tiheysfunktiota valilla [0, 4], kun vapausasteiden lukumaérilla mja n on seuraavat arvot:
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m=10,n=40 F(m, n)
m=40,n=10 14
- = 12
m=40,n=40 F(40, 40)
Jakauman odotusarvo: 1-
n 0.8
E(X)=——,n>2
n-2 0.6 - F(10, 40)
F-jakauman tiheysfunktion ominaisuudet 041 F(40. 10)
(i) F-jakauman tiheysfunktio f(X) on positiivinen 0.2 1
kaikille positiivisille argumentin X arvoille: 0
fxX)>0,x>0 0 1 2 3 4

(i) Jos osoittajan vapausasteiden lukuméaara
m=1,2
niin tiheysfunktio on monotonisesti laskeva kaikille x > 0.
(iii) Jos osoittajan vapausasteiden lukuméaara
m=3

niin tiheysfunktiolla on maksimi jossakin pisteessd X > 0.

Todennakdisyyksien maaraaminen F-jakaumasta
Todennikdisyydet F-jakaumasta voidaan mairita jakauman kertyméfunktion avulla. Olkoon
F ~F(mn)

ja olkoon satunnaismuuttujan F kertyméafunktio
F-(x;m,n) =Pr(F < x)

Kaikkien F-jakaumaan liittyvien tapahtumien todennikoisyydet saadaan todennédkdisyyksisté
Pr(F < x)=F.(x;mn)
Pras<F <b)=F.(b)-F-(a)

Koska F-jakauman tiheysfunktion integraalifunktiota ei voida esittii suljetussa muodossa (so.
alkeisfunktioiden avulla), todennikodisyyksien méddrddmisessd F-jakaumasta on kiytettiva jotakin
numeerista menetelméd. Tama voi tapahtua tietokoneohjelmien tai taulukoiden avulla.
Todennakdisyyksien maaraaminen F-jakaumasta ja F-jakauman taulukot
Olkoon

F ~F(mn)

Téhén kirjaan liittyvéssé taulukkokokoelmassa on taulukoituna usealle eri vapausasteiden df; = mja
df, = n arvoille pisteet X, jotka toteuttavat ehdon

p, =Pr(F = x)
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kun
px = 0.05, 0.025, 0.01, 0.005

Siten piste X erottaa F-jakauman oikealle hannélle todenndkoisyysmassan, jonka koko on
p, = Pr(F = x)

Koska erds taulukoiden tirkeimmisté kdyttoalueista on tilastollinen testaus (ks. monistetta

Tilastolliset menetelmiéit), kutsutaan todennékdisyytta py taulukoissa merkitsevyystasoks ja pistetté
X merkitsevyystasoa px vastaavaksi kriittiseksi arvoksi tai rajaksi.

F-jakauman vasemman hénnin todennédkoisyydet saadaan kdyttdmalla hyvéksi sité, ettd satunnais-
muuttuja 1/F noudattaa F-jakaumaa vapausastein nja m, jos satunnaismuuttuja F noudattaa F-
jakaumaa vapausastein mja n. Jos siis

F~F(mn)
niin
G= 1 ~ F(n,m)
F
Oletetaan nyt, ettd haluamme méaérata pisteen X siten, etti
Pr(F<X)=p
jossa
F~F(mn)
Talloin voimme toimia seuraavasti: Méaratdan F-jakauman taulukoista piste y siten, etti
Pr(Gzy)=p
jossa
G~ F(n,m)

Ylla esitetyn mukaan

Pr(G > y)=Pr[islj:pr[F Slj
Gy y

jossa

F~F(mn)
Siten piste

x=1/
toteuttaa ehdon

Pr(F<x)=p
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Esimerkki 1. Todennékoisyyksien méiraiminen F-jakauman taulukoista.

Kuva oikealla esittdd F-jakauman F(10, 60)
F(10, 60) 1
tiheysfunktiota vililla [0, 4]. 0g 10.05
F-jakauman taulukoiden mukaan:
Alueen A pinta-ala 0.6
=Pr(0.3815< F <1.993) vl
= F-(1.993;10,60)
A=09
—F-(0.3815;10,60) 0.2 - 0.05
=0.95-0.05=0.9 0
Piste 0 N 1 3« 3 4
b=1.993 | |
joka erottaa F-jakauman F(10,60) oikealle 0.3815 1.993

hénnélle todenndkoisyysmassan 0.05, saadaan
suoraan F-jakauman taulukoista. Piste

a=0.3815

joka erottaa F-jakauman F(10,60) vasemmalle hiannélle todennikdisyysmassan 0.05, saadaan
taulukoista seuraavalla tavalla: Olkoon

G ~ F(60,10)
F-jakauman taulukoiden mukaan

Pr(G >2.621)=0.05
Siten piste

1 =~0.3815

a=
2.621
toteuttaa ehdon
Pr(F <£0.3815)=0.05

jossa
F ~ F(10,60)

Todennakdisyyksien maaraaminen F-jakaumasta ja tietokoneohjelmat
Olkoon
F ~F(mn)

Monet tietokoneohjelmat mahdollistavat seuraavien tehtdvien ratkaisemisen ilman F-jakauman
taulukoiden asettamia rajoituksia:

(1) Madraa todenndkoisyys

Pr(F < X) = Fe(X; m, n)
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kun X on annettu.
(i) Madraa x, kun todenndkoisyys

Pr(F < X) = Fe(X; m, n)
on annettu.

18.3. t-jakauma

Olkoot Yja X;,i=1,2, ..., nriippumattomia, standardoitua normaalijakaumaa N(0,1)
noudattavia satunnaismuuttujia:

Y ~N(0,1); X, ~N(0,1),i=1,2,...,n
Y, X, X, X L

T&ll6in satunnaismuuttuja

n
X=X}
i=1
noudattaa y’-jakaumaa vapausastein n:
X~ 2*(n)
Lisdksi satunnaismuuttujat Y ja X ovat riippumattomia:

YL1X

Maiiritelldan satunnaismuuttuja

t=—+—

Lx
n

Satunnaismuuttuja t noudattaa (Studentin) t-jakaumaa vapausastein (eli parametrilla) n
t~t(n)

t-jakauman tiheysfunktio on muotoa

1 F(n;lj 1 n+l1
‘== r(n] (H

2

jossa I'(-) ns. gamma-funktio; lisdtietoja gamma-funktiosta: ks. luvun Jatkuvia jakaumia

kappaletta Gamma-jakauma. t-jakauman tiheysfunktio on johdettu luvussa Satunnaismuuttujien
muunnosten jakaumat.

t-jakauman tunnusluvut
Olkoon

t~t(n)
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Odotusarvo:
E(X)=0,n>1
t-jakaumalla e ole odotusarvoa, kun n=1.

Varianssi:
2 n
Var(t)=D"(t)=——,n>2
n-2

t-jakaumalla e ole varianssia, kun n= 1 tai 2.

Standardipoikkeama:

D)=,/ n>2
n-2

t-jakaumalla e ole standardipoikkeamaa, kun n=1 tai 2.

t-jakauman tiheysfunktio

Kuva oikealla esittdd t-jakauman t(n) ja N(0,1)
t(n) 0.5
tiheysfunktiota vililla [-4, +4], kun vapausasteiden 04
lukumairilld n on seuraavat arvot: ' t(100)
t(3)
N(0,1)
n=1 0.3
n=3
0.2
n=100 t(1)
Jakauman odotusarvo: 0.1
E(X)=0,n>1 0
Kuvaan on piirretty my0s standardoidun normaali- 4 3 -2 -1 0 1 2 3 4

jakauman N(0,1) tiheysfunktion kuvaaja. Huomaa,
ettd standardoidun normaalijakauman N(0,1) tiheys-
funktion kuvaaja ei erotu t-jakauman kuvaajasta, kun vapausteiden lukumééra n = 100; ks. kohtaa t-
jakauma ja normaalijakauma.
t-jakauman tiheysfunktion ominaisuudet
(1) t-jakauman tiheysfunktio f(X) on positiivinen kaikille argumentin X arvoille:

f(X) >0, —00 <X < oo
(i) Tiheysfunktio on yksihuippuinen ja silld on maksimi pisteessd X = 0.
(ii1)) Tiheysfunktio on symmetrinen pisteen 0 suhteen:

f(-X) = f(+X) , —0 <X < +oo
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Todennakdisyyksien maaraaminen t-jakaumasta

Todennikdisyydet t-jakaumasta voidaan méarité jakauman kertyméfunktion avulla. Olkoon
t ~t(n)

ja olkoon satunnaismuuttujan t kertymafunktio
F.(X;n) =Pr(t < Xx)

Kaikkien t-jakaumaan liittyvien tapahtumien todennédkoisyydet saadaan todennékoisyyksista

Pr(t<x)=F(xn)

Pr(a<t<b)=F (b)-F(a)

Koska t-jakauman tiheysfunktion integraalifunktiota ei voida esittia suljetussa muodossa (so.
alkeisfunktioiden avulla), todenndkdisyyksien méddrdémisessé t-jakaumasta on kéytettdva jotakin
numeerista menetelmad. Tama voi tapahtua tietokoneohjelmien tai taulukoiden avulla.
Todennakdisyyksien maaraaminen t-jakaumasta ja t-jakauman taulukot
Olkoon

t~t(n)

Téhén kirjaan liittyvasséd taulukkokokoelmassa on taulukoituna usealle eri vapausasteiden df = n
arvoille pisteet X, jotka toteuttavat ehdon

p, =Pr(t = Xx)
kun
px=0.4,0.4,0.2, 0.1, 0.05, 0.025, 0.01, 0.005, 0.001, 0.0005
Siten piste X erottaa t-jakauman oikealle hannille todennidkdisyysmassan, jonka koko on
p, =Pr(t=Xx)
Koska erids taulukoiden tarkeimmistd kiyttdalueista on tilastollinen testaus (ks. monistetta

Tilastolliset menetelmit), kutsutaan todennikoisyyttd px taulukoissa merkitsevyystasoksi ja pistetta
x merkitsevyystasoa py vastaavaksi Kriittiseksi arvoksi tai rajaksi.

Pisteet X, jotka erottavat todennékoisyysmassat
0.4,0.3,0.2,0.1, 0.05, 0.025, 0.01, 0.005, 0.001, 0.0005

t-jakauman vasemmalle hiannélle saadaan kayttamalla hyvéksi sitd, ettd t-jakauma on Symmetrinen
origon suhteen.

Siten

p, =Pr(t = X) =Pr(t <-X)
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Esimerkki 1. Todennékoisyyksien méiraiminen

t(10
t-jakauman taulukoista. 05 (10)

Kuva oikealla esittdd t-jakauman
t(10)

tiheysfunktiota valilla [4, 4].

t-jakauman taulukoista saadaan:

Alueen A pinta-ala
=Pr(-1.812<t<+1.812)
= F.(+1.812;10) - F,(-1.812;10)

=0.95-0.05 4 3 2 -1 0 1 2 3 4
=09 T T
-1.812 +1.812

Todennakdisyyksien maaraaminen t-jakaumasta ja tietokoneohjelmat
Olkoon
t~1t(n)

Monet tietokoneohjelmat mahdollistavat seuraavien tehtdvien ratkaisemisen ilman t-jakauman
taulukoiden asettamia rajoituksia:

(i) Maédraa todenndkdisyys
Pr(t < x) = F«(X; n)
kun X on annettu.
(1) Maaraa x, kun todennédkoisyys
Pr(t < x) = F«(X; n)

on annettu.

t-jakauma ja F-jakauma

Suoraan t-jakauman ja F-jakauman mééritelmistd ndhdéén seuraavaa:

Jos

t~1t(n)
niin

t* ~ F(1,n)
Kééntéen, jos

F~F(@,n)
niin

JF ~t(n)
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t-jakauma ja Cauchy-jakauma
Olkoon
t ~t(n)
jossa
n=I1
Talloin t noudattaa Cauchy-jakaumaa parametrilla 0O:

t ~ Cauchy(0)

Lisdtietoja Cauchy-jakaumasta: ks. luvun Jatkuvia jakaumia kappaletta Cauchy-jakauma.

t-jakauma ja normaalijakauma

t-jakauma ldhestyy standardoitua normaalijakaumaa, kun vapausasteiden lukumaéira n kasvaa.
Olkoon

t~t(n)
Talloin

lim Pr(t < z) = ®(2)

missd @ on standardoidun normaalijakauman N(0,1) kertymafunktio.

Koska t-jakauma ldhestyy vapausasteiden lukumiirén n kasvaessa standardoitua normaalijakaumaa
N(0,1), voidaan t-jakaumaan liittyvit todenndkdisyydet mééritd suurilla vapausasteiden luvuilla n
standardoidun normaalijakauman avulla. Normaalijakauma-approksimaatio t-jakaumalle on
kohtuullisen hyva jo, kun n= 30, ja riittdd useimpiin tarkoituksiin, kun n> 100.

Esimerkki 2. Normaalijakauma-approksimaation hyvyys.

Kohdan t-jakauman tiheysfunktio kuvassa jakaumien t(100) ja N(0,1) tiheysfunktioiden
kuvaajia ei pysty erottamaan toisistaan.
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19.  Moniulotteisia jakaumia

Téssd luvussa madritellddn seuraavat moniulotteiset todenndkoi syysjakaumat:
1) Multinomijakauma.
(ii) Kaksiulotteinen normaalijakauma.

Multinomijakauma on binomijakauman yleistys useamman kuin kahden toisensa poissulkevan
tapahtuman tilanteeseen.

Normaalijakauman yleistystd useampiulotteiseen avaruuteen kutsutaan multinormaali-
jakaumaksi tai moniulotteiseksi normaalijakaumaksi. Multinormaalijakaumalla on keskeinen
rooli useamman muuttujan tilastollisten aineistojen analyysissa kéytettdvien tilastollisten
menetelmien kuten regressioanalyysin tai monimuuttujamenetelmien teoriassa.

Rajoitumme tissd esityksessd tarkastelemaan multinormaalijakauman kaksiulotteista
erikoistapausta kaksiulotteista normaalijakaumaa, mutta esitetty teoria on (suhteellisen) helppo
yleistdd useampi-ulotteisen normaalijakauman tapaukseen.

Avainsanat:

Binomijakauma, Diskreetti jakauma, Ehdollinen jakauma, Ehdollinen odotusarvo, Ehdollinen
varianssi, Jatkuva jakauma, Kaksiulotteinen normaalijakauma, Korrelaatio, Korreloimattomuus,
Korreloituneisuus, Kovarianssi, Kulmakerroin, Multinomijakauma, Odotusarvo, Painopiste,
Pistetodennakoisyysfunktio, Regressiofunktio, Regressiosuora, Reunajakauma, Riippumattomuus,
Riippuvuus, Suora, Tiheysfunktio, Todennakdisyysmassa, Varianssi, Yhteisjakauma,
Yhteiskorrelaatiokerroin
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19.1. Multinomijakauma

Multinomijakauma on binomijakauman yleistys useamman kuin kahden toisensa poissulkevan
tapahtuman tilanteeseen; lisétietoja binomijakaumasta: ks. lukua Diskreetteji jakaumia.

Olkoon
AL A, ... A
otosavaruuden Sositus. Téll6in
S=AUAU - UAL
ANA =D i #]
Oletetaan, ettd tapahtumien A, Ay, ... , A todennakoi syydet
Pr(A)=pi,i=1,2,...,kK
toteuttavat ehdon
pr+pt -+ pe=1
Olkoon satunnaismuuttuja
Xi = Tapahtuman A esiintymisten lukumééra n-kertaisessa toistokokeessa
i=1,2,...,k
Talloin binomijakauman maéritelmésta seuraa, etta
X, ~Bin(n, p),i=12,...,k

jossa
pi=Pr(A).,i=1,2,...,k
Liséksi satunnaismuuttujat X;, Xo, ... , Xk toteuttavat ehdon
Xi+ X+ -+ Xe=n
Satunnaismuuttujien

Xi, Xoy ooy X
yhteigakaumaa kutsutaan multinomijakaumaksi.
Huomautus:
Satunnaismuuttuja X; eivat ole riippumattomia, koska niité sitoo toisiinsa ehto
Xi+ X+ +X=n
jossa toistokokeiden lukuméédrd n on kiinted, ei-satunnainen luku.

Voidaan osoittaa, ettd satunnaismuuttujat X;, Xy, ... , Xk noudattavat (k — 1)-ulotteista multinomi-
jakaumaa, jos niiden yhteigakauman pistetodenndkoi syysfunktio on muotoa

) ) ) n! - N
Pf(xlznlJaxz:ana--~Jaxk:nk)=m Py By

jossa
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p+pP,+t-+p =1
n+n+--4+n =n
Merkinti:
(X1, Xa, ..., X) ~ Multinom(py, P2, ..., Pk N)

Multinomijakauman ominaisuudet
(1)  Jos k=2, niin multinomijakauma yhtyy binomijakaumaan:
Pryinom(Xi =1y Ja X, =Nn—n) =Py, (X, =ny)
(i) Kaikki multinomijakauman yksiulotteiset reunajakaumat ovat binomijakaumia.
(iii) Multinomitodenndkaisyydet saadaan korottamalla multinomi

(p1 + P2+ -+ Py

potenssiin n:
n!

LI 1 X
2 k

(P + P+ +P) ZZW

jossa summa lasketaan yli kaikkien lukujen n;, ny, ..., N, jotka toteuttavat ehdon

n1+n2+...+nk:n
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19.2. Kaksiulotteinen normaalijakauma

Kaksiulotteinen normaalijakauma on normaalijakauman (ks. lukua Jatkuvia jakaumia)

kaksi ul otteinen yleistys. Normaalijakauman yleistysta p-ulotteiseen avaruuteen (p > 1) kutsutaan
joko p-ulotteiseksi normaalijakaumaksi tai multinormaalijakaumaksi. Rajoitumme tissa
esityksessd pelkdstdén kaksiulotteisen normaalijakauman kisittelyyn.

On syytd huomata, ettd multinormaalijakaumalla on keskeinen asema lineaaristen mallien ja
monimuuttujamenetelmien teoriassa.

Satunnaismuuttujien X ja Y muodostama pari (X, Y) noudattaa 2-ulotteista normaalijakaumaa
parametrein L, , i, ,0%,0y ja Py » jos sen tiheysfunktio on

1
expy————
2710, 0, \/ 1-pg, { 21~ p%y)

Q(X, y) =[X_/Jx j _szv[x_‘ux ](y_ﬂv j_l_( y_/uY]
Ox Ox Oy Oy

(1 fxv(xa y)= Q(X, y)}

jossa

ja
—oo <l <+oo o, >0
—oo < fl, <400 o, >0
-1<p, <41

Muuttujat X ja y voivat saada kaavassa (1) kaikki reaalilukuarvot:
—o0 < X< 400
—o <Y< +oo

Merkitaan:

(XaY) NNZ(IanuYaO-)Z(aG\?apXY)

Kaksiulotteisen normaalijakauman johto

Naytamme, ettd kaksiulotteinen normaalijakauma saadaan lineaarimuunnoksella kahdesta
riippumattomasta standardoitua normaalijakaumaa noudattavasta satunnaismuuttujasta.

Olkoot Z, ja Z, kaksi riippumatonta satunnaismuuttujaa, jotka noudattavat standardoitua
normaalijakaumaa N(0,1):

Z 17,
Z, ~ N(0,1) Z, ~ N(0,1)
Muodostetaan uudet satunnaismuuttujat X ja Y seuraavilla kaavoilla:
X =y +0yZ,
Y =p 0y | prZ (1= p)" 2, |
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Oletetaan, ettd ei-satunnaiset vakiot u, , 1, ,0,,0, ja p,, toteuttavat seuraavat ehdot:

—o0 < Uy <+oo oy, >0
—o0 < fl, <+oo o, >0
—1<pyy <+1

Satunnaismuuttujilla X ja Y on seuraavat odotusarvot, varianssit, kovarianssi ja korrelaatio:
E(X) = 4y E(Y) = 44
Var(X) =0} Var(Y) = o,
Cov(X,Y) = Py, 0,0y
Cor(X,Y) = py,

Lisidksi satunnaismuuttujat X ja Y ovat normaalijakautuneita ja satunnaismuuttujien Xja 'Y
yhteisjakauma on kaksiulotteinen normaalijakauma parametrein g, , i, ,0, 0% ja Py

(X,Y) ~ N, (fh ly s Ox s Oy, Py )

Perustelu:
Olkoot
Z 17,
Z, ~N(0,1) Z, ~N(0,1)
Talloin

E(Z)=E(Z,)=0

Var(Z,)=E(Z})=E(Z})= Var(Z,) =1
Maiiritellddn satunnaismuuttujat X ja Y kaavoilla

X =y +0yxZ,

Y =ty + 0[P Z+ (1= pi) 7 Z,]

jossa
—oo < fly <+oo o, >0
—oo < Ul <+oo o, >0
—1<pyy <41

(i)  Johdetaan ensin satunnaismuuttujien Xja Y tunnusluvut.

Satunnaismuuttujien X ja Y odotusarvot ovat
B(X)=E{uy +0,Z} = pty + 0y B(Z)) = pt + 0 x0= 1,

ja
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E(Y)=E{, +0,[pZ, + (1~ pi)* Z,]]
=ty + oy [PE(Z)+ (1= p3)"* E(Z,)]
= U, + 0, [px0+(1—-p3,)"* x0]= 4,
Satunnaismuuttujien X ja Y varianssit ovat
Var(X) =E{(X ~E(X))’} =E{03Z}} =0} E(Z}) = 0% - 1= 0%,
ja
Var(Y) =E{(Y —E(Y))’]
=E{oy[pZ,+(1-p")"Z,T}
=0y E{p’Z] +(1-p")Z; +2p(1-p*)Z2,Z,}
=0y {p* E(Z))+(1- p)E(Z)+2p(1- p*)* E(Z,Z,)}
=0y {p*x1+(1- p*)x1+2p(1- p*)"* x0}
=o2
Satunnaismuuttujien X ja Y kovarianssi on
Cov(X,Y)=E{(X —E(X))(Y - E(Y))}
=E{0,Z x0,[pZ +(1-p*)"Z,1}
=o,0,B{pZ} +(1-p")"? 22}
=0,0, {pE(Z))+(1-p*) " E(Z,Z,)}
=0,0,{px1+(1-p*)"?x0}
=00y P
Satunnaismuuttujien X ja Y korrelaatio on

Cov(X,Y) o,0.p —»
O-Xo-X O-Xo-X

Cor(X,Y)=

(i) Maédraitdan seuraavaksi satunnaismuuttujien X ja Y jakaumat.

Satunnaismuuttuja X noudattaa normaalijakaumaa, koska se on standardoitua normaali-
jakaumaa noudattavan satunnaismuuttujan Z; lineaarimuunnos. Satunnaismuuttuja Y
noudattaa normaalijakaumaa, koska se on riippumattomien standardoitua normaali-
jakaumaa noudattavien satunnaismuuttujien Z; ja Z, lineaarikombinaatio.

Siten kohdassa (i) saatujen tulosten perusteella:
X ~ N(ty,0%)
Y ~N(uy,0y)
(iii) Johdetaan lopuksi satunnaismuuttujien X ja Y yhteigakauman tiheysfunktio.

Koska satunnaismuuttujat Z; ja Z, ovat riippumattomia, satunnaismuuttujien Z; ja Z,
yhteisjakauman tiheysfunktio on satunnaismuuttujien Z, ja Z, tiheysfunktioiden tulo:
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lez2 (z,2)= le (z) fzz ()

1 1., 1 1., 1 1,,
=Eexp{—521 }Xﬁexp{—gé}zge@{—g(l +22)}
Olkoon
X=My +0xZ
{y=ﬂy+0Y[pxy21+(1—piv)“22]
Transformaatio

(21, 2) > (XY)
on bijektio:

_ 1 Y-H X— Hy
ZZ (l_p)zw)l/z{ GY pXY O-x

Muunnoksen

(z1,2) > (X, Y)
Jacobin deter minantti on

(z.2) 0z 3z, 3z, Iz
=0y X0, (1= p3)"?

= 04Oy (1 _p>2(Y)l/2

—0X 0,04y

Jos
Pxy =1

niin Jacobin determinantti
Ay
d(z,2)

Télloin muunnoksen (Z;, Z;) — (X, Y) tuloksena saadaan ns. singulaarinen kaksi-
ulotteinen normaalijakauma, jonka jatimme tdssd vain maininnan varaan.

Sen sijaan jos
—1<pyy <+l
niin
(%, Y)
9(z.2,)
ja satunnaismuuttujien X ja Y tiheysfunktio saadaan kaavasta

=0,0,(1-p3,)"* #0
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XY |
d(z,2)

Fa (W)= 174, (2, 22)‘
Edelld on todettu, ettd

lezZ (z,2)=——expy—=(Z +2)

2z 2

Tarkastellaan lauseketta

z+z
Sijoitetaan tdhdn lausekkeeseen z; ja z, lausuttuina muuttujien X ja y funktioina eli
X— Hy

O-X

_ 1 Y-H X— Hy
ZZ (l_p)zw)l/z{ O-Y pXY O-x

ZI:

Siten

2 2
L (X_ﬂxj_2pXY£y_ﬂY](X_ﬂxj+(y_ﬂYj
1= piy Ox Oy Oy Oy
Lisdksi

2
(X, Y) ‘ 2 \1/2 |7 1

=lo,0,(1-py,) R

‘a(zl,zz) [0 =p)"| 0Oy J1— P2,

Yhdistamaélld saadut tulokset saamme satunnaismuuttujien X ja Y yhtei 5 akauman
tiheysfunktion lausekkeeksi kaksi ulotteisen normaalijakauman N, (i, i,, O , Oy, Pxy)
tiheysfunktion lausekkeen:

_ I%Y) | _ 1
fXY(X,y)_fZIZZ(ZpZZ)‘a(ZI,ZQ)‘ _2”O_XO_YmeXp{ 2(1_ XY)Q( y)}
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2-ulotteisen normaalijakauman tunnusluvut

Olkoon
(X,Y) ~ N,y (U fly, 05, Oy, Py)
Odotusarvot:
E(X) = py
E(Y) =1y
Varianssit:
Var(X)=D*(X) =03, = E[(X — £, )]
Var(Y)=D*(Y) =0y =E[(Y - 14,)’]
Korrelaatio:
Cor(X,Y) = pyy
Kovarianssi:

Cov(X,Y) =0,y = E[(X — 1, )XY = )] = Py 0O

2-ulotteisen normaalijakauman tiheysfunktio ja sen ominaisuudet
Kaksiulotteisen normaalijakauman tiheysfunktio f,, (X, y) muodostaa pinnan
z= fiy (X Y)

kolmiulotteisessa avaruudessa R’ . Pinnalla z= f,, (X, y) on maksimi satunnaismuuttujien X ja Y

odotusarvojen , ja 4, madrddmassi pisteessd
(IUX b luY)
Piste (u,,u,) médrad kaksiulotteisen normaalijakauman todennékoi syysmassan painopisteen.

2-ulotteisen normaalijakauman tiheysfunktion méérittelevéssa yhtélossé (1) lauseke

Q(X, ) Z[X_;Ux j 2Py, (X_:ux ]{y_ﬂv j_i_( y_:uY]
Ox Ox Oy Oy

madrdd pinnan z= f,, (X, y) muodon méadrdamaillad sen tasa-arvokayrat. Tasa-arvokéyrit ovat

ellipsej, joiden yhtélot voidaan esittdd muodossa

Qx,y)=¢’

missd C on vakio. Kaksiulotteisen normaalijakauman tiheysfunktion muodostaman pinnan muodon
méaaraavilld tasa-arvoellipseilla on seuraavat ominaisuudet:

(i)  Ellipsien keskipisteend on jakauman todennidkoéisyysmassan painopiste
(4 > £y

(i) Ellipsien eksentrisyys on seké korrelaatiokertoimen pxy ettd standardipoikkeamien ox ja oy
funktio.
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(iii) Ellipsi on sitd eksentrisempi mita voimakkaammin satunnaismuuttujat X ja Y ovat
korreloituneita eli mitd suurempi on

| P |
(iv) Jos
Py =0
ellipsien padakselit ovat koordinaattiakseleiden suuntaiset.
(v) Jos
Py =0
ja liséksi
O-X = O-Y

niin ellipsit ovat ympyrGita.
(vi) Jos
Pxy =%l

niin ellipsit surkastuvat janoiksi.

2-ulotteisen normaalijakauman odotusarvovektori ja kovarianssimatriisi
Olkoon

(XaY) NNZ(IanuYaO-)Z(aG\?apXY)

Maiiritelldan 2-ulotteista normaalijakaumaa noudattavan satunnaismuuttujien X ja Y muodostaman
parin (X,Y) odotusarvovektori p ja kovarianssimatriisi X kaavoilla

]

E:{O‘i O-xv}:[ O->2< vao'xo'v}

1)

O-XY 0-3 p XY O-X O-Y 0-3
Huomaa, ettd kovarianssimatriisi £ on Symmetrinen:
=X
Odotusarvovektori p = (4, , 44, ) madrda 2-ulotteisen normaalijakauman tiheysfunktion
muodostaman pinnan muodon méirdavien tasa-arvoellipsien

2 2
Q(X’y):[x_ﬂxj _Zp[x_ﬂXJ[y_ﬂYj_i_(y_luYJ :CZ
GX O-X O-Y O-Y
keski pi steen.

2-ulotteisen normaalijakauman tiheysfunktion muodostaman pinnan muodon mééradvien tasa-
arvoellipsien paaakseleiden pituudet (oikeammin: pituuksien suhteet) ja suunnat saadaan
madrdamailla kovarianssimatriisin
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2 2
Y — { Ox O-XY:| _ |: Ox PxyOx 0Y:|
2 2
Oxy Oy PxyOxOy Oy

ominaisarvot ja ominaisvektorit.
Olkoon
10
=]

2x2-yksikkomatriisi.

| |

Kovarianssimatriisin X ominaisarvot saadaan maaraamaélla determinanttiyhtéalon

o, -4 Oy

(1) PRI 5 ot

2 2 2 2 2 2
=" -(oy +o,)A+0,0,—0,, =0

ratkaisut muuttujan A suhteen. Ominaisarvot ovat reaalisia, koska kovarianssimatriisi X on
symmetrinen. 2. asteen yhtdlon (1) juuret saadaan kaavasta

0y 40y £4(0y +03) —4(0500 — Oy )
2

A

Olkoot juuret

1
h=5| 0%+ 0i 40} + o) —4(or 0y~ %) |

2)

G R RO TS
Ndemme my0s kaavoista (2), ettd ominaisarvot A, ja A, ovat reaalisia. Timé johtuu siitd, ettd
yhtdlon (1) diskriminantti
D =(0x +0y)" —4(0x0y —0%)
on aina ei-negatiivinen:
D=(0y +0,) —4(0,0, —0p ) =(0% —0y) +405, 20
Liséksi yhtélon (1) juurien kaavoista (2) ndhddén, ettad
=4

Ominaisarvot A, ja A, ovat aina ei-negatiivisia. On helppo nihdi, ettd ominaisarvo 4, on itse asiassa
aina positiivinen. Ominaisarvon A, €i-negatiivisuus niahdién seuraavalla tavalla:

Koska

2
2 _ Ox
Pxw =— 5 =1
O-Xo-Y
niin
2 2N\2 2 2 2\2 2 2 2 2N\2
D =(oy —0y) +40y, <(0yx —0y) +40,0, =(0y +0)
jolloin

© llkka Mellin 438



Todennéakdisyyslaskenta 19. Moniulotteisia jakaumia

1 1

A= 5[af< +o, —\/(ai —0y)’ +40y, } > E[ai +0, /(05 +0y) J =0
Lisaksi

4,=0
tdsmaélleen silloin, kun

2
o
p)Z(Y = % =1
O-X O-Y

Matriisin X ominaisarvoja A, ja A, vastaavat ominaisvektorit

q, =(9,,9,,)
q, =(0,,9,,)

saadaan yhtdloista
Xq, =Aq,,i=1,2
ottamalla huomioon ehdot
qq, =q; +0; =1,i=12
Siten ominaisvektori q, , i =1,2 saadaan ratkaistuksi yhtdloryhmasta
(O->2< —A)0; + 0y 0y =0
OOy +(0y = 4)0y =0
Oy + 0 =1
Muodostetaan matriisin £ ominaisarvoista 4, ja A, diagonaalimatriisi

_[4 0
L3
ja matriisin X ominaisvektoreiden q, =(¢},,d,) ja q, =(q,,0,,) komponenteista matriisi
qll q12
od &
q2] q22

Symmetristen matriisien ominaisarvojen ja -vektoreiden yleisten ominaisuuksien perusteella
tiedetddn, ettd matriisi Q on ortogonaalinen, joten

QQ=QQ’=1

Matriisit 2, L ja Q toteuttavat matriisiyhtilot
L=QLQ’

ja
L=QXQ

Yhtilod ¥ =QLQ’ kutsutaan tavallisesti matriisin £ pasakselihajotelmaksi.
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Tasa-arvoellipsien
Qx,y)=¢’

pédakseleiden pituudet suhtautuvat toisiinsa kuten ominaisarvojen 4, ja A, nelidjuuret ja paa-
akseleiden suunnat yhtyvit vastaavien ominaisvektoreiden suuntiin.

2-ulotteisen normaalijakauman reunajakaumat

Olkoon
(an) ~ NZ(IUX ’IUY>O-)2(50$’pXY)

Satunnaismuuttujien X ja Y reunajakaumat ovat 1-ulotteisia normaalijakaumia:
X ~ Ny, 0%)
Y ~ N(u,,0y)

2-ulotteinen normaalijakauma, korreloimattomuus ja riippumattomuus
Olkoon
(X,Y) ~ N, (£, Hy Oy s O35 Pry)
Jos
Py =0
niin satunnaismuuttujat X ja Y ovat riippumattomia.
Perustelu:

Kaksiulotteisen normaalijakauman tiheysfunktio on

1
expl——————
2706, 0,1 - P, { 2~ p%y)

Q(X’y):(x—ﬂx] _2PXY[X—ﬂXJ(y—ﬂY}+[y—ﬂYJ
oy oy o, o,

Oletetaan, ettd

Pxy =0

fxv(xa y)= Q(X, y)}

jossa

T&lloin satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman tiheysfunktio hajoaa satunnaismuuttujien
reunajakaumien tiheysfunktioiden tuloksi:

2 2
fXY(X’ y):;exp _l[[x_ﬂxj +[y_lqu }
2ro, oy 2 Oy oy

2 2
1 1 x4, I 1 y-4,
V27oy Xp{ 2( Ox ]} V2ro, Xp{ 2( Oy ]}
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= f, (0 f,(Y)
jossa f, (X) on satunnaismuuttujan X reunajakauman tiheysfunktio ja f,(y) on satunnais-
muuttujan Y reunajakauman tiheysfunktio.

Koska satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman tiheysfunktio f,,(X,y) on voitu esittd

satunnaismuuttujien X ja Y reunajakaumien tiheysfunktioiden tulona, satunnaismuuttujat X ja
Y ovat riippumattomia.

On syytd huomata, ettd vaikka 2-ulotteisen normaalijakauman tapauksessa satunnais-
muuttujien X ja Y korreloimattomuudesta seuraa niiden riippumattomuus, timai ei ole
yleisesti totta. Sen sijaan aina pitee, ettd satunnaismuuttujien riippumattomuudesta seuraa
niiden korreloimattomuus.

2-ulotteisen normaalijakauman ehdolliset jakaumat
Olkoon

(X,Y) ~ N, (U s Hy s O3, O Pry)
2-ulotteisen normaalijakauman ehdolliset jakaumat ovat 1-ulotteisia normaalijakaumia:

(XY) ~ Nt + By (Y= 11,) - 52 (1= p2)) - By =pw§

(Y| X) ~ Nty + Bog (K= 1), 62(1= P2y )) » Bee :pXYZ—Y

Perustelu:

Esitetddn perustelu kaksiulotteisen normaalijakauman ehdollisten jakaumien
normaalisuudelle tarkastelemalla satunnaismuuttujan X ehdollista jakaumaa satunnais-
muuttujan Y suhteen (ehdolla Y =y).

Olkoon
f (X, y) = Satunnaismuuttujien X ja Y yhteigakauman tiheysfunktio
fyv(X]'y) = Satunnaismuuttujan X ehdollisen jakauman tiheysfunktio
satunnaismuuttujan Y suhteen
fy(y) = Satunnaismuuttujan Y reunajakauman tiheysfunktio
Ehdollisen jakauman tiheysfunktion méairitelmian mukaan
fro x|y =22

Kaksiulotteisen normaalijakauman tiheysfunktio on muotoa

fo (X Y)= : exp{—;Q(x y)}
U one o 1- P2, 200-px) ~

jossa
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Q(X, Y) :(X_ﬂx } _szv(x_lux j{ Y—Hy }4_( y_:uvj
Ox Ox Oy Oy

Satunnaismuuttujan Y reunajakauman tiheysfunktio on muotoa

UE—— eXp{_%Ey;uY”

Melko helposti ndhddén, ettd

fXY(Xa y) — 1 exp{_;
(Y  2r030-pk) 205 (1= p%y)

fX|Y(X’ y)= Q(Xl y)}

jossa
Qx| Y):[X—ﬂx —va%(y—uy)}

Siten satunnaismuuttujan X ehdollinen jakauma satunnaismuuttujan Y suhteen (¢hdolla Y =)
on normaalinen:

(X[Y=y)~ N(ﬂxwoo'i\v)

jossa

(o}
Hyy =E(X|Y = y):,ux + Pxy O__X(y_;uy)

Y

O->2<|Y =Var(X |Y = y) = (1~ px, )0y

2-ulotteisen normaalijakauman ehdolliset odotusarvot
Olkoon

(X,Y) ~ N, (uy >/UYaO->2< ao-\?’va)
Satunnaismuuttujan X ehdollinen odotusarvo satunnaismuuttujan Y suhteen on muotoa
E(X|Y)= My +ﬂxy(y_,uv)

Satunnaismuuttujan X ehdollinen odotusarvo satunnaismuuttujan Y suhteen muodostaa satunnais-
muuttujan Y arvojen Y funktiona satunnaismuuttujan X regressiofunktion satunnaismuuttujan Y
arvojen suhteen. 2-ulotteisen normaalijakauman tapauksessa satunnaismuuttujan X regressio-
funktio satunnaismuuttujan Y suhteen mdarda suoran

X =y + By (Y= 1y)

Kutsumme titd suoraa muuttujan X regressiosuoraksi muuttujan y suhteen. Suoran kulmakerroin
on
O-X

IBXY =Pxy
Oy
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Jja se kulkee satunnaismuuttujien Xja Y odotusarvojen médrddmén pisteen (g, (4, ) kautta.

Satunnaismuuttujan X ehdollinen odotusarvo satunnaismuuttujan Y suhteen on
E(X|Y)= My +ﬂxy(y_,uv)

Satunnaismuuttujan Y ehdollinen odotusarvo satunnaismuuttujan X suhteen muodostaa satunnais-
muuttujan X arvojen X funktiona satunnaismuuttujan Y regressiofunktion satunnaismuuttujan X
arvojen suhteen. 2-ulotteisen normaalijakauman tapauksessa satunnaismuuttujan Y regressio-
funktio satunnaismuuttujan X suhteen midraa suoran

Y=ty + B (X— 1ty )

Kutsumme titd suoraa muuttujan y regressiosuoraksi muuttujan X suhteen. Suoran kulmakerroin
on
O-Y
B = Pxy
o

X

ja se kulkee satunnaismuuttujien X ja Y odotusarvojen méadrddmén pisteen (g, 1, ) kautta.

Huomaa, etté regressiosuorien kulmakertoimet 3, ja f,, toteuttavat yhtdlon

Box By = p>2<Y

Lisdksi molemmat regressiosuorat kulkevat 2-ulotteisen normaalijakauman todennidkoéisyysmassan
painopisteen (4, , 4, ) kautta.

Regressiosuorien ominaisuudet
Kirjoitetaan molempien regressiosuorien yhtidlot muuttujan X funktioina.
Muuttujan X regressiosuora muuttujan Yy suhteen:
1 1 o
Y =ty o (X= ) = iy +———C(X= 4y )
ﬂXY pXY O-X
Muuttujan Yy regressiosuora muuttujan X suhteen:
Oy
Y=ty B (X=4x) =ty + Py = (X= 4y
X
Regressiosuorilla on seuraavat ominaisuudet:

(i) Molemmat regressiosuorat kulkevat 2-ulotteisen normaalijakauman todenndkdisyysmassan
painopisteen (4, , 4, ) kautta.

(i) Molempien regressiosuorien kulmakertoimilla 3, ja B, sekd satunnaismuuttujien X ja Y
korrelaatiokertoimella p,, on aina sama merkki:

Suorat ovat housevia, jos

Pxy >0

Suorat ovat laskevia, jos

Pxy <0
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(iii) Muuttujan Y regressiosuora muuttujan X suhteen on aina loivempi kuin muuttujan X
regressiosuora muuttujan Yy suhteen, koska

Pxv S1

(iv) Muuttujan X regressiosuora muuttujan y suhteen on Sité |oivempi mita voimakkaammin
satunnaismuuttujat X ja Y ovat korreloituneita eli mitd suurempi on

| Py |

(v) Muuttujan y regressiosuora muuttujan X suhteen on Sité jyrkempi mitéa voimakkaammin
satunnaismuuttujat X ja Y ovat korreloituneita eli mitd suurempi on

| Pxy |
(vi) Molemmat regressiosuorat ovat Sité jyrkempia mita pienempi on satunnaismuuttujan X
varianssi
oy

(vii)) Molemmat regressiosuorat ovat Sité jyrkempia mita suurempi on satunnaismuuttujan Y
varianssi

oy

(vii) Regressiosuorat yhtyvat tismélleen silloin, kun
Pxy =%l

(ix) Jos
Pxy =0

niin regressiosuorat ovat Kohtisuorassa toisiaan vastaan ja muuttujan X regressiosuora
muuttujan Yy suhteen on

X= Hy
ja muuttujan y regressiosuora muuttujan X suhteen on
y=H

Talloin satunnaismuuttujan X saamat arvot elVat riipu satunnaismuuttujan Y saamista arvoista
ja satunnaismuuttujan Y saamat arvot €iVat riipu satunnaismuuttujan X saamista arvoista.

Regressiosuorien yhtalot ja standardointi

Regressiosuorien yhtdlot voidaan kirjoittaa standardoitujen muuttujien

5 = X7 Hx
Ox

yr: Y- Hy
Oy

funktioina seuraaviin muotoihin: Muuttujan X regressiosuora muuttujan Yy suhteen on
standardoiduissa muuttujissa X’ ja y” muotoa
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1
y=—x
Pxy
ja muuttujan Y regressiosuora muuttujan X suhteen on standardoiduissa muuttujissa X’ ja y” muotoa
y, = Pxv X

Huomaa, ettd standardoitujen muuttujien vilisten regressiosuorien kulmakertoimet ovat toistensa
kaantei slukuja.
Yhteiskorrelaatiokerroin

2-ulotteisen normaalijakauman tapauksessa satunnaismuuttujien X ja Y yhteiskorrelaatiokerroin
on

C)(Y CYX
— == Py =
CYCX

R, =
X|Y 0,0,

= R(\x

2-ulotteisen normaalijakauman ehdolliset varianssit

Satunnaismuuttujan X ehdollinen varianssi satunnaismuuttujan Y suhteen on
O->2<\Y =0y (1= %)

Satunnaismuuttujan X ehdollinen varianssi satunnaismuuttujan Y suhteen on
O-\?\x = 0-3 (1- p>2(Y)

Huomaa, ettd kumpikaan ehdollinen varianssi @ riipu ehtomuuttujansa arvosta.

Koska

| Pxy |1

niin ehdollisten varianssien kaavoista ndhdaan, etta
Oy < O

ja
Oy SOy

Esimerkki 2-ulotteisesta normaalijakaumasta
Olkoon
X, Y)~Ny4,3,2,1,0.7)
Siten jakauman parametrit ovat
E(X)=p, =4 Var(X) =0y =2
E(Y)=u,=3 Var(Y)=o0: =1
Cor(X,Y)=p,, =0.7
joten

Cov(X,Y) = p,y 0,0, =0.7x~/2x~/1 = 0.9899
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Kuva oikealla esittda esimerkin 2-ulotteisen
normaalijakauman tiheysfunktiota

fXY (Xa y)

Jakauman todennikoisyysmassan paino-
pisteena on piste

(/ux ’IUY) =(4,3)

0.2

01 li
Odotusarvovektori ja kovarianssimatriisi l/"
/
Jakauman odotusarvovektori on "‘" ' i
,l,"“"ll'"' ) . 10
” = |:/'lX :| = |:4:| 0 ""l""'""'.""'.'...'..' 5‘“’“ 6
Hy 3 - y
Jakauman kovarianssimatriisi on
i 8
Y — 0-)2( O-XY 10
[Oxy Oy
— I 0-)2( pXYGX O-Y :|
_pXYGX O-Y 0-3
o2 0.7x~/2x+/1
| 0.7x3/2x4/1 1
B 2 0.9899
10.9899 1
Tasa-arvoellipsit
Tiheysfunktion f,, (X, y) méiédrdavéin pinnan muodon maaradvit tasa-arvoellipsit
x—4Y) X—4\y-3 y-3 ’
Q(x,y):(—j —2><0.7( J[ j+( j =2
2 V2 UL Vi
Ellipsien keskipisteend on jakauman todennikoisyysmassan painopiste
(IUX nuY) = (47 3)
Olkoon
X=QLQ’
kovarianssimatriisin X padakselihajotelma, jossa L on matriisin £ ominaisarvojen muodostama
diagonaalimatriisi ja Q on vastaavien ominaisvektore den muodostama ortogonaalinen matriisi,
jossa ominaisvektorit ovat sarakkeina.
Olkoot
424
matriisin £ ominaisarvot ja
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Todennéakdisyyslaskenta 19. Moniulotteisia jakaumia

q, = (q11aQ21)
q, =(0,,9,,)

vastaavat ominaisvektorit. Tilloin

v=[3 2]
o3 &]
Matriisit Z, L ja Q toteuttavat matriisiyhtalot
L=QLQ’
ja
L=QZQ

Olkoon A kovarianssimatriisin £ ominaisarvo. Tilloin A toteuttaa 2. asteen yhtidlon

O'>2<—/7v Oy 2 2 2 2 2 2
det(XZ—AI,) =det o o =" -(oy +oy,)A+0,0,—0,, =0
XY Y

Tadmaén 2. asteen yhtdlon ratkaisut saadaan kaavasta

_oyxtoy J_r\/(O'f( —0y)’ +40y,
2

A

Ratkaisuiksi saadaan

& =0+ 03+ (0%~ o) + 40, |

:%[2+1+\/(2—1)2+4><(0.7><\/§)2:|
:%[3+\/@Jz2.6091

& =| G +oi - \(0% ~ 00y + 4 |
:%[2“—\/(2—1)2+4><(0.7><«/§)2}
:%[3_@}0.3909

Olkoon q =(q,,q,) kovarianssimatriisin £ ominaisarvoa A vastaava ominaisvektori. Tallin q
toteuttaa matriisiyhtalon

Yq=4q
Koska vaadimme, etta
qq=¢ +q =1

niin vektori q =(q;,0,) saadaan ratkaistuksi yhtdloryhmésté
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Todennéakdisyyslaskenta 19. Moniulotteisia jakaumia

(0% —A)G +0y,0, =0

Ox ¥ +(0y —A)g, =0

o +a; =1
Ominaisarvoa

A =2.6091

vastaavaksi ominaisvektoriksi saadaan

q, =(q,,0,,) =(0.8517,0.5240)

Ominaisarvoa

2, =0.3909

vastaavaksi ominaisvektoriksi saadaan

q, =(,,9,) = (-0.5240,0.8517)

Siten kovarianssimatriisin

z{ffi GXY}:{ 2 0.7\/5}:[ 2 0.9899}

Ow Oy | 0742 1 0.9899 1

paaakselihajotel man
¥ =QLQ’

matriiseiksi L ja Q saadaan

L_[A 0]_[26001 0
1o 4| | 0 03909

Q= G, Q| _ 0.8517 —-0.5240
B 0 Oy» 105240 0.8517

jossa L on matriisin X ominaisarvojen muodostama diagonaalimatriisi ja Q on vastaavien ominais-
vektoreiden muodostama ortogonaalinen matriisi, jossa matriisin X vastaavat ominaisvektorit ovat
sarakkeina.

Ylla esitetyn mukaan jakauman tiheysfunktion maiardamén pinnan muodon méiédrdavien tasa-
arvoellipsien padakselit leikkaavat jakauman todennédkoisyysmassan pai nopisteessa

(:ux ’IUY) =(4,3)

Tasa-arvoellipsien padaksel eiden pituudet suhtautuvat toisiinsa kuten kovarianssimatriisin X
ominaisarvojen

A =2.6091
A, =0.3909

nelidjuuret ja vastaavat ominaisvektorit q, ja q, madradvat padakseleiden suunnat.
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Todennéakdisyyslaskenta 19. Moniulotteisia jakaumia

Tasa-arvoellipsien padaksel eiden suuntaisten suorien yhtél 6t ovat
y=2a +hx
y=a +bx

jossa
bl _ Gy _ 05240

g, 0.8517
a =u, —bu, =3-0bx4=0.5390

ovat suurempaa ominaisarvoa 4; = 2.6091 vastaavan, pitempédn padakseliin liittyvan suoran
kertoimet ja

=0.6152

@:92:_9§21:46%4

a, 0.5240
a, =u,—bu, =3-b,x4=95015

ovat pienempdd ominaisarvoa A, = 0.3909 vastaavan, lyhyempaén padakseliin liittyvén suoran

kertoimet.
N,(4, 3,2, 1,0.7)

Kuva oikealla esittdd esimerkin 2-ulotteisen normaali- 10
jakauman tiheysfunktion tasa-arvoellipsg, jotka
vastaavat (likimaarin) todenndkoisyyksia 68 %, 8 1
95 % ja 99.7 %.

6 ]
Esimerkiksi uloimman ellipsin sisdin jad n. 99.7 %
jakauman todenndkoisyysmassasta. 4
Kuvaan on lisédksi piirretty tasa-arvoellipsien 5 |

paaakselien suuntaiset suorat
y=0.5390+0.6152x X 0 -
y=9.5015-1.6254x X

N
o
N
IN
o
o)
)

Reunajakaumat

Esimerkin 2-ulotteisen normaalijakauman reunajakaumat ovat seuraavat:
X ~N(4,2) Y~ (3,1

Kuvat alla esittdvit reunajakaumien tiheysfunktioita.

N(4, 2) N(3, 1)

05 05
0.4 04 -
0.3 1 03
0.2 02 -
0.1 1 01 -

0 0

2 0 2 4 6 8 10 2 0 2 4 6 8 10
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Todennéakdisyyslaskenta 19. Moniulotteisia jakaumia

Regressiosuorat
Esimerkin tapauksessa muuttujan X regressiosuora muuttujan Yy suhteen on

1 O.
y:ﬂv""_XO__Y(X_;Ux)

XY X

1 1
=3+—XxX—=(Xx-4
0.7 ( )

NG

=-1.0406+1.0101x
ja muuttujan Yy regressiosuora muuttujan X suhteen on

O,
Y=Uy+ Py O__Y(X_;Ux)

X

=3+o.7L2(x—4)

NG

=1.0201+0.4950x

Kuva oikealla esittdd esimerkin 2-ulotteisen normaali-
: ; . e N,(4,3,2,1,0.7)
jakauman tiheysfunktion tasa-arvoellipsga, jotka 10
vastaavat (likimdarin) todenndkoisyyksia 68 %,
95 % ja 99.7 %. 8 1
Esimerkiksi uloimman ellipsin sisdin jai n. 99.7 % 6 |
jakauman todenndkoisyysmassasta.
Kuvaan on lisédksi piirretty sekd muuttujan X regressio- 4
suora muuttujan y suhteen ettd muuttujan y regressio-
suora muuttujan X suhteen. 27
Suorista jyrkempi eli 0 -
y=-1.0406+1.0101x X 5
on X:N regressiosuora y:n suhteen ja suorista |oivempi 2 0 2 4 6 8 10

eli
y=1.0201+0.4950x X

on y:N regressiosuora x:n suhteen.
Ehdolliset varianssit
Esimerkin tapauksessa satunnaismuuttujan X ehdollinen varianssi satunnaismuuttujan Y suhteen on

0<0,, =(1-p3)oy =(1-0.7)x2=1.02<2 =0,

X[y
ja satunnaismuuttujan Y ehdollinen varianss satunnaismuuttujan X suhteen on

0<oy, =(1-p3 )0 =(1-0.7)x1=0.51<1=0,

Y|x
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