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Laskuharjoitus 5, Viikko 41

Cauchyn integraalilause ja kaava. Tehtävissä 1. ja 2. riittää intuitiivinen perustelu.

1. (a) Mitkä seuraavista joukoista ovat yhdesti yhtenäisiä:

i. B(i, 2)\{0},
ii. B(0, 1)\

(
B̄(0, 12 ) ∪ ( 1

2 , 1)
)
,

iii. B(0, 1)\[0, 1)?

(b) Mitkä seuraavista poluista ovat 0-homotooppisia joukossaB(0, 1)\{ 1n |n = 2, 3, · · · }?
Parametri t ∈ [0, 2π].

i. γ : t 7→ 1√
2
eit

ii. t 7→ εeit ja ε riittävän pieni irrationaaliluku

iii. t 7→ i
2 + 1

4eit

iv. γγ̃, missä γ̃ : t 7→ γ(−t)
Huom. merkintä γγ̃ tarkoittaa polkujen tuloa, jossa edetään ensin polun γ parametrisoin-
nin mukaisesti ja sen jälkeen jatketaan polun γ̃ parametrisoinnin mukaisesti.

2. Mitkä seuraavista poluista ovat keskenään homotooppisia alueessa C\ ({0} ∪ {1})? Parametri
t ∈ [0, 2π].

(a) γ1 : t 7→ 1
2 + eit

(b) γ2 : t 7→ 1
2eit

(c) γ2γ3, missä γ2 kuten edellä ja γ3 : t 7→ 1 + 1
2ei(t+π)

(d) γ4 : t 7→ γ1(−t)
(e) γ5 : t 7→ γ1(2t)

3. Määrää integraali

(a)
∮
γ
z2−4z+4
z+i dz, kun γ on ympyrän S(0, 2) parametrisointi yhden kerran positiiviseen

kiertosuuntaan.

(b)
∮
γ

z
z2+9dz, kun γ on ympyrän S(2i, 4) parametrisointi yhden kerran positiiviseen

kiertosuuntaan.

4. Määrää integraalin ∮
γ

z + 1

z4 + 2iz3
dz

arvo, kun γ on ympyrän S(0, 1) parametrisointi yhden kerran positiiviseen kiertosuun-
taan.



5. Määrää integraalin ∮
γ

z3 + 3

z(z − i)2
dz

arvo, kun γ on polku, joka muodostaa kahdeksikon muotoisen käyrän tasoon kiertämällä
yhden kerran pisteen i positiiviseen kiertosuuntaan ja origon yhden kerran negatiiviseen
kiertosuuntaan.

6. Määrää integraalin ∮
γ

(
e2iz

z4
− z4

(z − i)3

)
dz

arvo, kun γ on ympyrän S(0, 6) parametrisointi yhden kerran positiiviseen kiertosuun-
taan.

7. Mitkä seuraavista väittämistä ovat tosia? Kielteisessä tapauksessa anna lyhyt perustelu.

(a) Pätee ∮
γ

dz

z − a
= 0,

kun γ parametrisoi yhden kerran positiiviseen kiertosuuntaan mielivaltaisen komp-
leksitason ympyrän, joka ei kulje pisteen a kautta ja a on polun γ rajaaman kiekon
ulkopiste.

(b) Pätee ∮
γ

dz

z − a
= 2πi,

kun γ parametrisoi yhden kerran positiiviseen kiertosuuntaan mielivaltaisen komp-
leksitason ympyrän, joka ei kulje pisteen a kautta ja a on polun γ rajaaman kiekon
sisäpiste.

(c) Pätee ∮
γ

dz

z − a
= 2πi,

kun γ parametrisoi ensin pisteestä a + r lähtien ympyrän S(a, r) yhden kerran
positiiviseen kiertosuuntaan, sitten ympyrän S(a+ r/4, 3r/4) yhden kerran nega-
tiiviseen kiertosuuntaan ja lopuksi ympyrän S(a + 3r/4, r/4) yhden kerran posi-
tiiviseen kiertosuuntaan.

8. Olkoon γ yksikköympyrän S(0, 1) parametrisointi yhden kerran positiiviseen kierto-
suuntaan ja a ∈ R, 0 < a < 1.

(a) Osoita, että pätee ∫ 2π

0

dt

1 + a2 − 2a cos t
=

∮
γ

idz

(z − a)(az − 1)
.

(b) Määrää integraali ∫ 2π

0

dt

1 + a2 − 2a cos t
.


