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REPETYTORIUM MATEMATYCZNE

Algebra wektorow

Reprezentacja wektorow

A=A1,+ A1, + Al
B = B,1, + B,1,+ B.1.

Dtugos¢ wektora

A] = A= /A2 + A2 1 A2

Wektor jednostkowy

1 — A

A4
Mnozenie wektora przez skalar

aA = aA, 1, +aA)l, +aAl,
Dodawanie i odejmowanie wektorow
A+B=(A,£B,)1,+ (A, £ B,)1,+ (A, £ B,)1,
Iloczyn skalarny
A-B=ABcos£ 5
A-B=(A,1,+A1,+A.1,)(B,1,+B,1,+ B.1,)
=A,B,+A,B,+ A.B,

wiasnoéci iloczynu skalarnego

A-B=B-A

( A)-(0B) = af(A-B)
A-B+C)=A-B+A-C
(A+B)-(C+D)=A-C+A-D+B:-C+B-D

warunek prostopadtosci dwoch wektorow
A-B=0
Iloczyn wektorowy

A xB = ABsin £ 451,

1)

()

3)

(4)

Q)

(6)

(7)

gdzie 1, jest wektorem jednostkowym prostopadtym do wektoréw A i B. Wektor A x B tworzy z
wektorami A i B ukiad prawoskretny a jego modut jest rowny polu rownolegtoboku zbudowanego

na tych wektorach (patrz Rys. 1).
AxB=(A4,1,+A1,+A.1,) x (B,1,+ B,1,+ B.1,)

= (A B, — A.B)1, + (A.B, — A,B.)1, + (A, B, — A,B,)1.

(8)



A AxB

1nA B

Bcos 4

Rys. 1: llustracja iloczynu skalarnego i wektorowego

1, 1

AxB=|A, A, A |=(A,B.—A.B)1,+ (A.B,— A,B.)1,+ (A,B, — A,B,)1,

B, B, B.
wiasnosci iloczynu wektorowego

AxB=-BxA

A) x (9B) = afi(A x B)
x(B+C)=AxB+AxC

(A—l—B) (C+D)=AxC+AxD+BxC+BxD
x(BxC)=B(A-C)—-C(A-B)

(A><B) (CxD) C)(B-D)—(A-D)(B-C)
(A xB)x(CxD) xB-D)C—-(AxB-C)D

(

A
A

o~~~

warunek rownolegtosci dwdch wektorow

AxB=0

lloczyn mieszany
A-BxC)=B-(CxA)=C:(AxB)

)

wartos¢ iloczynu mieszanego nie zmienia sige przy cyklicznej zmianie wektor6w a jego wartos¢ jest

skalarem rownym objetosci V' réwnolegtoScianu zbudowanego na tych wektorach (patrz Rys. 2)

= |ABC'sin a cos |

Uktady wspotrzednych - wektory jednostkowe

PAL

Rys. 2: RownolegtoScian zbudowany za pomocg trzech wektoréw
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Rys. 3: Reprezentacja punktu w kartezjanskim uktadzie wsp6trzednych
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Rys. 4: Elementy objetosci i powierzchni w kartezjahskim uktadzie wspotrzednych

Wspotrzedne kartezjanskie - x, y, z

1,,1,,1,

Wspotrzedne cylindryczne - r, ¢, 2
1,,1,,1,

Wspotrzedne sferyczne - r, 0, ¢
1,,15,14

Reprezentacja wektorow

Wspbtrzedne kartezjanhskie

A=A4,1,+A1,+A.1,

A=A(x,y,2)=A(2,y,2)1, + Ay(z,y,2)1, + A.(z,y, 2)1,
Wspdirzedne cylindryczne

A=A1,+A;1,+ A1,

A= A(p» Qb, Z) = Ap(p7 ¢7 Z)lp + A¢(P7 ¢7 Z)]-qb + AZ(:Oa ¢7 Z)]-z
Wspotrzedne sferyczne

A = Arlr + A@lg + A¢1¢

A = A(’/’, 0, (b) = AT(T, 9, Qb)lr + A@(T’, 9, (b)].g + A¢<7‘, 6, ¢)1¢

Przeliczanie sktadowych wektora pomiedzy uktadami
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Rys. 6: Elementy objetosci i powierzchni w cylindrycznym ukiadzie wspotrzednych

Zaleznosci ogodlne
Wspdtczynniki metryki

2 2 2
b J (2 () (Z) ke )
dk dk dx

r=2(q1,9,4), Y=y, q90), z=2(q,9, )

gdzie

to wspotrzedne prostokatne, natomiast

q1, ¢2, g3 — WspOtrzedne wybranego uktadu krzywoliniowego.

Wyznaczane sktadowych wektora w dowolnym ukfadzie wspotrzednych na podstawie znajomosci
sktadowych w uktadzie kartezjanskim

10z 10y 1 9z
R B TS TR T R
— |Lox L oy 1 oz | |
F2 T | he O¢2 ha Oq2 ha Oqa Fy (11)
Fy 10z 10y 1 9z F,
h3 g3 h3 0q3  h3 Oq3
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kata ® —0,

N
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Rys. 7: Reprezentacja punktu w sferycznym uktadzie wspotrzednych

dse=rsin@drdd1¢

dV=r2sin®@drd@dd

Rys. 8: Elementy objetoSci i powierzchni w sferycznym uktadzie wsp6trzednych

Wyznaczanie sktadowych skalarnych wektora A w karezahskim uktadzie wspétrzednych na podsta-
wie znajomosci sktadowych w innym ukiadzie wspotrzednych

1 oz 1 oz 1 ox

_ oy Loy 1Oy | .
Fy - hll %tn ha %(IQ h13 %(13 I (12)
F, 1 90z 1 0z k4 F;

hi8q1  h29dq2  hz dgs

kartezjanski—cylindryczny

T = pcos ¢ p=\r?+y?

Yy = psin ¢ ¢ = arctan y (13)
x
2=z 2=z
F, cos¢ sing 0 F,
Fy| = |—=sing cos¢ 0| - |F, (14)
F, 0 0 1 F,



F, cos¢p —sing 0 F,
Fy| = |sin¢ cos¢ 0 Fy (15)
F, 0 0 1 F,
kartezjahski—sferyczny
x = rsinf cos ¢ r=/x%+y? + 22
Yy=r sin @ sin ¢ 0 = arccos ﬁ (16)
2z =rcosf ¢:arctang
x
[, [sinfcos¢ sinfsing cos@ | [F,]
Fy| = |cosfcos¢ cosflsing —sinf| - | F, 17)
| Fo | —sing cos ¢ 0 | [F:
F, [sinfcos¢ cosfcos¢p —sing| [F,]
F,| = |sinflsing cosfsing cos¢ | - |Fy (18)
| F cos f —sinf 0 | [F]
cylindryczny—sferyczny
p=rsinf r=1/p*+ 22
o=20¢ 0 = arccos \/,ﬁ (19)

z=r7rcosf p=20

F, [sinf cosf O] E.
Fy)l=1|0 0o 1| -|F (20)
F, |cost) —sinf 0

E. [sinf® 0 cosf | F,
Fop| = |cos 0 —sind| - |Fy (21)
Fy 0 1 0 F,

Nieskohczenie mate elementy drogi, powierzchni i objetosci

Zaleznosci ogdlne
dl = hidgi11y + hadgols + hadgsls (22)
dl1 to wektor przemieszczenia o module réwnym dtugosci elementarnej drogi catkowania i wskazujacy
kierunek zmiany potozenia.
ds = hahsdqadqsly + hihsdqidgszls + hihadgidga1s (23)

ds to wektor o dtugosci rownej liczbowo polu powierzchni elementarnego ptata powierzchni i kierun-
ku wektora normalnego 1,, skierowanego na zewnatrz tej powierzchni.

dV = hl hlhgdqldQQdQ3 (24)

dV to skalar rowny liczbowo elementarnej objetoSci catkowania. W poszczegdlnych uktadach wspot-
rzednych nieskofczenie mate elementy drogi, powierzchni i objetoSci zapisuje sig nastepujaco:
uktad kartezjanski
dl = dx1, + dyl, + dz1,
ds = ds, + ds, + ds, = dydz1, + dxvdz1, + dvdyl,
dV = dzxdydz



—

[VV(P)|>|VV(R)[>|VV(ER)|

powierzchnie
ekwipotencjalne

Rys. 9: Gradient funkcji pola skalarnego

uktad cylindryczny

dl = dpl, + pdply + dz1,
ds = ds, + ds4 + ds, = pdodz1, + dpdz1, + pdpdpl,
dV = pdpdpdz

uktad sferyczny

dl = drl, +rdf1ly + rsin0d¢l,
ds = ds, + dsp + dsy = r? sin 0ddpl, + rsin 8drdoly + rdrdf1,
dV = r%sin 0drdfde

Gradient, dywergencja, rotacja

Gradient
Gradient funkcji pola skalarnego V' przypisuje kazdemu punktowi pola wektor reprezentujgcy ampli-
tude i kierunek najszybszego wzrostu funkcji pola skalarnego V'

dV
V=—1,,
Vv dn

gdzie 1,, to wektor jednostkowy prostopadty do powierzchni ekwipotencjalnych. Oznacza to, ze wek-
tor V'V jest prostopadty do powierzchni statego potencjatu i réwnolegty do linii sit pola (patrz Rys. 9).
Pochodng funkcji pola skalarnego wzdtuz dowolnego kierunku dr wyznaczamy jak nastepuje

d :
d_V =VV .1, natomiast dV =VV .dr (25)
T

Uogdlniona postac gradientu funkcji pola skalarnego

10V 10V 10V

VW= 1y g+
h1aQ1 ! h2aQQ

——1 26
2t 0 (26)

Gradient funkcji pola skalarnego dla uktadu kartezjahskiego, cylindrycznego i sferycznego:

ov ov ov

=—1 —1,+—1 27
vV ox =t dy vt 0z~ (27)
oV 10V oV
=—1,+-—1 —1 28
1 1
VV = 8—vlT—i——a—Vl + v (29)

or r oo’ Tsin98—¢1¢



Rys. 10: Strumieh wektora A przeptywajacy przez zamknigtg powierzchnig S

Dywergencja
Dywergencja pola wektorowego A okreSla wydajnos¢ zrédet tego pola w jednostce objetosci. Uogol-
niona posta¢ dywergencji
VoA fjm A
AV —0 AV
gdzie §¢ A - ds to strumien wektora A przez zamknieta powierzchnige S (Rys. 10). Ogolnie strumien
wektora mozemy wyznaczy¢ dla dowolnej powierzchni (zamknigtej lub otwartej)

@://A-ds

Dla powierzchni zamknigtej przedstawia on réznice pomiedzy strumieniem ktéry wptywa do danej
objetosci, a strumieniem, ktory z niej wyptywa. Jezeli w danej objetoSci otoczonej powierzchnia
S nie wystepuja zrédta wektora A to catkowity strumief przez ta powierzchnie jest rowny 0. W
przypadku, gdy w objetoSci otoczonej powierzchnia S znajduja sie zrodia to catkowity strumien jest
rozny od zera, a jego znak zalezy od tego czy sg to zrodta dodatnie czy ujemne. Jezeli w ciggtym polu
wektorowym catka §. A - ds = 0 to pole takie nazywamy bezzroédtowym a wektor A solenoidalnym.
W zapisie rézniczkowym dywergencja przyjmuje nastepujaca postac

1 0 0 0
= —(hoh3Ay) + —(h1h3As) +
hihahs 391( 2 1) (9612< o 2) 0

q3

: (30)

V-A (h1heAs) (31)

Podstawiajac wspotczynniki metryki, dla poszczegolnych uktadow wspdtrzednych otrzymujemy
0A 04, 0A,

VA= o + 5 (32)
10 104, 0A,
VA_;ﬁ_p(p p)—|—;%+ ER (33)
1o, 1 0, . 1 04,
VA= 7’_25(7. Ar) + rsinﬁ%(smgjéle)—i_rsin@@—qb (34)

Jezeli wydajnos¢ zrédet pola wektorowego A w jednostce objetoSci wyrazamy poprzez V - A to
catkowita wydajnoS¢ w dowolnie okreSlonej przestrzeni mozna wyrazic poprzez sume elementarnych
wydajnosci, co sprowadza sie do obliczenia catki [, V - Adv.

Twierdzenie Gaussa-Ostrogradskiego

fsA-ds:/vv-Adu (35)
8



1n powierzchnia otwarta As
ograniczona krzywag C

di

Rys. 11: Relacje pomiedzy wektorami dl i 1,, wystepujacymi w definicji rotacji i cyrkulacji

’ .
7 AN kierunek
obrotu

kierunek wektora VxA wyznaczony od VxA|

zgodnie z regutg prawej dtoni

Rys. 12: llustracja wyznaczania rotacji pola wektorowego

Twierdzenie to méwi, ze strumieh wektora przez powierzchnig zamknieta réwna sig catce objetoscio-
wej z dywergencji tego wektora po obszarze ograniczonym tg powierzchnia.

Rotacja

Rotacja pola wektorowego A jest wektorem, ktérego modut rowna sig liczbowo stosunkowi maksy-
malnej wartoSci cyrkulacji wektora A po krzywej zamknigtej C' do pola powierzchni As ograniczonej
przez ta krzywa, gdy pole powierzchni As dazy do 0. Kierunek wektora V x A jest zgodny z wekto-
rem jednostkowym 1,, prostopadtym do powierzchni As (Rys. 11). Powierzchnia As musi znajdowac
sie w takim potozeniu, aby cyrkulacja przyjmowata warto§¢ maksymalna.

VxAzliml[lan-dl} (36)
As—0 AS C max

Fizyczne znaczenie rotacji najproSciej wyjasni¢ na przyktadzie przeptywu cieczy, gdzie wektor A
opisuje predkos¢ przeptywu. W strumien cieczy wprowadzamy koto topatkowe (patrz Rys. 12). Pod
wptywem ruchu cieczy topatki kota zaczynaja sig obracac. Jezeli w danym punkcie pola wiatraczek
ustawimy tak, aby predko$¢ obrotu byta maksymalna, to jego predko$¢ katowa bedzie proporcjonalna
do modutu rotacji |V x A| a 0§ kota bedzie wskazywac kierunek wektora rotacji V x A. Skfadowa
wektora rotacji w dowolnym kierunku 1,, wyznaczamy za pomoca zaleznosci

(VxA)=(VxA) 1, = lim Jo A -dl

ASy—0 AS,,

(37)

W (36) i (37) $- A - dl jest catkg krzywoliniowa wektora A po konturze zamknietym C'. Na ogot
wartos¢ catki krzywoliniowej zalezy od postaci krzywej i od jej punktéw kohcowych. Oznacza to, ze
gdy dwie rézne krzywe t3cza te same dwa punkty to catki krzywoliniowe wzdtuz obydwu krzywych
sg rozne. Jezeli jednak A jest gradientem funkcji skalarnej A = VV/, to warto$¢ catki krzywoliniowej
zalezy wyltacznie od punktéw kohcowych krzywej a nie od jej postaci. Na podstawie zaleznoéci (25)
mozemy zapisac

ﬁbA'dlzibVV'dIngdeZV(b)—V(a)- (38)

W polu, dla ktérego zachodza powyzsze zaleznoéci, praca nie zalezy od drogi, a pole takie nazywamy
polem zachowawczym. Jezeli catka krzywoliniowa po konturze zamknigtym wektora A, ktory jest

9



gradientem pewnej funkcji skalarnej, jest rowna 0, to rowniez rotacja takiego wektora jest rowna 0
V x (VV)=0. (39)

Pole dla ktérego V x A = 0 nazywamy polem bezwirowym. Przy omawianiu dywergencji powie-
dziano, ze jezeli V - A = 0, to mamy do czynienia z polem bezzrédtowym, a wektor A jest wektorem
solenoidalnym. Kazdy wektor A, ktory przedstawia rotacje innego wektora

A=VxB

ma dywergencje réwng 0
V- (VxB)=0. (40)
Réwnania (39) i (40) stanowig dwie fundamentalne tozsamosci analizy wektorowej.
Uogdlniona postac rotacji we wspdtrzednych kartezjanskich i krzywoliniowych zapisujemy na-
stepujaco

hily hely hslg

N S O R Y B
VXA= hihahs I 9q2 dq3 (41)

h1/41 th42 h3143

Podstawiajgc wspétczynniki metryki, dla poszczegolnych uktadéw wspoétrzednych otrzymujemy

1, 1, 1,
_|le 2 a|_(04. 04, 04, 04, 04, 04,
VXA =15 dy 3Z_<8y 0z Lo+ 0z ox L+ ox dy 1. (42)
A, A, A
1p p1¢ 1z
_1lla o9 o (10A. 0A;
VXA—;ap 9 8z_<pa¢_az 1, (43)
A, pAy A,

0A, 0A, 1 (0(pAy) 0A,
e 1,4 = _
+<az 8p> ¢+p< dp 0p 1.
1, rly rsinfl,
Jd(sinfAy) 0Ay

A 00 9 |_ 1
VX r2sinf [9r 00 9¢ 7 sin 6 ( 00 0¢ ) "
A, 1Ay rsinfAy

1 o 0 ) 1

(44)

(L 0A, O(Ay)) 1 (00rAy) 94\
r \sind 9¢ ar 0 or 90 ) ~?

Twierdzenie Stokesa
waﬂ:/NxAyﬁ (45)
C S

Catka krzywoliniowa danego wektora A po konturze zamknigtym C' jest rowna strumieniowi rotacji
tego wektora przez powierzchnig S, ktorej brzegiem jest krzywa C.
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Wybrane tozsamoésci analizy wektorowej

Vx(VV)=0

V- (VxA)=0

V(UV)=UVV +VVU

V- (VA)=A-VV+VV-A
V-(AxB)=B-.(VxA)—A-(VxB)
Vx(AxB)=A(V-B)—B(V-A)+(B-V)A - (A-V)B
V(A-B)=Ax (VxB)+Bx(VxA)+(B-V)A +(A-V)B
V-VV =VV

11



CZESC ZADANIOWA

0.1. Dane sa wektory: A =1, +21,-31,,B=—-41,+1,,C =51, — 21.. Wyznaczy¢:
a) A — Al
b) A-B,
c) A xB,
d) kat pomiedzy wektorami B i C,
e) sktadowa wektora C w kierunku wyznaczonym przez wektor A,
HNA-(BxC)i(AxB)-C,
9 Ax(BxC)i(AxB)xC.
Rozwiazanie:

a)
A-B=1,+21, 31, — (—41, + 1.) = 1, + 61, — 41,
A —B|=/12 4+ 62+ (—4)2 = VI + 36 + 16 = v/53

b) na podstawie zale zndci (6)

A-B=1-04+2 (—4)+(-3)-1=-11
) na podstawie zale zngci (9)
AxB=(2-12)1,+(0-1)1,+(4-0)1, = -101, — 1, — 41,

d) kat pomiedzy wektorami wyznaczamy z zale zndci (5)

cos ¢ B-C ¢ accosB.C
= —- e =
BC RTe)

gdzie

B-C=0-5+(— ) 0+1-(=2)=—

2
B=\/(- 2=v17, C=/52+(-2)2=+29

¢ = arccos

ostatecznie

-2 o
VITV29
e) skkadowa wektora C w kierunku wyznaczonym przez wektor A obliczamy z zale znéci

Ca = (C-A)IA

gdzie
_ L +21, 31, 1 N 2 3 4
AT IZr22+ (32 V4 ' Vvida Y Vi -
ostatecznie
Ca=(-142-0+(-3) - (-2))(—= +—1 ——1)
\/_ Vit Vi
11 22 33 11

= 1, + 1, — 1, = 1, + 21, — 31
N7 SV v e RV Vi \/14( “ v ?

f) na podstawie zale zndci (6) i (9) obliczamy

~—

BxC=(8-0)1,+(5—0)1,+ (0+20)1, = 81, + 51, + 201,
A-BxC)=1-8+2-5+(—3)-20=—42
AxB=(2-12)1,+(0—-1)1,+ (—4—0)1, = =101, — 1, — 41,
(AxB)-C=-10-5+(-1)-04+(—4) - (—2) = —42

12



g) na podstawie wzoru (9) i wynikow otrzymanych w poprzednim punkcie obliczamy
Ax(BxC)=(40+15)1, + (—24 —20)1, + (5 —16)1, = 551, — 441, — 111,
(AxB)xC=(2-0)1;+(-20—-20)1,+ (0+5)1, =21, — 401, + 51,

0.2. Poczatek i koniec wektora okreslaja punkty P (—2, /3, —5) i Py(2,3+/3,1). Wyznaczy¢ sktado-
we skalarne i modut tego wektora oraz wektor jednostkowy rownolegty do niego.

Rozwiazanie: Wektor rozpigty pomiedzy dwoma punktami P (z1, y1, 21) | Pe(x2, y2, 22) Wyznaczamy
nastepujaco

A = (2 —21)1ls + (y2 — y1)1y + (22 — 21) 1,
= (24 2)1, + (3V3 —V3)1, + (1 +5)1, = 41, + 2V/31, + 61,

Modu4 wektora obliczamy na podstawie zale zngci

Al =\ JAZ 1 A2+ A2 = \/22+ (2V3)2+62 =8

natomiast wektor jednostkowy

A 1 V3 3
Ip=—=-1 —1 -1

0.3. Dany jest wektor A = 31, + 41, + 51,. Dobrac do niego wektor B tak, aby byt on rownolegty
do A, a wartoS¢ iloczynu skalarnego A i B byta rowna —125.
Rozwiazanie: Warunkiem rownolegtaci dwdch wektoréw jest zerowanie sig ich iloczynu wektorowego.
Z warunku A x B = 0 otrzymujemy

4B, - 5B, =0
5B, —-3B, =0 — Bzngx
3B,-4B, =0 — By= %Bx
Wyra zajac iloczyn skalarny przez wspo4rzedne wektorow przepisujemy warunek A - B = —125 w po-

staci
3B, + 4B, + 5B, = —125

Po podstawieniu wczesniej wyznaczonych B, i B, otrzymujemy

16 25
3B, + EB@, + ng =—125 skad B, =-7.5
Pozostate dwie sktadowe wektora B
4 5

By =B, =-10 i B.=:B,=-125

Zatem ostatecznie
B = —(7.5 1, +10 1y +12.5 12)

0.4. Dany jest wektor A = 21, + 21, + 1,. ZnalezC wektor B prostopadty do wektora A, tak aby
wektor C = A x B byt rownolegty do wektoraD = -1, + 1,

Rozwiazanie:
C=AxB=(2B,—-By)1,+ (B, —2B;)1,+ (2B, — 2B,)1,

Z warunku C x D = 0 otrzymujemy

(B, QBZ) 0— (2B, —2B,)-1=0
(2B, — 2B,) - (—1) — (2B —B,)-0=0
(2B. B) 1—(By—2B,)-(-1)=0
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Rozwigzanie uktadu rownai prowadzi do warunku B, = B,
Warunkiem prostopad4aci dwoch wektorow jest zerowanie sig ich iloczynu skalarnego

A-B=0 — 2B, +2B,+B.=0
podstawiajgc B, = By, otrzymujemy
4B, + B, =0 — B, =—-4B,
Zaktadajac, ze B= —8 wtedy B, = B, = 2. Zatem ostatecznie

B =21, +21, — 81,

0.5. Znalezt wspotrzedne wektora E = 1, — 21, + 21, we wsp6trzednych a) cylindrycznych, b)
sferycznych.
Rozwiazanie:

a) Korzystajac z zale zndci (13)

p=1/124(-2) = /5, cos ¢ =

Na podstawie transformacji (14)

, sin ¢ =

Sl
ES

E, = cos¢ — 2sin ¢ = /5, Ey = —sing —2cos¢ =0, E,=2.

Zatem ostatecznie E = /51, + 21..
b) Korzystajac z zale znaci (16)

2
T:\/12+(—2)2+22:37 COSQ::})’

p=1/12+ (-2)2 = V5, cosqﬁ—%, sinqﬁ—\_/—é

Na podstawie transformacji (17)

|
@,
=]
S
Il

FE, =sinflcos¢ — 2sinfsingp + 2cosf = 3
FEy =cosfcosp —2cosfsingp —2sinf =0
Ey=—sing —2cos¢p =0

Zatem ostatecznie E = 31,.

0.6. Znalez¢ wspétrzedne wektora B = 1/p1, — 2/p*1, + 1, we wsp6trzednych a) kartezjanskich,
b) sferycznych.
Rozwiazanie:

a) Korzystajac z zale zndci (13)

x . Yy
=/x2 + 9%, cosSp= ———-—, Ssing=-———o
p=yzsty ¢ e ¢ Ry
Wykorzystujac macierz transformacji (15) otrzymujemy
zv/x? +y? + 2y
(CCQ + y2)3

1 2 yv 2+ y? — 2z

B, =—sin¢p — —cos¢ =
v e eose (@2 +y%)?

1 2
By = —cos¢+ —sing =
p P

2

Ostatecznie

x\/x2+y2+2y1 N yvar +y? — 2z

B = .
(% +y?)° (% +y?)°

1,+1,
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b) Korzystajac z zale zndci p = rsin 6 i transformacji (21) otrzymujemy

1 1 2
B, =~ 0, By = = cotf — sin#, By=——" .
= + cos 0 , co sin » ZanZo
Zatem ostatecznie
B (1—1- 9)1 +<1 t 0 i 9)1 72 1
= — COS — CO — S1n —
r " r O 2sinZg ?

0.7. Znalez€ wspotrzedne wektora H = 1/sinf1, + 1/ cosf1, + 1, we wspotrzednych a) karte-
zjahskich, b) cylindrycznych.

Rozwiazanie:

a) Korzystajac z zale zndci (16) mo zemy zapis&

T : Y
r=y\r2+y? 422 csp= =, sing=-—F—ree
Y i Va4 y? ’ Va4 y?

2 2
Ginf— YUY Vmﬂ/’ cosf — — >
Va? +y? + 22 Va? +y? + 22
Na podstawie macierzy transformacji (20) i powy zszych zale zr&zi otrzymujemy

% y/ITEIR

NN
2y /22 +y2 + 22

N N

H,=2cos¢ —rsing =

H,=2sin¢+rcos¢ =

o) 2
H, =cotd —tanf = i _ VY
Va2 +y? z

Ostatecznie

O — yr/ T2 2 2
H— Tr— Yy +y-+z
Va4 y?

b) Na podstawie zale zngci

2y+x\/m2+y2+221 N 22 —xQ—y21
L Y2y

1, +

r=1/22+4+p?, cotf= i, tan@zg

p

i transformacji (20) otrzymujemy

B, =
By =1 =1/22+p?
B, =cotf —tanf = Z_°P
p  z
Zatem ostatecznie .

Z —
H =21, + /22 + p?1, + zpp 1,

0.8. Wyznaczy¢ wspétczynniki metryki dla uktadu: a) kartezjahskiego, b) cylindrycznego, c) sferycz-
nego.
Rozwiazanie: Wspdtczynniki metryki iy, hs, hg dla ka zdego z ukdadow wspotrzednych mo zna wyzna-
czy€ z zale zndci (10)
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a) Dla uktadu kartezjaiskiego q; =z, g2 =¥, g3 = 2. Po wyznaczeniu pochodnych czastkowych

ox

oy

0z

5 =1 5, =0 5. =0
g oy %y
o0 W o % -1
i podstawieniu do (10) otrzymujemy
hy =1 hy =1 h, =1

b) Dla uk¥ady cylindrycznego ¢ = p, g2 = ¢, q3 = z. Korzystajac z (13) wyznaczamy pochodne

czastkowe
dz _ d(pcose) Oy _ O(psing) _ . 9z _
o 7(% = cos ¢ ap 7(% =sin ¢ ap =0
Oz _ dpeosg) _ o 9y _ dpsing) _ 9z _
96~ 06 "M e~ as 0 a7
ox dy 9z _
%_O %_O (9,2_1

Ostatecznie na podstawie (10) otrzymujemy

h, = \/cos? ¢ +sin? ¢ =1
hg = \/(—psin¢)2 + (pcos@)? = p
h,=1

c) Dlauk¥adu sferycznego q =1, go =6, g3 = ¢. Korzystajac z zale zndci (16) wyznaczamy pochod-
ne czgstkowe

dxr  O(rsinfcos¢) . @ _ O(rsinfsing) .
%= o sin 6 cos ¢ T —— sin 6 sin ¢
OJxr  O(rsinfcos¢) Jy  O(rsinfsing) )
%—T—rcosﬁcosgﬁ %—T—TCOSQSIHQZ)
dr  O(rsinflcos¢) o Jy  O(rsinfsing) |

96 96 = —rsinfsin ¢ 96 9 = rsinfcos ¢
0z  O(rcosfl)

E = T = cosf

0z  O(rcosf) )

% = T = —TSHle

0z O(rcosf) _o

op 00

Podstawiajac do (10) otrzymujemy

hy = \/sin2 6 cos? ¢ + sin? @ sin? ¢ + cos2 0 = 1

hg = \/7“2 cos2 6 cos? ¢ + 12 cos? fsin® ¢ + r2sin’ 6 = r

hy = \/7“2 sin? 0sin? ¢ + r2sin? @ cos? ¢ = rsin @

0.9. Dane sa dwa wektory A = 21, + 21, + 1,, B = 31, — /31, + 21.. Obliczy¢ a) kat zawarty
pomiedzy wektorami, b) katy miedzy wektorami a osiami uktadu.

Rozwiazanie:
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a) Kat zawarty miedzy dwoma wektorami obliczamy korzystajac z (5)
A-B
¢ = arccos (A—>

A=V4+4+1=3, B=v9+3+4=4

A-B 8-2V3
AB 12
Ostatecznie otrzymujemy ¢ = 67°47’.

gdzie

= 0.378

b) Katy «, 3, v zawarte pomiedzy danymi wektorami a osiami x, y i z wyznaczamy z cosinus6w

kierunkowych
A 2 B
cosaA:f:§—>ozA:48°11’, cosangm:ZHaB:leOQS’
A 2 B —V3
cosﬁA:XyzgﬁﬂA:ZLS"ll’, COSﬂBzfy:Tf%ﬂB:1l5o40/
_ AZ _ 1 _ o / _ BZ _ 1 _ o /
COSVA—Z—§—>’VA—7O32, COS’)/B—§—§—>’)/B—6000
0.10. Podac warunek, dla ktérego (A - B)? = A?B2.
Rozwiazanie:
(A-B)? = A2B?cos? ¢; A’B? = A%B?

Aby zachodzi4a rowna¢ podana w tresci zadania, musi by¢ spedniony warunek
cosp =1 lub cosp = —1

Ostatecznie otrzymujemy
o=0,7

0.11. Udowodni¢ twierdzenia cosinuséw i sinuséw dla trojkata przedstawionego na Rys. 13.

Rys. 13: Trojkat zbudowany z trzech wektoréw

Rozwiazanie: Aby udowodniC twierdzenie cosinusow

C= \/A2+B2*2ABCOS’Y

zapiszemy
C=A+B
zatem

C?=C-C=(A+B)-(A+B)=A-A+B-B+2A-B
= A? + B® + 2ABcos (1 — ) = A> + B> — 2ABcos~y

Twierdzenie sinusow
Dla tréjkata zbudowanego z wektorow A, B, C mo zemy zapis&

A+B+C=0
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Mno zac powy zsze réwnanie wektorowo przez B otrzymujemy

AxB=BxC
ABsiny = BCsin«
A c

sina  sinvy

Mno zac réwnanie wy§ciowe wektorowo przez A otrzymujemy

BxA=AxC
BAsiny = AC'sin 3
B C

sin 3 - sin -y
Ostatecznie, +gczac wyniki czastkowe, otrzymujemy réwnanie sinuséw
A B C

sina  sing  sinvy

0.12. Dla trojkata o wierzchotkach A(5, —2,1),B(8,4,7),C(2,0, 3) wyznaczy¢ wspotrzedne punktu
P, lezacego na prostej AB tak, aby wektory CP i AB byly prostopadie. Obliczy¢ pole tréjkata i
wektor jednostkowy prostopadty do jego powierzchni (patrz Rys. 14).

Rozwiazanie: Zdefiniujmy wektor A 4¥3czacy poczatek ukdadu

wspdtrzednych z punktem A C
A=0A=51,-21,+1,

analogicznie H
IR e
P =OP =71, +yl, + 21, Rys. 14:

Dodatkowo oznaczmy

K=A-C=31,-21,—21,
R=B-A=31,+61, +61,
R, =P-A, Ry;=B-P

Wektor R obliczamy z zale zngci

R, = R|1Rr
R 1 1 9 9
ln=—==(31, +61,+61,)=-1,+-1, +-1,
1 2 2| 5
R =|K-1g|= 3= —22 —922| =2
1= [K-1g| 3“3 3’ 3

zatem

) 10 10

Ostatecznie otrzymujemy
50 8 19

P=A+R;= jlz_ §1y+§12
a wspotrzedne punktu P2, — 2 19,
Pole trojkata wyznaczamy z zale zngci
Pr =05RH
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gdzie

H=[H|=|P—C|=/(32/9)2 + (-8/9)2 + (~8/9)2 = 3.77

ostatecznie Pa = 11.33.
Wektor jednostkowy, prostopadty do powierzchni trojkata wyznaczamy z iloczynu wektorowego

1 — AxB
" |AxB]|

A xB=—181, — 271, + 361,
|A x B| 2 48.47

ostatecznie 1,, = —0.371, — 0.561, + 0.741..

0.13. Dany wektor A = 21, + 1, — 41, roztozy¢ na dwa wektory sktadowe, tak aby jeden byt pro-
stopadty a drugi rownolegty do wektoraB =1, +1, +1..

Rozwiazanie: Sktadowa wektora A réwnolegtg do wektora B wyznaczamy
z zale zndci (patrz Rys. 15)

A/
Aj=(A-1p)lp \
m=o - L, 1,41) :
B=—%5= =
1
A.lg=——.
V3 Rys. 15
Ostatecznie
1
A|| = *g(lx + 1, +1.),
natomiast
7 4 11

0.14. Znalez¢ sktadowa skalarng E, pola wektorowego E = 25 /r21,., okreSlonego we wsp6trzednych
sferycznych, w punkcie P(—3,4,5).

Rozwiazanie: Sktadowa skalarng F;. wyznaczamy z zale zndci (18)

25
E; = — sinf cos ¢.
r

Na podstawie zale zndci (16) mo zemy zapis&

/2 2
r=\/x? 4+ y? + 22, cosp= s sinfg=-YL TV Ll
/1’2 +y2 /1;2 +y2 +22
Ostatecznie otrzymujemy

25z

E, =
(22 4+ y2 + 22)

3
2

a po podstawieniu wspd4rzednych punktu P

~75
Ey(—3,4,5) = — >~ _021.
(9 + 16 4 25)2

0.15. Wyprowadzi¢ wzory a nastepnie obliczy¢ pole powierzchni i objetoS¢ sfery o promieniu 3m.
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Rozwiazanie: Przy wyznaczeniu pola powierzchni i objetosci sfery najwygodniej zastosowac sferyczny
uk¥ad wspotrzednych. Pole powierzchni obliczamy nastepujaco

™ 2 T
s = / / 1, -ds, = / / r? sin 0dfdp = 2mr? / sin 0d0
0=0 Jop= 0=0 J o= 6=0

s = 4mr? (m?) =3 5 = 36m (m?).

ObjetoS¢ wyznaczamy obliczajac catke potrdjng w sferycznym uktadzie wspétrzednych

v —/ / / r? sin Odrdfde = 27r/ / 72 sin Odrdf
r=0J0=0Jp= 0=0

4
—47?/ er——m“ ‘ = 367 (m?).
r=0

0.16. Dane jest pole wektorowe E = y1, + x1, + z1,. ObliczyC catke liniowa [ E - dl od punktu
Pi(2,1,—1) do punktu P»(8,2,—1) a) wzdtuz paraboli x = 2y% b) wzdtuz prostej taczacej oba
punkty.

Rozwiazanie: lloczyn skalarny wektora E i elementu drogi dlw ukdadzie kartezjaiskim

E.dl = (yl, + 21, + 21,) - (1zdx + 1,dy + 1.dz) = ydx + xdy + zdz

/E cdl = / ydx—i—/ xdy—i—/ 2dz.

a) w tym przypadku = = 2y? natomiast y = /z/2, zatem

8 T 2
E-dl:/ \/jdac+2/ y2dy = 14.
2 V2 1

b) w tym przypadku =z = 6y — 4 natomiast y = (z + 4)/6 (rdwnanie prostej przechodzacej przez
punkty Py i ), zatem

a zatem

1 8 2
E-dlzé/ (m+4)dm+/ (6y — 4)dy = 14.
2 1

0.17. Wyznaczy¢ strumieh wektora D = 3sin 01, przez powierzchnig sfery o promieniu 5, ktdrej
Srodkiem jest poczatek uktadu wspotrzednych.
Rozwiazanie: Strumien wektora D wyznaczamy z zale zngci

2T T
- 7{ D.ds :/ / (3sin61,) - (2 sin §d0do1, )
S 0 0

B 9 27 T . 9 B 9 27 Q B 1 . B § 9 27 B 9 9
=3r sin® 6dfd¢ = 3r sin20 )| d¢p = —7r d¢ = 3rm*r
o Jo o \2 4 0 2 0

Ostatecznie, dla r = 5 otrzymujemy ¥ = 7572,

0.18. Wyrazenie potencjat skalarny ma postat V' = 2y — 2y [V]. Jakie jest wyrazenie opisujace
natezenie pola elektrycznego E wiedzac, ze E = —VV? Znalez¢ kierunek i warto5¢ wektora E w
punktach A = (0,10) i B = (10, 10).
Rozwiazanie: Natg zenie pola elektrycznego wyznaczamy na podstawie zale zrizi
oV oV 8V1 )

- <8($2y —2), 0@ty —2) 0Py —2y)

_ 2
5 - 5 e 1Z> = —2zyl, + (2 — 2°)1,.

Podstawiajac wspétrzedne punktéw A i B, otrzymujemy

E(0,10) = 0, E(10,10) = —2001, — 981,
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0.19. ObliczyC objetoSt rownolegtoScianu zbudowanego z trzech wektorow: A = 21, + 31, + 21,,

B=-31,+41,+21,,C =1, + 1, + 61, wychodzacych z jednego wierzchotka (patrz Rys. 2).
Rozwiazanie: Pole réwnolegdd@cianu mo zna wyraz€ za pomoca iloczynu mieszanego trzech wektoréw
wychodzgcych z jednego wierzchotka

V=|(AxB)-C|=|P-C]|,

gdzie P = A x B jest wektorem prostopaddym do podstawy, ktérego modu4 réwna sie polu podstawy
(P = ABsina)

P = (21, + 31, + 21,) X (=31, +41, +21,) = —21, — 101, + 171,.
Mno zac pole podstawy przez wysokac C cos 3, otrzymujemy objetoSC rownolegtdccianu

V =|(-21, — 101, +171,) - (C = 1, + 1, + 61,)| = | — 2 — 10 4 102| = 90.

0.20. Obliczyt iloczyny skalarne nastgpujacych wektoréw jednostkowych:

a)l,-1, e)l,-1, ) 1y-1,

b)1,-1, f1,-1, D11,

C) ]-x']-p g) 1¢'19 k) 1,-1y

di1,-1, hy1,-1, N1, -1,
Rozwiazanie:

a)l,-1,=1-1-cos0=1
P)1,-1.,=1-1-cos90=0

. x 2
C) 11.1P = 11’(COS¢1x+Sln¢1y) :COSQb: \/ﬂjw = \g_

d1,-1, =1, (sinfcos¢l, +sinfsin¢l, + cosfl,) = sinfsin¢
Vva?+y? y V21 3B

VRt PtV VBV2 3

2
e)1,-1, =1, (sinf1, + cosfl,) =sinf = \/;

: , V2
f)1ly-1, = (—singl,; +cos¢ly) -1, = —sing = —\/%T?ﬂ =5

9)15-1p=1-1-cos90 =0

h)1.-1,=1-1-cos90 =0

i)1p-1,; = (cos@cospl, + cosfsinpl, —sinfl,) -1, = cosfcos¢p
z x 1 1 \/5

TVt 2 a2ty VBV2 5
. 2
J)1p-1, = (cosfcospl, + cosfsinpl, —sinfl,) -1, = —sinf = —\/;

K)1,-1g=1-1-cos90=0
D1,-1,=1-1-cos0=1

0.21. Obliczy¢ gradient dla nastepujacych funkcji pola skalarnego:

AV =2?y+y’z+2
b) V = p?sin(4¢) — pcos ¢
)V =re"sinfcos¢
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Rozwiazanie:

ov. oV, v, ) 3

AV =1, +a—yly+glz—2xy1x+(x +2y2z)1y + (y~ + 1)1,

D) VV = %V N ggl + V1, = (2psin(49) — cos 8)1, + (4pcos(dp) + sin )1,
v 1oV 1 ov .

) VV = 5y —1,+ = ry 9+ —— 50 99 ——1g =e"sinfcosp(l — 1)1,

+e " cosfcosply — e " sinply,

0.22. Obliczyt dywergencje i rotacje dla nastepujacych funkcji pola wektorowego:

a) E = 22%y1, + 2%yl, + 4sin (72)1,
cos(2¢)
p

b) E = psin¢l, — 1, + €71,

¢) E = r*sin ¢1, + re” sin 01y + r cos  cos ¢1,

Rozwiazanie:
0E, OE, n OB,  02a% N 02%y n 04 sin(7z)

V-E= Ox + oy 0z Oz oy 0z

0E, OE, OF, OF OF OF
E= 1, v T Ty TTw) g,
VX (83/ 82) +(8z 896) y+(8x 8y)

B <34sin(ﬂ'z) 0z y) 14 (823322/ 64sin(7rz)> 1+ <822y 829323/) 1
- - T - Yy - P4

= day + 2% + 4 cos(nz)

oy 0z 0z Oz ox y
= —2y21, — 22°%1,

10pE, 10Es 0E, 10p*sing 10dcos(2¢)/p = 0e?
E=- L4z = _ - h
v p Op  p 09 e p  Op p 09 MCE

2
= 2sin¢ + — sin(2¢) + €*
p

10E.

V xE

- 8E¢> (aEp 8EZ> Lt <8pE¢ - 6Ep> )
¢ 0z 0z op p\ Op oo )~
0e* 8005(2¢)/p) (Gpsinqb B an)

1) + 0z o+ 0z ap Ls
_ Jcos(2¢)  Ipsin qb) L
Bp 30 1, = —cos¢l,

p
1
p

(
:1(

_l’_

1 Or’E, 1 OsinbEy 1 0Ey
r2 or + rsinf 00 rsinf 0¢
1 Orsin d) 1 Ore’sin?f 1 Orcosfcos¢
2 or 7“ sinf 00 + rsin 6 19J0)
= 4rsin ¢ + 2e" cos § — cot O sin ¢

c)V-E=

VXE=

1 Osin0F, B 0Fy 1 1 1 OE, B orEy

rsin 6 ( 00 8(;3) (sin@ 0¢ or > 0

1(%_8]&)1 1 (8rsin9cos€cos¢_8re"sin9>1
or 00 00 oo} "

r ®7 rsing
1 1 Or’sing B Or? cos  cos ¢ 1o+ 1 Or2e” sin @ B Or?sin ¢ 1
r \sinf O0¢ or oy or 00 ¢
= cos ¢ cos26cschl, + cos¢p (rescl —2cosb) 1g+ e sinf(2 + 1)1,
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0.23. Wyznaczy¢ iloczyny wektorowe nastepujacych wektorow jednostkowych:

a)l, x1, d) 15 x 1y
b)]_yX]_p e)]'TX]-Z
C)lzX]_d) f)nglp

Rozwiazanie:
a)l,x1l,=-1,
b) 1, x1, =1, x (cos 1, +sin¢l,) = —cosPl,
€)1, x1,=-1,
d) 1px1p =0
e) 1, x1, =1, x (cosf1, —sinfly) = —sin 1,
f)1px 1, =1g x (sinf1, + cosf1g) = —sinf1,
0.24. Dla danych wektorow A =1, +21,+1,, B =31, -41,-21,,C = -1, +51, — 31,
iD= -41, — 1, + 51,, sprawdziC nastgpujace tozsamosci wektorowe:
a(A+B)-(C+D)=A-C+A-D+B:-C+B:-D
b)Ax(BxC)=B(A-C)—-C(A-B)
c)(AxB)-(CxD)=(A-C)(B-D)—(A-D)(B-C)
d(AxB)x(CxD)=(AxB:-D)C-(AxB-C)D

Rozwiazanie:

a) (A+B)-(C+D)= (41, — 21, —1,)- (=51, + 41, +21,) = =20 —8 — 2 = —30
A-C+A-D+B-C+B-D=-14+10-3-4—-24+5-3-204+6—12+4—10 = —30

b) A x (BxC) = (1, +21, + 1,) x (221, + 111, + 111.) = 111, + 111, — 331,
B(A-C)—C(A-B) = (31, — 41, — 21,) (=1 + 10 — 3) — (=1, 4+ 51, — 31.)(3 =8 — 2)
=111, + 111, — 331,

¢) (A xB)-(CxD)= (51, —101,) - (221, + 171, + 211.,) = 85 — 210 = —125
(A-C)(B-D)— (A-D)(B-C) = (-1+10—3)(—=1244 —10) — (—4 — 2+ 5)(—3 — 20 + 6)
— 108 — 17 = —125

d) (A x B) x (C x D) = (51,, — 101.,) x (221, + 171, + 211.) = 2751, — 2201, — 1101,
(AxB-D)C—(AxB-C)D = ((51, — 101,) - (=41, — 1, 4+ 51.))
(=1, 451, — 31,) — (51, — 101,) - (—1, 4 51, — 31,))(—41, — 1, + 51.)
= (551, — 2751, + 1651,) — (2201, — 551, + 2751,) = 2751, — 2201, — 1101,

0.25. Dla podanych punktow we wspétrzednych kartezjahskich znalez¢ wspotrzedne w uktadzie cy-
lindrycznym i sferycznym

a) P(1,1,v2)

b) P(2,2,2,/2/3)
c) P(3,V3,6 +4v/3)
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Rozwiazanie: Wspd4rzedne w uktadzie cylindrycznym i sferycznym mo zna wyznacZyna podstawie
zale zngci (13) i (16):

a)p=1V12+12 =2, qbzarctan%:%
2
r:\/12+12+\/§2:2, Gzarctangzarctanizz.
z V2 o4
Wspo4rzedne punktu w ukdadzie cylindrycznym i sferycznym wynosza P(p, ¢, 2) = P{/2, T 4,
P(r,0,¢) = P(2,7.7)-
b) p = V22 + 22 = 2V/2, qﬁzarctan;:g,
r=14/22+22+ (2 2/3)2—4\/5 O—arctang—arctan _

B e B z w/ 3
Wspo64rzedne punktu W uk¥adzie cylindrycznym i sferycznym wynosza P(p, ¢, z) = P(2/2,7/4,2+/2/
i P(r,0,¢) = P(4/2/3,7/3,7/4).

V3 o
= 2 = = = _— = — =
c)p=1/32+(V3) V12 = 2V/3, ¢ = arctan 3 G’ z=6+4V3,
7’—\/32 + (6 +4V/3)2 = 13.38, Hzarctangzarctan(ji\ig\/g:%.

Wsp64rzedne punktu w ukdadzie cylindrycznym i sferycznym wynosza P(p, ¢, z) = P(2/3,7/6,6 +
44/3) i P(r,0,¢) = P(13.38,7/12,7/6).

0.26. Dla podanych punktéw we wspdtrzednych cylindrycznych P(p, ¢, z) znalez¢ ich wspotrzedne
we wspotrzednych kartezjahskich P(z, vy, z) i sferycznych P(r, 0, ¢)

a) P(3v/3,7/4,9)

b) P(67 T, _8)

c) P(2,7/9,2)

Rozwiazanie: Wspd4rzedne w uktadzie kartezjaskim i sferycznym mo zna wyznaczy¥ na podstawie
zale zndci (13) i (19):

s 3 . T 3
a)a:—3\/§cos4—3\/;, y—3\/§s1n4—3\/;,

(3V3)2 + 92 = 6V/3, 0 = arctan £ = arctan ¥ = %
z

Wspd4rzedne punktu w uktadzie kartezjaskim i sferycznym wynosza P(z,y, z) = P(3/3/2,3/3/2,9)
i P(r,0,0) = P(6v/3,7/6,7/4).

b) z = 6cosm = —6, y=6sinw =0,
6
r =162+ 82 =10, § = arctan £ = arctan (_8) & (.7957.
z

Wspotrzedne punktu w ukdadzie kartezjaskim i sferycznym wynosza P(x,y,z) = P(—6,0,—8)
i P(r,0,¢) = P(10,0.7957, ).

C)x:2cosg%1.88, y:2sing%0.68,
2
r=/22 422 =22, 0 = arctan ” :arctan§ =m/4.
z

Wsp64rzedne punktu w uktadzie kartezjaskim i sferycznym wynosza P(x,y,z) = P(1.88,0.68,2)
i P(r,0,) = P(2V2,7/4,7/9).
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0.27. Dla podanych punktow we wspotrzednych sferycznych P(r, 0, ¢) znalezC ich wspotrzedne we
wspotrzednych kartezjahskich P(z, y, z) i cylindrycznych P(p, ¢, z)
a) P(V2,7/4,7/2)

b) P(4V/3,27/3,57/6)
c) P(8,7/12,7n/4)

Rozwiazanie: Wspotrzedne w uktadzie kartezjaskim i cylindrycznym mo zna wyznaczy na podstawie
zale zndci (16) i (19):

a)x:ﬂsingcosgzo, y:\/ﬁsin%cosgzl,
z:\/icosgzl, p:ﬁsingzl.

Wspotrzedne punktu w uktadzie kartezjaskim i cylindrycznym wynosza P(z,y,z) = P(0,1,1)
i P(p,¢,2) = P(1,7/2,1).

2 2
b) z = 4\/§sm—wcos5§:—3\/§, y—4\/§sm—7rcos%r:3,
2
z—4\/§cos§:—2\/§, p:4\/§sin?:6.

Wspo#rzedne punktu w uk¥adzie kartezjaskim i cylindrycznym wynosza P(x,y, z) = P(—3+/3,3, —2/3)
[ P(pa ¢7 Z) = P(67 571—/67 _2\/§)

o T T
C)x = SSIDECOSZ 1.46, Y= 851115608? —1.46,
2—80055 7.73, p—SSlnﬁ 2.07.

Wspo4rzedne punktu w ukdadzie kartezjaskim i cylindrycznym wynosza P(x, y, z) = P(1.46,—1.46,7.73)
i P(p, ¢, 2) = P(2.07,Tr/4,7.73).

0.28. Dla wektora podanego w uktadzie kartezjanskim A = y1, — z1, + 2z1, wyznaczyC sktadowe
w ukfadzie cylindrycznym w punktach Py (p = 1,90 = 1/2,2 = 1) i Py(p = 2,¢ = 7/6, 2z = 0).

Rozwiazanie: Na podstawie zale zngci (13) mo zemy zapis&
A, =y = psin ¢, Ay = —x = —pcos g, A, =2z = 2pcos¢.

Podstawiajgc powy zsze zale zrézi do (14)

A, cos¢ sing 0 psin ¢
Ag| = |—sing cos¢ 0| - |—pcos¢
A, 0 0 1 2p cos ¢

otrzymujemy
A = (pcospsing — pcospsinp)l, — (psin® ¢ + p cos? )1y +2pcospl, = —ply +2pcosPl,
Podstawiajac wspdtrzedne punktow B i P, ostatecznie otrzymujemy
T
A(P) =—-14+2cos 512 =—14

A(Py) = —21, + 4 cos %1Z = —21, + 2V/31,

0.29. Dla wektora podanego w uktadzie kartezjanskim A = y1, — 21, wyznaczyC sktadowe w ukta-
dzie sferycznym w punktach Py (1, 7/2,7/2) i Py(4,7/4,7/4).

25



Rozwiazanie: Na podstawie zale zngci (16) mo zemy zapis&
A, =y =rsinfsin ¢, Ay = —z= —rcost, A, =0.

Podstawiajgc powy zsze zale zr&ei do (17)

A, sinfcos¢ sinfsin¢g cosf rsin 0 sin ¢
Ag| = |cosbcos¢p cosfsing —sinf| - | —rcos6
Ay —sin¢ cos @ 0 0

otrzymujemy

A = (rsin? 6 cos ¢sin ¢ — rsin cos 0sin @)1, + (rsin 6 cos § cos ¢ sin ¢ — r cos® O sin )14

— (rsin@sin® ¢ + 7 cos 6 cos $)1y

Podstawiajac wspédrzedne punktéw otrzymujemy

L om™ W, W . W W
A(Pl)—(81n2—cos—51n——sm—cos—sm—) 1,

2 2 2 2 2 2
+ (sinﬁcoswcosﬁsinw —cos2zsin W) 1p — <Sin7rsin27r+cosﬂcos W) 1,=-1
2 "9 "oy 277 9) 7" 2 2 g g )T T

A(P) = (4 sin? gcos % sin% — 4sin g cos % sin Z) 1,
+ (4sin%cos%cos%sin% — 4c052%sin %) 1y — <4sin%sin2 % +4cos%cos %) 1,

=(1-V2)L + (1-V2)15— (2+V2)1,

0.30. Dla podanych funkcji pola skalarnego i wektorowego: V = 22 — 4?2 + 22, U = 1 + z — y,
A =2yl +2yz1,—221,i B = (v +y)1, +2°1, + y*1, sprawdzi¢ nastgpujace tozsamosci analizy

wektorowej:

a)Vx(VV)=0

b) V. (VxA)=0
c)V(UV)=UVV +VVU
V- (VA)=A-VV+VV-A

e)V:-(AxB)=B:(VxA)-A:-(VxB)

Rozwiazanie:
a) zgodnie z (27)

O(x? — 3% +22)

O(x? — 3% + 22) O(x? — y? + 22)

1, =221, — 2y1, + 21,

VV = 1, +

ox

0z

Podstawiajac powy zszy wynik do réwnania (42) otrzymujemy

02 , o2

VX(VV):<+

dy 0z

b) na podstawie (42)

0z Oz

82) 1, - <02y+82x> 1.,=0

9z | Oy

B Orz 02yz 02yz 8xy> _ B
VxA= <8y+ 82)1x+< + >1y+<a.’£ ay 1, = Qy]-x"_Z]-y xl,
zatem zgodnie z (32)

0z Ox
V- (V X A) = 873/ — & =

C) poniewa z

UV=>0+z—y)(a®—y?+22) =2 — > + 22+ 2%2 — 2+ 222 — 2%y +9° — 22



zatem

ouv, UV, . ouv
ox " oy Y 0z
=20(1—y+2)1, — 2u(1 +2) + 2% = 3y% +22)1, + (2 + 2% — > + 42 — 2y)1,

V(UV) =

1.

Korzystajac z wyniku otrzymanego w pierwszym podpunkcie, mo zemy zapis&
UVV =22(1—y+2)1, —2y(1 —y+2)1, + 2(1 —y + 2)1,
Po obliczeniu gradientu funkcji U

ol —y+2)
ox

I(1l—y+2) o(l—y+2)

= 1
vu oy vt 0z

1, +

1,=-1,+1,

wyznaczamy
VVU = —(2* —y* +22)1, + (2% — y* + 22)1,

Sumujac wyniki czastkowe, otrzymujemy
UVV +VVU =2z(1 —y+ 2)1, — Qy(1+ 2) + 2% — 3y +22)1, + 2+ 2% — y? + 42 — 29)1,
d)

VA = (2% —y* +22) (zyl, + 2921, — 221,) = (2%y — 2y® + 22y2)1,
+ (22%yz — 2y%2 + dy2?) 1, — (232 — zyPz + 2227)1,

korzystajac z zale zna@ci (32)
V- (VA) = 322y — y? + 2yz 4+ 2222 — 6Pz + 422 — 2% + ay? — daz
Na podstawie wczesniej otrzymanych wynikow
A-VV =222y — 4%z — 222
Dywergencja funkcji pola wektorowego A
V-A=y+2z—=x
zatem
VV-A=(2%—9?+22)(y+22 — ) =22y + 22%2 — 2® — 3® — 2%2 + 29° + 2y2 + 422 — 222
Sumujac wyniki czastkowe, otrzymujemy
A-VV4+VV-A=32%+22% — 23 — 3 — 6y%2 + xy® + 2yz + 42° — 4z
e) na podstawie (9) wyznaczamy

AxB =202 +22%)1, — (272 + zyz + 29°)1, + (zyz? — 2wyz — 2y%2)1,

zatem
V- (AxB)=2%—zz— 329> + 2zyz — 22y — 2°
Na podstawie (9)
oy? 022 oz +y) 0y? 022 Oz +y)
B= |2 -2 )1, + (2222 20 ) T N g, =2y — 21, — 1,
VX <8y 82) +< 0z Ox vt ox oy (v —=2)

i wczesniej otrzymanych wynikéw mo zemy zapis&

B (VxA)=-2y(x+y)+ 2" —zy’
A-(VxB)=2zyly—z)+uzz

taczac wyniki czastkowe, otrzymujemy

B:(VxA)—A.(VxB)=2—zz—3zy?+ 2zyz — 2zy — 2°
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Rys. 16: Oznaczenia Scian szeScianu z Zad. 0.32

0.31. Udowodnit nastepujace tozsamosci:
a)Vx(VV)=0
b)) V-(VxA)=0

Rozwiazanie:

a) na podstawie (41)

1 A A
VXxA= [(hﬂlgag —h1h282> 14

hlhghg 86]2 aq{i
0A 0A 0A 0A
+ <h1h21 - h2h33> 1z + <h2h3 2 h1h31) 13
0q3 oqn oqn 0q2

po podstawieniu (26)
1 ov ov oV oV
Vx(VV)=-———|h (—)1
( ) hihohs [ ! Jqo 0q3 0q2 0q3

o (DL VOV (O VOVY )
*\0q1 0gs 091 0q3) 2" P \8q1 8q2  9q1 Do
b) po przeksztatceniu wyra zenia V x A
1 0A3 1 04, 1 0A1 1 043 1042 1 04
Poa- (L e (e e (e i)
hy Og2  hy Oqz ) ! hy dgs  hi Oq1 ) > hi Oq  ho 9ga ) °
po podstawieniu powy zszej zale zrézi do (31)

1 o 0 o 0
V' (VXA)= ———— | — —(h3A3) — — —(hA
( ) hihahs [36}13(12(3 3 86113%(2 2)
o 0 o 0 o 0 o 0
T ay) = LD hgAg) + LT (hods) — 2 LAy =0
aqzaqs( 1) 3(123(11( 34s) 8(136611( 2442) (9(133612( ! 1)]

0.32. Stwierdzi¢ poprawnos¢ twierdzenia Gaussa dla pola wektorowego E = zyl, + yz1, + =21,
przenikajacego przez szeScian przedstawiony na Rys. 16.

Rozwiazanie: Wyznaczanie strumienia pola dla wszystkich Scian szescianu:
- §ciana przednia S1, z = 2, ds = dydz1,

2 12 2
E-dS:// 2ydydz:4/ ydy =8
S1 0 0 0
- Sciana tylnia So, = 0, ds = —dydz1,

E-ds=0
Sa
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- Sciana dolna S3, z = 0, ds = —dxdyl,

E-ds=0
S3

- Sciana gorna Sy, z = 2, ds = dxdyl,

2 2 2
E-ds://Qxda:dy:4/ xdr =8
Sy 0 JO 0

- Sciana lewa S5, y = 0, ds = —dxzdz1,
E-ds=0
Ss

- Sciana prawa Ss, y = 2, ds = dxdz1,

2 2 2
E-ds:/ / 22d$d224/ zdz =8
Se o Jo 0
/E-ds:24
S

Dywergencja funkcji pola wektorowego E (32)

Sumujac wyniki czagstkowe

Ory Oyz Oxz
E = Al
V. e + ay + 92 rT+y+z

2 2 2
/V-E:/ / / (x +y + z)dxdydz = 24
1% o Jo Jo

0.33. Zweryfikowat poprawnost twierdzenia Gaussa dla pola wektorowego E = sin 6/r1,. przenika-
jacego przez powierzchnie sferyczng o promieniu 3 umieszczonej w poczatku uktadu wspo6trzednych.

Rozwiazanie: Dla powierzchni sferycznej ds = r? sin 8d0d¢1,, gdzie r = 3, zatem

/E ds—/%/ rsin 9d9d¢>—3/2ﬂ/ ( COSQH) d0de
- ( / i / d6de — / i / cos20d0d¢> — 372

Dywergencja funkcji pola wektorowego E w sferycznym ukdadzie wsp64rzednych (34)

zatem

1 0(r*E,) 1 9(rsin 9) sin 0
V-E= — _
2 or 12 or 72

przyjmujac dla uk¥adu sferycznego dV = 1? sin 0drdfd¢p mo zemy zapis&

2w prm 3 2w
/ V-EdV = / / / sin? @drdfde = 3 / / sin? 0d0d¢
1% 0 0 0 0 0

co sprowadza sie do wyznaczenia identycznej catki jak przy obliczaniu strumienia pola E, zatem
Jv V-EdV = 372

0.34. Zweryfikowat poprawnost twierdzenia Gaussa dla pola wektorowego E = sin(¢/2)/p?1,+21,
przenikajacego bryte przedstawiong na Rys. 17

Rozwiazanie: Wyznaczanie strumienia pola wektorowego E dla wszystkich powierzchni geometrii
przedstawionej na Rys. 17:
- zewnetrzna, boczna powierzchnia walca Sy, p = 2, ds = pd¢dz1,

E.d —/%/1 sin § ddz = /%/ dqbd / 6= 6
s, S e 2 pdopdz = 5 sin — 7= s.1n2 =
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Y 7=-2

Rys. 17: Geometria analizowana w Zad. 0.34

- wewnegtrzna, boczna powierzchnia walca Sz, p = 1, ds = —pdodz1,

2 1 27 1
E.ds— / / st pddz — / / sin L dod
Sa 0 _9 2
27 .
=-3 /0 sin Edqb = —

- dolna powierzchnia S3, z = —2, ds = —pdpdpl.,

2T 2 27 2
E-ds= —/ / zpdpdd = 2/ / pdpde = 67
S3 o J1 0o J1

- gorna powierzchnia Sy, z = 1, ds = pdpd¢pl,

2 2 2 2
E-ds= / / zpdpdp = / / pdpdep = 31
S4 0 1 0 1

Sumujgc wyniki czastkowe [(E-.ds = 97 — 6. Dywergencja pola wektorowego w cylindrycznym
uk¥adzie wsp64rzednych (33)

L0sin(8/2)/p | 0z __sin(9/2)

. E = =
v p Op 0z p3

+1

dla uk#adu cylindrycznego dV' = pdpdpdz, zatem

e [ (42 i
:/2”/ / pdpdzd — /27r /1 /2 Mdpdzdeé

2/%/ dzd¢——/27r/ sin(¢/2)dzd¢p = 3 d¢—§/027rsin(¢/2)d¢:977—6_

0.35. Zweryfikowat poprawnos¢ twierdzenia Stokesa dla konturu kotowego L o promieniu r = 2
lezacego w plaszczyznie xy (Rys. 18) znajdujacego sie w polu wektorowym A = 221, + pl, —
cos ¢1,. Obliczenia wykonac dla trzech powierzchni (patrz Rys. 18)

a) powierzchni kotowej potozonej w plaszczyznie xy,

b) powierzchni potkolistej ograniczonej krzywa L,

c) powierzchni potkolistej ograniczonej krzywa L i ptaszczyzng z = /2.

30



Rys. 18: Geometria analizowana w Zad. 0.35

Rozwiazanie: Zadany kontur kotowy L le zy w ptaszczy znie xz, zatem dl = pdgInatomiast A - dl =
p*d¢. Dla p = 2 zapiszemy

21
j{A.dl — [ p2de = 2mp? = 87,
0
Rotacja wektora A (43)

_ (10(—cos¢) Op 0z O(—cos¢) dp® 0z
VxA—(paqsa)lﬂ*(azap)l” (agbaqs)lz

1
= —singl, + 2214 + 21..
P

a) dla kotowej powierzchni le zacej w ptaszczy znie Xy ds = pdpdglzatem

2 2
/(V X A)-ds = / / 2pdpdp = 8.
s o Jo

b) dla powierzchni potkolistej catke powierzchniowa najwygodniej policz¢ w sferycznym ukdadzie
wspdtrzednych, gdzie ds = +? sin fdfd¢1,.. Na podstawie (21) V x A zapisujemy w uk¥adzie sferycz-
nym

sin ¢

VXA:( +2c089> 1T+<Sln¢9_251n9> 1p +2rcosfly

rtan
zatemdlar =2

2r  pm/2
SO L 9 cos 9) r2 sin 0dfdep = 8 / / cos 0 sin Adfde
0 0

2r  pm/2 ;
/(v X A)-ds = / / (
S JO 0 T
2r /2 2T 2
+2/ / sinesin¢d9d¢>=4/ d¢>+2/ sin ¢de = 8.
0 0 0 0

¢) dla powierzchni pétkolistej ograniczonej dodatkowo ptaszczyzna z =+/2 nale zy oblicz strumierd
rotacji wektora A dla dwoch powierzchni S i Seo. Strumien pola dla powierzchni bocznej S.; mo zna
wyznaczy¢ w ukdadzie sferycznym dla kata # zmieniajacego sie w granicach od 7 /4 do 7 /2. Korzystajac

z wynikéw czastkowych otrzymanych w punkcie drugim mo zemy zapis&€
2r  pm/
sin ¢ + 2 cos 0) r*sin0dfd¢ = 8 / / cos 0 sin 0dfd ¢

2r  pm/2
/ (V x A) ds—/ / (
Scl 7'(' /4

2r  pm/2 2 27
+ 2/ / sin @ sin pdfdp = 2 do + — NG / sin ¢pd¢ = 4.
0

Strumien pola dla powierzchni S.,, podobnie jak w punkC|e a, wyznaczamy w ukadzie cylindrycznym

dlap=+2
27 \/5
/ (VxA)-ds= / / 2pdpde = 4.
SC2 0 0

Sumujac wyniki czastkowe dla S.; i S.o ponownie otrzymujemy wynik 8.
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Rys. 19: Geometria analizowana w Zad. 0.36

0.36. Zweryfikowat poprawnos¢ twierdzenia Stokesa dla prostokatnego konturu L (Rys. 19 ) w polu
wektorowym A = (22 — zy)1, + (z + y)1, + 21,. Obliczenia wykona¢ dla: a) ptaskiej powierzchni
lezacej w ptaszczyznie xy, b) prostopadto$cianu ograniczonego przez kontur L (patrz Rys. 19).
Rozwiazanie: Obliczanie cyrkulacji pola A dla poszczegolnych krawedzi konturu L:
-krawgd Z L, dl = dyly, A-dl =z +y,z =2

2 1
A-dlz/ (2+y)dy = (2y+ —y2> =T7.5.
Iy —1 2 .
-krawed Z b, dl = dxl,, A -dl=2> —2y,y=2,2=0
-1 -1
A-dl= / (—2z)dx = (—x)| =3.
Lo 2 )
-krawgd z i, dl = dyly, A-dl =z +y, o = —1
—1
A-dl:/ (—1+y)dy=|-y+ =y = 1.5.
L3 2 2

2

-krawedz Iy, dl = dxl1,, A -dl = 22 — zy,y=—1,2=0

2
2 1 9
A-dl= zdr = | =z =1.5.
Ly —1 2 1

Sumujac wyniki czastkowe otrzymujemy [; A - dl = 13.5.
Rotacja pola wektorowego A (42)

(92 6(x+y)) A —wy) 0z Az +y) I(* -y
VXA = <6y 0z Lo+ 0z ox Ly + Ox oy L.

=221, + (z + 1)1,.

a) dla ptaskiej powierzchni kwadratowej w ptaszczy znie xy ds = dxdyl zatem

2 2 2 1 2 9 2 9 2
/VxA-ds:/ / (1—|—m)d1:dy:/ (:E+332> dy:f/ dy:fy‘ = 13.5.
S —1J-1 -1 2 . 2J)1 2711

b) strumien rotacji wektora A dla poszczeg6lnych Scian prostopadddcianu ograniczonego konturem L:
- Sciana Sy, ds = dxdyl,, wymagane jest obliczenie identycznej catki jak w poprzednim punkcie, zatem
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Rys. 20: Geometria analizowana w Zad. 0.37

fsl V x Ads = 13.5,
- powierzchnia S, ds = dxdz1,, V x A - ds = 2zdxdz

5 2 5
/VxA-ds:Q// zdwdz:2/ 2T
So 0o J-1 0

- powierzchnia S3, ds = —dxdz1,, V x A - ds = —2zdxdz. Obliczanie strumienia dla S3 sprowadza
sig do wyznaczenia identycznej catki jak dla S, zatem

=2 5 5
dz:G/ zdz:3z‘ =175,
rz=-—1 0 0

VxA:ds=— | VxA-ds=-75,
53 SZ
- dla powierzchni Sy i S5, ds wynosi, odpowiednio, dydz1, i —dydz1,, zatemV x A - ds = 0. Oznacza
to, ze

VxA-ds:/ VxA-ds=0.
54 SS

Sumujac wyniki czastkowe ponownie otrzymujemy [V x A - ds = 13.5.

0.37. Zweryfikowat twierdzenie Stokesa dla tréjkatnego konturu L w polu wektorowym A =
(2x + y + z)1, dla: a) ptaskiej powierzchni trojkatnej lezacej w ptaszczyznie xy, b) czworoScianu
ograniczonego konturem L (patrz Rys. 20).
Rozwiazanie: Cyrkulacja pola wektorowego A.:
-krawedz L, dl = dx1,,y=0,2=0, A - dl = 2xdzx
3 3
A-dlz/ 2$d$=l’2’ =9,
0 0

Ly
- krawed 'z L rozpigta jest pomiedzy punktami P;(3,0,0) i P»(0,3,0) i le’zy na prostej y = 3 — =.
Dla dl = dz1, + dyl, mozemy zapis€ A - dl = (2z + y + z)dx. Podstawiajagc y =3 —z iz =0
otrzymujemy

0
0 1
A-dl= / (x +3)dx = (—x2 + 390) = —13.5,
Lo 3 2 5

-dla krawedzi L3, dl = dyl, i A -dl =0, zatem [; A -dl = 0.
Sumujac wyniki czastkowe [, A -dl = —4.5. Rotacja pola wektorowego A (42)

VXA—<@—@)1$+<M_@>1y (@_8(2x+y+z)

DT IV, =1, — 1.
dy 0z 0z oz Ox oy ) Y

a) dla powierzchni trojkatnej w ptaszczy znie Xy ds = dzdyl, zatem (V x A) - ds = —dxdy. Najpierw
catkujemy wzgledem zmiennej y, a nastepnie wzgledem zmiennej x. Drugie catkowanie odbywa sie
w granicach statych natomiast catkowanie pierwsze w granicach zmiennych. Wymaga to wyznaczenia
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Rys. 21: Geometria analizowana w Zad. 0.38

rownania krzywej ograniczajacej obszar catkowania. W tym przypadku jest to prosta przechodzgca przez
punkty P;(3,0,0) i P(0,3,0), dana rbwnaniem y = 3 — x, zatem

/S(VXA).dS:_/03/03—zdxdy:/03(x_3)d$:(%xz_gx)

b) strumien rotacji wektora A dla poszczeg6lnych powierzchni bocznych czworoscianu ograniczonego
krzywa L
-dla S1 ds = —dydz1,, zatem fsl(v x A)-ds =0, zatem

3
= —4.5.
0

/ (VxA)-ds=0,
S1

-dla Sy ds = —dydz1,, (V x A) - ds = —dzdz1., zatem dla krzywej ograniczajgcej obszar catkowania
z=3—z

3 3w 3 1 3
/ (VxA)-ds= —/ / dxdz:/ (x —3)dx = <—x2—3x> = —4.5,
Ss 0 Jo 0 2 0

-dla S3 ds = dydz1, + dydz1, + dzdyl,, (V x A) - ds = dxdz1, — dxdz1,

3 p3—x 3 pr3—x
/(VXA)-dS:// dacdzf// dxdy = 4.5 — 4.5 =0.
Sa 0 Jo 0o Jo

Sumujac wyniki czastkowe otrzymujemy [o(V x A) - ds = —4.5.

0.38. Zweryfikowac twierdzenie Stokesa dla konturu L (patrz Rys. 21) umieszczonego w polu wek-
torowym A = (y+ 1)1, — (z + 1)1, + 3z1,. Obliczenia wykonac dla powierzchni walca rozpigtego
na konturze L, ograniczonej ptaszczyznami xz i yz.
Rozwiazanie: Ze wzgledu na ksztatt konturu, cze&c obliczeri wygodniej bedzie wykonac we wspo4rzed-
nych cylindrycznych. Nale zy zatem zapis& pole wektorowe A we wspotrzednych cylindrycznych. Na
podstawie (14) i (13) mo zemy zapis&

A = (cos¢ —sing)l, — (p+cos¢ +sin )1y + 321,.

Obliczenia cyrkulacji wektora A po konturze L
-prosta Ly, dl =dzl,,y=0,A-dl=dz

2
A-dl:/ dr = 2,
L1 0
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- kotowa czgC konturu Lo, dl = pdply, p =2, A - dl = —2(2 + cos ¢ + sin ¢)d¢
w/2
A-dl:—2/ (2 + cos ¢ + sin ¢)d¢
Lo
w/2 /2 /2
((b‘ —cos¢’ +sinq§‘ ) = —2m — 4,
0 0
- prosta L3, dl = dyl,,x =0, A -dl = —dy
A dl = / dy = 2,

Sumujac wyniki czastkowe otrzymujemy f 1 A - dl = —27. Rotacja pola wektorowego A (42)

VA — (@+8(x+1))1z+<a(y+1) 832)1

oy 0z 0z Oz
(O +1) 5(y+1)> _
( Ry 1, = —21,.

Strumien rotacji dla poszczeg6lnych powierzchni:
- dla powierzchni bocznej Sy, ds = pdpdz1, 1 (V x A) - ds = 0, zatem

/ (VxA)-ds=0,
St

- dla powierzchni bocznych Ss i S3 le Zacych w ptaszczyznach xz i Xz ds wynosi, odpowiednio, —dxdz}
i —dydz1,. Réwnie Z w tym przypadku iloczyny skalarne wektora rotacji pola A i odpowiednich ele-
mentdw powierzchni ds wynosza 0, zatem

/S(VXA)-ds:/S'(VxA)-ds:O,

- dla powierzchni gornej Sy, ds = pdpdpl,, (V x A) - ds = —2pdpded

/54(V><A :—Q/W/2/ pdpd(b——4/

Zatem rownie z w tym przypadku otrzymano[¢(V x A) - ds = —27

0.39. Dla podanej funkcji skalarnej U = a3y2? i wektorowej A = x?y?2°1, + zy?2°1, + 2*yz?1,
obliczyt:
a) AU,
b) AA,
c) V(V-A).
Rozwiazanie:
a) A (VV lub V?) jest operatorem Laplace’a zdefiniowanym nastgpujgco:

0*U N 0*U n 0*U
ox?  Oy? 022’

AU =

zatem

02 (x3y2?) n 0% (z3y2?) N 02 (x3y2?)

AU = Ox? Oy? 022

= 6ayz® + 223y,

b) operator Laplace’a dla wektora zdefiniowany jest jak nastepuje

2 2 2
AA = AA,1, + AA, L, + AA L, = (‘9 Ae  0°A; O Ax> L

Ox2 + oy? + 022

L(PA P4, PAN (94 PA | 0PAL)
0x2 oy? 022 Y 0x2 oy? 022 =
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zatem

92(z29222)  92(a%222) 92 (a2y22?)
AA= ( Ox? * Oy? 022 Lo
a2<xy2z2) 82(a:y2z2) 82(xy222)
+ ( Ox? + Oy? 022 Ly
0% (zty2?)  9%(xtyz?) 0% (xtyz?)
+ < Ox? * Oy? 022 1.

= (23/222 + 22222 + 2x2y2) 1, + (2:02:2 + 2xy2> 1, + (123323/22 + 2:E4y> 1,.

¢) obliczanie gradientu dywergencji wektora A
o(x?y22?)  O(xy?2?)  O(ztyz?)
V-A=
ox + oy + 0z
= 209222 + 2wy2® + 22tyz = 2zyz(2® + yz + 2),

natomiast
02zyz(z3 + yz + 2)) 1
z

02zyz(z3 +yz + 2)) 1+ 0(2zyz(z3 + yz + 2)) 1, + -

V(V-A)= pe 3y
= 2yz(42% + yz + 2)1, + 222(2® + 2yz + 2)1, + 2zy(z® + 2yz + 22)1,

0.40. Dla podanego wektora A = z?y*1, + y*2°1, + x?2%1, sprawdzi¢ tozsamoSC wektorowa

Vx(VxA)=V(V-A)—-AA.
Rozwiazanie: Zgodnie z (42)

Uy A (3(22;2) - 8(3/;;2)> - <a(a;y2) - 8(21,22)) 1,
+ (3(%2;2) B 3(9g2yy2)> 1. = —2y%21, — 222°1, — 221,
natomiast
V(Y xA) = (3(—82;21/) - 0(—62:22)> - (8(_;522) ~ a(—sfy)) y
(8(—;{:%) B 8(—(92;,%)) 1, = 22(22 — )1, + 2y(2x — y)1, + 22(2y — 2)1,.

Gradient dywergencji wektora A
2,2 2.2 2.2
0y) | A*2) &P 5 o 50 g

A=

v Ox oy + 0z

0(2zy? + 2yz* + 2a? 0(2zy? 4 2yz* + 22
V(V-A) = (2zy —|—agf + :1:2)11+ (2zy +8yz + :cz)ly

Y
2 2 2
O(2ry” + 28yzz +27%2) 1, = (20° +da2)1, + (22% + day)1, + (227 + 4dy2)1,,
natomiast
P(a?y?) | P(ay?) | P2y’ P22 | PP | (YY)
AA = 1, 1
( Ox? + Oy? + 022 * Ox? + Oy? + 022 Y
2(,.2,2 2(..2,2 2(,.2,2
- (a g;; ), 2 S;f ). L g;,f )) L = 2(2® +¢°) 1, + 2(y° + 251, +2(2% + 2%) L.

Sumujac wyniki czastkowe otrzymujemy
V(V-A)— AA = (20 + 4wz — 227 — 2y°)1, + (227 + oy — 2y* — 2271,
+ (222 + dyz — 22 — 2291, = 22(22 — 2)1, + 2y(22 — y)1, + 22(2y — 2)1,.
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0.41. Dla wektora potozenia R = r1,. wykonac nastepujace dziatania w uktadzie kartezjahskim i sfe-
rycznym: a) V - R; b) Vr; ¢) Vr?; d) V1/r.
Rozwiazanie: Na podstawie zale zngci (17) i (16)

R:$1x+y1y+zlz, T:Q/x2+y2+z2.

a) uktad sferyczny (34)

_ 19 3 _
VR =5o-(7) =3,
ukdad kartezjaiski (32)
or Oy 0z
. R = — —_— _— =
v or Oy 0z 3
b) uk¥ad sferyczny (29)
or
=1 =1,
Vr 5

ukdad kartezjaiski (27)

8\/ﬁ o 2 2 2 8\/W
g VPP V2 +y2 + 2 1, 24+ y2 42
ox dy

1
0z ¥

x Yy z
=1, 1, + ———1

/22 + y2 + 22 r /22 + y2 + 22 Y /22 + y2 + 22 ?
c) ukad sferyczny (29)

O 2
Vit = o1, = ol

ukdad kartezjaiski (27)

A +y*+2%) . @ +y*+2%) . | 0@ +yP+27)

2 _ —
Vre = B 1, + By 1, + 92 1, =2x1, +2yl, + 221..
d) ukdad sferyczny (29)
1 oY 1
V; - or 1r 72 1

uk¥ad kartezjaiski (27)

(2 +y? + 22)_%

2 _
Vre = 5

8(m2+y2+22)_%1 . 8(902—1—3/2—1—22)_%
ox * oy
x y z

1, - 1..
V(@292 + 22)3 £ (22 + 42 + 22)3 Y (22 4 2 + 22)3 #

0.42. Wyznaczy¢ catke krzywoliniowa gradientu funkcji skalarnej f = p(sin ¢ + cos ¢) dla dwoch
konturéw rozpigtych pomigdzy punktami P; i P, (Rys. 22). Zweryfikowat zaleznost [°(V f) - dl =
f(0) = f(a).
Rozwiazanie: Na podstawie (13) mo zna zapis&é f = z + y. Gradient funkcji skalarnej w uk#adzie
kartezjanskim (27)

1, + 1,

0z +y) Az +vy) ox+y),
Vf= o 1, + dy 1, + 52 1,=1,+1,,
korzystajac z definicji gradientu w uktadzie cylindrycznym (28)
_ Op(sin ¢ + cos @) 1 9p(sin ¢ + cos ¢) Op(sin ¢ + cos @)

Vf

1,+ 1s+ 1,

Ip " o9 0z
= (sin¢ + cos @)1, + (cos ¢ —sin @)1,
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P2 < P5

P, »> Py

Rys. 22: Geometria analizowana w Zad. 0.42

Catke krzywoliniowa po konturze I; obliczamy w dwaoch etapach. Jako pierwszg wyznaczamy catke po
konturze kotowym we wspotrzednych cylindrycznych, gdzie p = 2, dl = pd¢l,

/P3 (Vf)-dl= 2/”/2 (cosp — sin@p)dp = 2 <Sin gb[/:/Q + cos ¢’7T/2 ) = 4.

Py - _7r/2

Nastepnie wyznaczamy catke wzd4u z prostej o rownaniu y = —x + 2, przechodzacej przez punkty &2
i P3. W tym przypadku dl = dx1, + dy1,, zatem

/1352(Vf)-d1:/0_2da:+/24dy:0.

Sumujac wyniki czastkowe otrzymujemy |’ 1, (Vf)-dl = 4. Cakke krzywoliniowa po konturze I wy-
znaczamy catkujac kolejno wzd4u z trzech prostych

Py Ps P 4 4 -2
/LQ(Vf)-dl—/ (V) -di+ [ (VF)-dl+ (Vf)-dlz/odx+/_2dy+/4 dx = 4.

Py Py Ps

W celu zweryfikowania zale zngci ff(Vf) -dl = f(b) — f(a) wyznaczamy f(Py) i f(P2). Dla Py(x =
0,y = —2), Po(x = =2,y =4)

f(P) = -2, f(Py) =2.

Ostatecznie otrzymujemy identyczny wynik jak w przypadku obliczania catek krzywoliniowych po kon-
turach Ly i Lo, f(PQ) — f(Pl) =4,

0.43. Dla podanych funkcji pola skalarnego wyznaczy¢ kierunek najszybszego wzrostu w punkcie
Plx=1y=1,2=2):

a) V =sin(5r)Iny + e,

b) V = psin ¢ — 22 cos ¢,

c) V =rsinf + cosf sin ¢.

Rozwiazanie: Kierunek najszybszego wzrostu pola skalarnego wyznaczamy poprzez obliczanie gra-
dientu.
a) Gradient w uktadzie kartezjaiskim (27)

ov ov oV T T 1 T
= o-le+ -1 L= -z)lny —ze ") 1, —sin(—= 1, — 1,
\VAY4 o + Gy + 52 (2 COS(2ZL‘) ny — ze ) + (y sm(2x)) y — (we™"%)

podstawiajac wspddrzedne punktu P(z = 1,y = 1,z =+/2), otrzymujemy

VV = —v2e V21, + 1, — e V21,
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b) Gradient w uk¥adzie cylindrycznym (28)

2
VV = Z;—Vl + 188‘(;1 + 8Vlz =sin¢l, + (cosqﬁ—k Z—singb) 14 — 2zcos¢l;,
p

podstawiajac wspodrzedne punktu P(p =+/2, ¢ = m/4, 2 = +/2), otrzymujemy

VV—£p+2+\/_1¢—21Z.
2 2
¢) Gradient w uktadzie sferycznym (29)
ov 10V 1 oV
V= or ity r o0 +rsin987¢1¢

1 1
=sinfl, + (COSG — —sin#sin qb) 1o + ( cot 6 cos qb) 1y,
r r

podstawiajac wspodrzedne punktu P(r = 2,6 = /4, ¢ = w/4), otrzymujemy

5 2/3-1 5
VV:\2[1T+\/;19+\4[1¢.

0.44. Dla podanego pola skalarnego f = zy + y? +x22 wyznaczy¢: a) kierunek i amplitude najszyb-
szego wzrostu pola; b) amplitude zmiany pola skalarnego f w kierunku wyznaczanym przez wektor
A = 1,. Obliczenia wykonac dla punktu P(1,2, 3).
Rozwiazanie:
a) kierunek najszybszego wzrostu pola skalarnego wskazuje gradient funkcji f (27)
of of of

V=gt t gl +£1Z:(2xy+z2) 1x+<x2+2y) 1, + 2221,

Kierunek maksymalnych zmian, dla punktu P, okresla wektor 131, + 51, 4+ 61,. Amplituda tych zmian
WYNOosi

IVf] = V132 4+ 52 + 62 = 15.17.

Amplitude zmian pola f w dowolnym kierunku wyznaczamy na podstawie zale zndgci (25). Pochodna
funkcji pola skalarnego w kierunku wskazywanym przez wektor A

5_121 =V1a = ((20y+ 22) Lo+ (22 4 29) 1, + 2021.) -1 = 202

Podstawiajac wspodrzedne punktu P, otrzymujemy df /dA = 6.

0.45. Obliczyc rotacje i gradient dla wersorow: 1,, 1,, 15 i 1.

Rozwiazanie: Niektére wersory uktadéw krzywoliniowych zmieniaja swoj kierunek w przestrzeni. A
zatem, w przeciwienstwie do wersorow ukdadu kartezjaiskiego gradient i dywergencja tych wersoréw
moga przyjmowac wartosci ré zne od zera. Na podstawie (33) i (43) mo zemy zapisa

V-1, = ;gg %, Vx1,=0,
V1, =0, V><1¢:;gg1z:;1z,
V~1T:%%—f:§, Vx1,=0,
V.1 = rsilneaij;ge :%cotG, Vxlg—%?1¢—ll¢

0.46. Dla podanych wektoréw A = 2v/2/p1, + 6cos ¢l, — 221, i B = pcos¢l, — singly + 1,
obliczy¢ ich iloczyn skalarny i wektorowy w punkcie P(z = /2,y = /2, 2 = 4).
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Rozwiazanie: lloczyn skalarny wektorow A i B
A-B=A,B,+AsBy+A.B, = 2v/2p cos ¢ — 6 cos psin ¢ — 2z.

Na podstawie (13) wyznaczamy wspédrzedne punktu P w ukdadzie cylindrycznym

V2 om
=1/ (V2)2 4+ (vV2)2 =2, = arctan — = —,
p=V (V272 +(V2) 6 =1
zatem P(p = 2,¢ = 7/4, z = 4). Podstawiajac wspotrzedne punktu P, otrzymujemy
A-B :4\/§cos% —6cosgsing -8 =-T.
Iloczyn wektorowy

AXxB=(Ay4B. —A.By)1,+ (A.B, — A,B;)14+ (A,Bop — AyB,)1,
= (6cos ¢ — 2zsinp)1, — (2p*zcos ¢+ 2V2/p)14 — (2V/2sin¢/p + 6p? cos® )1,

podstawiajac wspo4rzedne punktu P, otrzymujemy

AxB=-21,-17V21, — 131,.

0.47. Znalez¢ réwnanie ptaszczyzny stycznej i réwnanie normalnej do powierzchni V' = zy? + 2%y —
xyz W punkcie P(1,1,2).

Rozwiazanie: Wektor ro = OP = 1, + 1, + 21, wyznacza punkt stycznosci, zatem wektor V'V (r)
jest prostopad+y do powierzchni opisanej réwnaniem V' w punkcie my, a zatem réwnie z do ptaszczyzny
stycznej w tym punkcie. Gradient funkcji skalarnej V'

oV av. oV
VV = %196 + Giyly + @12 = (y* + 22y — y2)1y + 20y + 2 — 22)1, — 2yl,.

Podstawiajgc wspotrzedne punktu stycznaci
VV(I'Q) = 1x + 1y - 1Z.

Je zeli wektor miejsca r wyznacza dowolny punkt le zacy na ptaszczy znie stycznej, to wektor (r ¢)jest
prostopadty do wektora VV (). Zatem rownanie ptaszczyzny stycznej

(r—rg)VV(rg) =0.
Podstawiajac wektor wodzacy r = 1, + y1, + z1., otrzymujemy
(-1 +(y—-1)1,+(z—2)1;) - (1, +1,—1,) =0.

Zatem p4aszczyzna styczna do powierzchni V' w punkcie ry opisana jest rownaniem x+y-z=0.

Je zeli wektor miejsca r wyznacza punkt na normalnej do powierzchni w punkcie ), to wektor (r — rg)
jest rownolegty do wektora VV (x)). Zatem normalng do powierzchni V' w punkcie ry mo zna opis&
rownaniem

(r—ro) x VV(rg) = 0.
Dla wektorar = z1, + y1, + 21, zapiszemy
(r =Dl +(y -1+ (2 —2)1,) x (1, +1, —1,) = 0.
Zatem rownanie normalnej do powierzchni w punkcie rg

B-y—2)1,+(x+2-3)1,+(z—y)1, =0.
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0.48. Dla réwnah Maxwella i zasady zachowania tadunku wyrazonych w nastepujacej postaci:

OoH

VXE= —,U/E, (13.)
OF
VxH=J+e5" (1b)
V-E = g, (c)
V-H=0, (1d)
_ 9
VeJ=—2 (1e)

pokaza€, ze réwnania (1c) i (1d) mozna otrzymac na podstawie rownah 1a, 1b i zasady zachowania
tadunku (Wskazowka. Oblicz dywergencje obu stron réwnah (1a) i (1b)).

Rozwiazanie: Obliczajac dywergencje obu stron réwnania (1a), otrzymujemy

_ oV-H
=

V- (VxE)=

na podstawie to zsamd@ci V - (V x E) = 0 mo zemy zapis&

Ov-H

BN 0.

Dywergencja wektora H nie zale zy od czasu, zatem przy rozwa zaniu ruchu falowego
V-H=0.
Postegpujac analogicznie z réwnaniem (1b), otrzymujemy

oV -E
ot

V- (VxH)=V-J+¢

Na podstawie to zsamdaci V - (V x H) = 0 i zasady zachowania +adunku (1e) mo zna zapisé

OV-E _dp
ot ot
a zatem
v-E="
&

0.49. Na podstawie réwnah Maxwella przedstawionych w Zad. 0.48 pokaza¢, ze w prézni, gdzie
J=01ip =0, polaelektryczne E i magnetyczne H spetniaja nastepujgce rownania falowe:

O’E
2 _
V E — /,I/Eﬁ O,
0’H
2 _
V°H — ue 52 0.

Wskazowka. Oblicz rotacje obu stron rownan (1a) i (1b) z Zad. 0.48.
Rozwiazanie: Obliczajac rotacje obu stron rownania (1a) z Zad. 0.48, otrzymujemy

VX(VXE):VX( OH):_M‘WXH)

ot ot
Na podstawie to zsamdci wektorowej, mo zemy zapis€

Vx(VxE)=V(V-E) - VE.

41



Poniewa z mamy do czynienia z polem elektrycznym w pr6 zni (p = 0) zatem V - E = 0 (patrz réwnanie
(1c) z Zad. 0.48). Stad

o(V xH)
ot

Wykorzystujac zale zndc (1b) z Zad. 0.48 (V x H = £0E/0t) zapiszemy

V?E — i

2
V2E — ,uea—E =0.

Postepujac analogicznie dla pola magnetycznego otrzymujemy

Vx(VxH)=Vx (68—E):€M.

ot ot
Korzystajac z to zsamdci wektorowej oraz rownan V-H = 01 V x E = —udH /0t ostatecznie zapi-
szemy
0’H
V?H — pe—— = 0.
He o

0.50. Na podstawie rownania (1a) z Zad. 0.48 wykazac, ze pole E mozna przedstawi¢ w postaci:

A
E= —u%—t—W%

gdzie A jest potencjatem wektorowym (H = 1/uV x A) natomiast ® jest potencjatem skalarnym
(E=-V2).
Rozwiazanie: Dla sp6jnosci przepiszmy rownanie (1a) z Zad 0.48
_,0H
ot

Pole magnetyczne mo zemy zapis& za pomoca potencjatu wektorowego A

VxE=

H=VxA.

Wektor H mo zna zapis&€ w ten spos6b, poniewa z pozostaje spednione réwnanie V-H = 0 ((1d) z
Zad. 0.48). Latwo to pokaza€ na podstawie (40)

V-H=V-:(VxA)=0.
Podstawiajac potencjat magnetyczny A do réwnania wypciowego, otrzymujemy

B oV x A
1% ar

VXE=
a zatem
O0A
E — | =0.
Vx( +uat> 0

Na podstawie to zsamdci (39)

V x(V®) =0,
mo zemy zapis&
0A
E+p—=-Vo
thg Vo,
zatem
0A
E=—pu— V.
W~V
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0.51. Sztywny przedmiot wiruje wokot osi S z predkoScia v(z, y, z). Wykazat, ze:

Q) V.v =0,

b) Vxv=2w.

c) wyznaczy¢ w, jezeliv = z1, — y1,.

Wykorzystat zaleznoS¢ v = w x r + vy, gdzie w = al, + b1, +cl, i vy = rl, + s1, + t1, to,
odpowiednio, predkosciag katows i translacyjna. Wektor r = z1, + y1, + 21, wyznacza potozenie
wirujgcego przedmiotu.

Rozwiazanie: a) Obliczamy dywergencje predkosci liniowej v
Ve(wxr+vy) =V-(wxr)+ V-vy.

v jest wektorem statym i jego wspOtrzedne nie zale za od poto zenia, tak wiec Vg v= 0. lloczyn
wektorowy predkosci katowej i wektora poto zenia obliczamy na podstawie (8)

wxr=(bz—cy)ly + (cx — az)ly + (ay — bx)1..

Stad, zgodnie z (32)

d(bz — cy) n d(cx — az) n d(ay — bx)

Ox oy 0z =0

Ve(wxr) =

Na podstawie wynikéw czastkowych mo zemy zapis€ V - v = 0.
b) Rotacja predkosci liniowej

VX (wxr+vy) =Vx(wxr)+V Xxvy.

rotacja wektora statego V x w = 0, natomiast rotacje iloczynu wektorowego w x r obliczamy na pod-
stawie (42)

0z ox

V x (wxr) = (a(aya; br) 3(C$8; az))lx n (8(1)2 —cy) O(ay — bx)> 1,

+ <a(ch‘ — CLZ) . a(bz - Cy)>1z — 2 (alx _|_ bly +C]-Z) = 2(.()
Yy

oz 0

c) Przeksztakcajac zale zng€C z punktu b, otrzymujemy
1
w = EV XV,

zatem

1| [o(~y) Oz dy 0z B
N 2[( Oy 8z>1$+8x1y+8x12 =L

0.52. Korzystajac z twierdzenia Gaussa i twierdzenia Stokesa przeksztatcic réwnania Maxwella z

Zad. 0.48 do postaci catkowej:
OH
E-dl=— / 92 s,
%C a s Ot >

fH-dl:/J-dsH/aE.ds,
c s s Ot
1
j{E-ds:—/pdv,
S eEJV

j{H'ds:O.
s
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Rys. 23: Rysunek do Zad. 0.53

Rozwiazanie: Dwa pierwsze rownania (1a) i (1b) catkujemy obustronnie po powierzchni S

H
/S(VXE)-ds:—u/Sa—-ds,

/(VxH)-ds:/J-dere/8E-ds.
s S Js Ot

Korzystajac z twierdzenia Stokesa (45), otrzymujemy

OH
E.dl=— e
j{c d ,u/s 5 ds

%H-dl:/J-ds—ks/aE-ds.
Jo s s Ot

Réwnania (1c) i (1d) catkujemy po objetcsci V

/V(V-E)dv:/vgdv,
/V(V-H)dv:().

Na podstawie twierdzenia Gaussa (35), otrzymujemy

1
j{E-ds:—/ pdv,
S eJv

%H-ds:().
S

0.53. Na Rys. 23 przedstawiono przebieg skalarnego potencjatu elektrycznego V' (z) wzdtuz osi .
Zaktadajac, ze potencjat zalezy wytgcznie od =z wyznaczy¢ natezenie pola elektrycznego E(= —VV)
w punktach A, B, ..., F (patrz Rys. 23).

Rozwiazanie: Na podstawie definicji gradientu wyznaczamy E

ov AV
B=-VV=-5 L~ "A,
Odczytujac z Rys. 23 zmiany AV i Az w najbli zszym sasiedztwie punktow, otrzymujemy przybli zone

wartosci nate zenia pola elektrycznego

1,.

200 — 400
~ o T — 40001
AR =G5 o e T 40001
EBWO,
9250 — 150
Eo~ ——— 2221, — —920001
T T03-025" 0001,
EDQO,
350 — 250
~ o2 T g 10001
E 0.65 —0.55 - 0001,
200 — 400
Ep~—— "1 =10001,.
F 0.0 0.7 1z~ 1000
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