2 Coniche

214 X?+Y?2=1
22 X?2+Y?2=2

23 X2+Y2=3

Teorema 2.1
Sia C la curva affine X* + Y? =3, allora C(Q) = @.

Dimostrazione. Supponiamo che esista un punto razionale di C, allora possiamo scri-
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dove my, n, € Z;m,, n, € N con m,, n, dispari; &, f 2 oe (m,,2%m,) =1= (n,, 2“+ﬂn2).
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Pmcn? + n2m? =32 Pm?n? (2.1)

Se 3 > o, allora n, ¢ dispari, quindi riducendo (2.1) modulo 2 otteniamo: 1 = 0 mod 2, il
che ¢ chiaramente impossibile. Quindi 8 = o. Se riduciamo (2.1) modulo 8, notando che
m? = n} =1 mod 8 per il lemma 1.5, otteniamo

3 sea=o0
6 sea=1
2 2 o _
m;+n;=3-2" = (2.2)
4 sea=2
0 sea>2

Se a > o, allora m, ed n, sono entrambi dispari, e la parte sinistra di (2.2) &€ congruente
a 2, il che & impossibile.

Se a = 0, allora riducendo (2.2) modulo 2 otteniamo: m, + n; =1 mod 2. Percio fra
m; ed n; uno & pari e I'altro & dispari: diciamo che m, é pari. Abbiamo, per il lemma 1.5,

m, mod 8 m?} + n?>mod 8
0,4 1
£2 5



