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Vorwort

Dieses Biichlein wendet sich an Studenten der Versorgungs- und der Verfahrenstechnik. Blicher tiber
Technische Mechanik sind meistens fiir Maschinenbauer oder Bauingenieure geschrieben. In der Versorgungs-
und Verfahrenstechnik treten mitunter Probleme auf, die in den tblichen Mechanikbtichern nicht behandelt
sind. Deswegen ist dieses Biichlein so konzipiert, dass hier nur ausgewahlte Grundlagen der Technischen
Mechanik behandelt werden, die dem Versorgungs- und Verfahrensingenieur und im Berufsalltag abverlangt
werden.

Die"Statik starrer Korper" beschreibt das Wesen von Kréften und Momenten. Sie stellt weiter Methoden zur
Bestimmung des &uf3eren und inneren Gleichgewichts von Tragelementen vor. Obwohl die Rollreibung
eigentlich ein Thema der "Statik elastischer Korper" ist, wird die gesamte Reibung auch unter diesem Thema
behandelt. Ein besonderes Augenmerk gilt den typischen Tragelementen wie der Druck- und Zugstab, der
Biegebalken, der Torsionsstab und die rotationssymmetrische diinne Schale.

Die Methoden werden hinreichend exakt hergeleitet; Vereinfachungen, genormte Methoden und praktische
Kniffe bleilben den Vorlesungen in den anwendungsbezogenen Fachern vorbehalten, bauen aber auf den
vorgestellten Grundlagen auf.

Ohne regelméRiges Uben bleibt auch einer begabten Studentin oder einem begabten Studenten die Technische
Mechanik verschlossen. Deshalb ist das Uben des dargebotenen Stoffes unabdingbar.

Miinchen, den 11.11.2008
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1 Kréafteund Momente

1.1 Kraftbegriff

Volumen- und Oberflachenkréfte liegen in der Realitét vor. Linienlasten und Einzelkréfte sind I dealisierungen.

Volumenkréfte, Oberflachenkréfte und Linienkréfte missen

nicht konstant sein. Haufig sind diese Kréfte eine Funktion * F
des Ortes, manchmal auch zusétzlich eine Funktion der Zeit. !
Die Ersatzkraft fur ungleichmédige Belastungen wirkt im fi
Schwerpunkt der Belastungsfeldes. 000N
vYvvvy |y
. . . v
Die Ersatzkréfte, auch Resultierende genannt, ersetzten die AAAAAD
Kraftfelder vollstandig. v
F
Angaben Uber Kréfteim Bauwesen finden sich in der DIN Volumenkrafte Oberflachenkrafte
1055 (Lastannahmen). Andere Kréfteangaben, zum Beispiel l
von Maschinen, sind von den jeweiligen Herstellern zu F
erfragen. =
Bild 11 Art K 1 &ft Linienkréafte Einzelkréafte
ild 1.1: rten von Kréften

1.1.1 Volumenkréfte

Volumenkréfte p sind im Inneren von Korpern aktiv.

Beispiele fir Volumenkréfte sind:

* Kréfteim Gravitationsfeld

*  Zentrifugalkréfte

*  Elektromagnetische Kréfte

Die Einheit der Volumenkréfte p ist N/m? (Newton pro Kubikmeter) oder kN/ms.

Eine Dichte von einem Kilogramm pro dm? bewirkt auf der Erdoberfl&che eine Volumenkraft von 9,81 N/dm3.

Volumenkréafte von homogenen Korpern unter gleichformigen

Anziehungskréften haben ihre Ersatzkraft F im geometrischen
Schwerpunkt des Korpers. Sie weist in Richtung der Volumenkréfte. Ist
die Volumenkraft eine Funktion des Ortes, wie beispielsweise bei .
Fliehkraften, dann liegt ihre Ersatzkraft im Schwerpunkt der Funktion und P
ihre Richtung muss aus der Integration der Komponenten der vevveefy
Volumenkré&fte ermittelt werden. T

e
Bild 1.2:  Volumenkr&fte: Volumenkrafte
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1.1.2 Oberflachenkréafte

Oberflachenkréfte sind nur auf Oberflachen von Kdrpern aktiv.
Beispiele fur Oberfléchenkréfte sind:

e (Kontakt-) Pressung bei Festkérperbertihrung

*  Dricke von Flussigkeiten und Gasen (z.B. hydrostatischer
Druck)

*  Verkehrdasten von Geschossdecken (z.B. Decken von
Wohnhausern p = 1,5 kN/m?@)

Oberflachenkrafte

Bild 1.3: Oberflachenkré&fte
Die gebrauchliche Einheit von Oberflachenkraften p ist N/m2 oder kN/m2.

Oberflachenkréfte sind in der Regel nicht konstant Uber der belasteten Flache verteilt Die Ersatzkraft F greift im
Schwerpunkt des Lastkérpers an. Der Lastkorper wird dabei von der belasteten Flache und der veranderlichen
Oberflachenkraft aufgespannt

Ein Druck von 1 bar ruft eine Oberflachenkraft von p = 0,1
N/mm? hervor.

333333 Schnee
Flachenlasten werden entweder pro tatséchlicher Flache ) . )
(zum Beispiel Driicke) oder in Abhéngigkeit von deren Wind Eigengewicht
Projektion angegeben. Schneel asten werden beispielsweise
immer auf eine horizontale Projektion von Fléachen
angegeben. Unten stehend sind typische Lasten fir Décher
skizziert.

Bild 1.4: Oberflachenkrafte
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1.1.3 Linienkréafte l
F

Linienkréfte p stellen bereits eine |dealisierung von Volumenkréften
oder Oberflachenkréften dar D
B . an - . s " /
Beispiele fur Linienkrafte:

*  Gewichtdast eines Balkens

* Auflagerreaktionen von Wanden

Linienkrafte

Bild 1.5: Linienkré&fte

Die Einheit von Linienkréften p ist N/m oder KN/m.
Die Ersatzkraft von Linienkréften greift im Schwerpunkt der Lastfléache an und hat die Richtung der Linienkraft
Beispiel:

Eine Holzbalkendecke gemal? Bild 1.6 ist mit der Verkehrslast p, =
1,5 kN/m? bel astet. p+p
%

Das Eigengewicht der Bretter wird kann mit ps = 0,2 KN/m?2 und
das des Balkens mit gg = 0,075 kN/m angenommen werden.

Gesucht ist die Linienlast o, die den Balken beansprucht.

G=(pv+ps)-a+gs=
=(1,5kN + 0,2kN) - 0,6 m + 0,075 kN/m =
=1,095 kN/m

Bild 1.6: Holzbalkendecke
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1.1.4 Einzelkrafte

Einzelkréfte treten wie Linienlasten in Wirklichkeit nicht auf. Konzentrierte
Volumenkréfte oder Oberflachenlasten fasst man a's Einzelkréfte auf.

Beispiele fir Einzelkréfte:

e Gewichtskrafte von Motoren
* Auflagerpressung von Séulen

Bild 1.7:  Einzelkréafte

Einzelkrafte

Die Einzelkrafte werden in N (Newton) oder in Vielfachen davon (kN, MN, GN, ....) gemessen.

Beispiel:

Ein Holzbalken gemaR Bild 1.8 ist mit der Linienlast ¢, = 1,095
kN/m bel astet.

Der Baken ist im Abstand von L = 3 m mit Holzstitzen abgestiitzt.
Gesucht ist die Einzellast Fs, die auf eine Stltze wirkt.

Fs=05-9-L =05 1,095 kN/m -3 m=1642,5kN

Bild 1.8: Unterstiitzter Holzbalken
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1.1.5 Lastannahmen

ustich.ob

Bild 1.9: Verkehrslast von Per sonenztigen®

Die Lastannahmen im Bauwesen sind in DIN 1055 festgelegt und gliedert sich in folgende Teile:

L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L]

Teil 1: Wichten und Fléchenlasten von Baustoffen, Bauteilen und Lagerstoffen
Teil 2: Bodenkenngréf3en (z. Z. in Vorbereitung)

Teil 3: Eigen- und Nutzlasten fir Hochbauten (z. Z. Entwurf)

Teil 4: Windlasten (z. Z. Entwurf)

Teil 5: Schnee- und Eidlasten (z. Z. Entwurf)

Tell 6: Einwirkungen auf Silos (z. Z. Entwurf)

Teil 7: Temperatureinwirkungen (z. Z. Entwurf)

Teil 8: Einwirkungen wéhrend der Bauausfihrung (z. Z. Entwurf)

Teil 9: AuRBergewohnliche Einwirkungen (z. Z. Entwurf)

Teil 10: Einwirkungen infolge Krane und Maschinen (z. Z. Entwurf)

Teil 100: Grundlagen der Tragwerksplanung, Sicherheitskonzept und Bemessungsregeln

1 Entnommen aus www.|ustich.de
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1.2 Eigenschaften einer Einzelkraft

1.2.1 DieWirkungdinie

Die Beanspruchung des Balkens éndert sich nicht wenn man das Gewicht an einem kurzen (Fall A) oder an
einem langen (Fall B) befestigt (Die Masse des Seils wird vernachlassigt).

Im Fall A und B wird unten am Balken gezogen, im Fall C ‘
dagegen von oben gedriickt. A | /Bal ken B

«Auflager

Diesen Unterschied in der Beanspruchung bemerkt man
lediglich in der direkten Nachbarschaft der Lasteinleitung. ]
In einem Abstand von etwa der doppelten Balkenhohe sind 1 Seil

die Beanspruchungen in allen drei Fallen annshernd gleich. Gewichtskraft

Prinzip von St. Vernant: Wirkungslinie
Die Lasteinleitung wirkt sich nur lokal, also in ihrer =

unmittel baren Umgebung aus (Eine genauere Untersuchung C
der exakten Verhdltnisse am Lasteinleitungspunkt ist mit
einfachen Mitteln nicht moglich). |

Bild 1.10: Wirkungdlinie einer Kraft

Eine Kraft kann auf ihrer Wirkungslinie beliebig verschoben werden, ohne dass sich an ihren Auswirkungen
etwas andert. Die Kraft 18sst sich mathematisch als ein linienfltichtiger V ektor beschreiben.

1.2.2 Bewegungen verursacht durch Krafte

Die zentrisch im Schwerpunkt angreifende Kraft F, bt auf eine Scheibe, die lose auf einer Unterlage liegt,
unterschiedliche Reaktionen aus:
* wird sie nicht festgehalten, erfahrt die Scheibe eine Translation. Dabei kommt es gar nicht darauf an, ob die
Scheibe geschoben oder gezogen wird. Die Kraft muss
mindestens so grof3 sein, dass die Reibung tiberwunden \
wird. Weiter ist die Richtung der Kraft von Belang. Sie W
bestimmt die Bewegungsrichtung der Scheibe.
* wird die Scheibe im Punkt A festgehalten, erfahrt sie I

eine Rotation entgegen des Uhrzeigers. . =
«  wird sieim Punkt B festgehalten, erfahrt sie eine 1 *B
Rotation im Uhrzeigersinn. A./ . o

Der Drehsinn héngt davon ab, ob die Kraft links oder rechts Schwerpunkt\\
des Drehpunktes liegt. N

Bild 1.11: Bewegungen verursacht durch Kré&fte
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1.2.3 Mathematische Beschreibung von Kré&ften
1.23.1 Ré&umliche Beschreibung von Kréaften

DieKraft Fist also ein linienfllchtiger Vektor (Vektoren werden hier mit einem Unterstrich gekennzeichnet),
der auf seiner Wirkungslinie w beliebig verschoben werden kann. Die Wirkungslinie w kann mit der folgenden
Geradengleichung beschrieben werden. X ist der Ortsvektor vom Ursprung des K oordinatensystems zu einem
beliebigen Punkt der Wirkungslinie. Die Kraft F wird vorerst
alsfreier Vektor zu xo addiert und danach mit dem Skalar A
gestreckt.

w=X +4-F Gl. (1.1
X Xo Fx
Yy |=| Yo |+4-] Fy wo
z 2o F;

Bild 1.12: DieKraft im kartesischen K oordinatensystem

Zur Festlegung einer Kraft im Raum sind die drei Komponenten des Ortsvektors xo und drei Komponenten der
Kraft F, also sechs Angaben nétig.

Eine beliebige Kraft F kann mittels einer Konstanten ¢ gestreckt oder gestaucht werden.

F.=c-F Ist c groRer als 1, wird die Kraft F; gestreckt,

ist c kleiner als 1 aber grof3er als 0, wird sie gestaucht.
Nimmt ¢ den Wert ¢ = -1 an, dann wirkt die Kraft F, der
urspriinglichen Kraft F; entgegen.

1.2.3.2 EbeneBeschreibung von Kréften

Die Komponenten der Kraft F in die jeweilige K oordinatenrichtungen x oder y erhét man mittels Skalarprodukt
der Kraft mit dem jeweiligen Einheitsvektor g

szgl-E:[ (1) H E ] Gl. (1.2)
y
e H

oder Uber die trigonometrischen Beziehungen

|E| -cosa= [FZ+FZ - cosa Gl. (1.3) - 1 i
Fy=|F| -sina=[FZ+F -sina ezT |
| 4

Bild 1.13: Kraftkomponenten in eéinem ebenen €1 Fy X
kartesischen K oordinatensystem

Zur Festlegung einer Kraft in der Ebene sind zwei Koordinaten und zwel Kraftkomponenten, also vier
Angaben, nétig.
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1.2.4 DasDrehmoment

Die Kraft F besitzt ein Drehmoment beziiglich des Drehpunktes O (Bild 1.14 ). Das Moment ergibt sich aus
Kraft mal Hebelarm und hat die Einheit Nm. (Nicht zu verwechseln mit der mechanischen Arbeit, Kraft mal
Weg, das auch Nm als Einheit besitzt). Der Hebelarm muss senkrecht auf der Wirkungslinie stehen.

Das Drehmoment kann man dreidimensional a's V ektorprodukt berechnen.

IZ

Il
<L

N =

Il

1

X

Im

3 : Gl. (1.4)

Das Drehmoment M ist demnach ein Vektor, der sowohl senkrecht auf der Kraft F als auch auf dem Hebelarm a
steht.

Der Betrag des Moments ist |M| =|g| |E| -sin(B) | 0<p<n . Gl. (1.5)

Bei ebenen Problemen zeigt der Vektor eines positiven Drehmoments senkrecht aus der Koordinatenebene
heraus. Das skalare Moment M entspricht dabei der dritten Komponente, also der z-Komponente, des
Momentenvektors M = M . Dreht das Moment in mathematisch positivem Sinn, also entgegen der
Uhrzeigerrichtung, dann bezeichnet man es al's positives Drehmoment. Den Richtungssinn des Moments kann
man sich bildlich mit der dem Schraubenweg einer (iblichen Rechtsschraube vergegenwaértigen; mit einem
positiven Drehmoment wird eine Rechtsschraube herausgedreht.

Bei ebenen Problemen lasst sich das Drehmoment bezliglich des Koordinatenursprungs O a's skalares Produkt
aus seinen Kraftkomponenten F, oder F, mit den jeweiligen Achsenabschnitten bestimmen.

Verschiebt man den Anfangspunkt A der Kraft auf der Wirkungslinie bist zur y-Achse ergibt sich das Moment
zu

Mo=Fx-t (Fy hat diesem Fall den Hebelarm 0)
Verschiebt man den Anfangspunkt A der Kraft dann
weiter auf der Wirkungslinie bist zur x-Achse ergibt
sich das Moment zu

Mo=-Fy-s (F« hat diesem Fall den Hebelarm 0)

Bild 1.14: Drehmoment einer Kraft

Fir jeden allgemeinen Punkt A auf der Wirkungslinie berechnet sich das Drehmoment um den Punkt B zu

Mg =Fy-(Xa—Xg) —Fx- (ya—Ys)

Gl. (1.6)

Als Sonderfall berechnet sich das Drehmoment um den Ursprung O mit xg =ys =0 zu

Mo=Fy-Xa—Fx-ya

Gl. (1.7)
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1.2.5 Kréftepaar

Sind zwei Kréfte F; und E, vom Betrag gleich grofi,

entgegengesetzt gerichtet und liegen nicht auf identischen

aber parallelen Wirkungslinien w; und w,, nennt man das

System ein Kréftepaar. Bei den zwei Kréftepaaren F; - F y Es ws

und F; - F4 heben sich jewells alle Kraftkomponenten auf. E: E> a e ——

Das heif}t, bei einem Kréftepaar verschwindet die 2

eigentliche Kraft. Wegen der um den Abstand a, versetzten a '‘a. - F B 7\/;/7 B

Wirkungslinien bleibt aber ein Drehmoment der GroRe o2 as 4 e
Wi o+ W2

M=|F,|-a2=(F,| -2 A X

Bild 1.15: Kréaftepaare

Das Drehmoment ist nur vom Betrag der Krafte und vom Abstand der Wirkungslinien abhéngig. Wenn |F. | =
|E2| = |Es| = | E4| gilt, 18sst sich zeigen, dass fur das Drehmoment um den Punkt A folgendes gilt:

MA:‘|E1| 'a1+|E2| '(a1+a2):_|E2| 'a1+|E2| '(a1+a2):|E2| 'a2:|E1| a2
MA:_|E4| 'a3+|E3| ~(a3+a2)=|E3| ’a2:|E4| 'a2:|E1| "&2

Verschiebt man ein Kréftepaar oder verdreht es, so Uibt es auf einen beliebigen Punkt immer das gleiche
Drehmoment aus. Das Drehmoment ist unabhéngig vom Ort. Esist, im Gegensatz zu einer Kraft, ein freier
Vektor.
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1.3 Ersatzkrafte von Kraftsystemen

1.3.1 Ersatzkraft im zentralen Kraftsystem

In einem zentralen Kréaftesystem schneiden sich alle Wirkungslinien in einem zentralen Punkt. Beztiglich des
zentralen Punktes ist das Drehmoment Null, weil keine einzige Kraft dort einen Hebelarm besitzt. Aus diesem
Grund muss die Wirkungslinie der Ersatzkraft (Resultierende) ebenso durch den zentralen Punkt gehen.

1.3.1.1 Zeichnerische Losung

Im Lageplan werden die Wirkungslinien lagetreu
und im Kréfteplan die Kréfte langen- und
richtungstreu mal3stablich eingetragen. Alle
Kréfte werden im Kréfteplan aneinander gereiht.
Der Anfangspunkt der ersten Kraft verbunden mit
dem Endpunkt der letzten Kraft ergibt die
Resultierende. Eine Parallele zur Resultierenden
im Kréafteplan durch den zentralen Punkt im
Lageplan liefert die Wirkungslinieim Lageplan.

Lageplan Kréafteplan

Bild 1.16: Resultierende eines zentralen
Kréaftesystems

1.3.1.2 RechnerischeLdsung

Dieresultierende Kraft R ergibt sich aus der vektoriellen Addition der Einzelkréfte F.

Fx+Fx+Fx

R= Fy+Fy+Fy

R« _
Ry :|:E1+E2+E3_

Gl. (1.8)

Fir die praktische Berechnung eignet sich am besten eine Tabelle

i Fx i I:y,i FZ i
1 Fx 1 Fy,l FZ 1
2 vaz Fyyz Fz,2
3 Fx 3 Fy,s Fz 3
E Z vai Z Fy,i E Fz,i
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1.3.2 Ersatzkraft in eéinem parallelen Kréaftesystem bestehend aus zwel Kraften

1321 Zeichnerische Ldsung

Mit den beiden kollinearen, also auf einer
gemeinsamen Wirkungslinie liegenden, gleich grof3
aber entgegengesetzt wirkenden Hilfskraften H, und
H, werden zwei zentrale Kréftesysteme erzeugt und
damit die beiden Hilfsresultierenden R; und R»
erzeugt. Die beiden Hilfsresultierenden bilden wieder
ein zentrales Kréftesystem, aus dem die Resultierende
R schliefdlich hervorgeht.

Bild 1.17: Resultierende zweier paralleler Krafte

1.3.22 RechnerischeLdsung

Kréafteplan

Die GrofRe und Richtung der Resultierenden ergibt sich wie immer zu

Gl

.(1.9)

weil sich die Hilfskréfte voraussetzungsgemal’ aufheben. Die Lage der Wirkungslinie |&sst sich aus gleichen
Drehmomenten der vorhandenen Kréafte und der Ersatzkraft herleiten.

1.3.3 Ersatzkraft in einem parallelen Kréaftesystem bestehend aus zwei entgegengesetzten Kraften

1.3.3.1 Zeichnerische Losung
Die beiden gleich grof3en entgegengesetzten

Hilfskrafte fhren wieder zu einem parallelen
Kréftesystem. Die Resultierende verschwindet.

Bild 1.18: DasKré&ftepaar
1.3.3.2 RechnerischeLdsung

ReE, +H, +E, +H, =0

y AEZ
H2 “—f— H
N N '
N \
) —
\ .\ H Tl
2 \ 1
Lageplan " X Kréafteplan
M=-F;-a=-F>-a
Gl. (1.9

Das Kréftepaar besitzt keine Ersatzkraft, wohl aber ein Drehmoment. Das Drehmoment ist invariant (es
verdndert nicht seinen Wert) beziiglich eines frei gewdahlten Drehpunktes!
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1.3.4 Ersatzkraft eines parallelen symmetrischen Kréaftesystems

Die Resultierende eines symmetrischen parallelen
Kraftsystems hat ihre Wirkungdinie auf der
Symmetrielinie. y

|
! ! ! ‘
R=F +F, +..+F +F +F,+..+F l l

Gl. (1.10) X

Bild 1.19: Resultierende eines symmetrischen
parallelen Kraftsystems

1.3.5 Ersatzkraft einesallgemeinen Parallelkraftsystems
1.35.1 RechnerischeLdsung

R=F +..+F. +...+F
- -1 =i -n

Gl. (1.12)

- Gl. (1.12)

Bild 1.20: Resultierende eines allgemeinen
Parallelkraftsystems
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1.35.2 Zeichnerische Ldsung (Seileckverfahren)

Das Seileck kann man sich a's geschlossenes Seil, an dem an den Knickpunkten sowohl die gegebenen Kréfte
als auch die Resultierende angreifen. Im Kréfteplan bildet jede Kraft mit ihren anliegenden Polstrahlen (=
Seilkréfte) ein geschlossenes Krafteck. Das heildt jede Kraft steht mit ihren Seilkraften im Gleichgewicht.

V orgehensweise;

Im Lageplan werden die Wirkungslinien aller Kréfte aufgetragen.

Im Kréfteplan (Polplan) wird die Grof3e der Resultierenden aus den vorhandenen Kréaften bestimmt.

Im Kréfteplan wird ein fir das weitere Zeichnen glinstig gelegener Pol frel gewahlt.

Im Polplan (Krafteplan) sind der Pol mit dem Anfangspunkt und dem Endpunkt jeder Kraft mit einem
nummerierten Polstrahl zu verbinden. Vom Pol zum Anfangspunkt der ersten Kraft fihrt der Polstahl "0". Die
Resultierende wird vom ersten und letzten Polstrahl eingeschl ossen.

Die Polstrahlen, die eine Kraft einschlie3en, schneiden sich als Seilstrahlen auf der Wirkungslinie dieser Kraft
im Lageplan. Polstrahl und Seilstrahl sind parallel zueinander.

Der Schnittpunkt des ersten und letzten Seilstrahlsist ein geometrischer Ort der Wirkungslinie der
Resultierenden. Die Richtung der Resultierenden ist aus dem Polplan zu Ubertragen.

F 4 , ' Wirkungslinien

Polstrahlen

Pol

Seilstrahlen
Lageplan Polplan

Bild 1.21: Seileckverfahren im parallelen Kraftsystem
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Im Polplan (Krafteplan) findet sich fir jede Kraft ein Ersatzsystem. Die Kraft F; wird beispielsweise durch die
Polstrahlen O und 1 und die Kraft F, durch die Polstrahlen i und n ersetzt . Bis auf die Polstrahlen 0 und n heben
sich alle anderen Polstrahlen (Kréfte) auf. Die Kraft i findet sich zum Beispiel in der Ersatzgruppe von F und

entgegengesetzt in der Ersatzgruppe von F, . Genau die beiden Polstrahlen, die nicht ausgel dscht werden, bilden
das Ersatzsystem fUr die Resultierende.

Bild 1.22: Ersatzkréafteim Seileckverfahren
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1.3.6 Ersatzkraft einesallgemeinen Kraftesystems

1.3.6.1 RechnerischeLdsung

R=F +..+F+..+F Gl. (1.13)
y
R~
7777777777 . F
YR | X
Yy | E
<> X
Xl
X
XR

Bild 1.21: Rechnerische L 6sung der Ersatzkraft im allgemeinen Kraftesystem

n n
Das Drehmoment der Resultierendenist M = xg - Ry — Yr - Rx =_§‘i Fyi * Xi —_Z‘i Fx,i - Vi. Darauslassen sich Féle:
= i=

p
1 n
XR=R—y-i§iFy,i-xi | Re#0,Ry %0
> Gl. (1.149)
~
1 [< n
XR="7 | 2 Fyi X —2 Fxi¥i| | Re=0.Ry#0
> Gl. (1.14b)
-
1 n
yR:R_x'gin,i'Yi | R #0,Ry#0
> Gl. (1.153)
-
1 [ n
YR=TR," iZi':y,i - Xi —izin,i-yi | Re+=0,Ry=0
> Gl. (L.15b)

ableiten.
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1.3.6.2 Zeichnerische Ldsung (Seileckverfahren)

Die Vorgehensweise ist genau so wie beim parallelen Kraftesytem

E
n
J/ n
1/
F_ /
Lageplan | Polplan

Bild 1.22: Zeichnerische L 8sung des allgemeinen Kr aftesystems mittels Seileckverfahren
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1.3.6.3 Zeichnerische Ldsung (zentrale Kraftegruppen)

V orgehensweise;

* Auszwei beliebigen Kréaften,
beispielsweise F und F,, wir eine
Teilresultierende Ri, geformt und deren
Wirkungslinie im Schnittpunkt der
Wirkungslinien der beiden beteiligten E,
Kréfte fixiert. &

*  Ausder Teilresultierenden und einer e
weiteren Kraft wird eine neue 7
Tellresultierende gebildet.

* Dieser Prozess wird solange fortgefuhrt,
bis die letzte Teilresultierende mit der
letzten verbleibenden Kraft schliefdlich die
Resultierende Ersatzkraft ergibt.

Bild 1.23: Zeichnerische L 8sung des allgemeinen
Kréaftesystems mittels zentraler Kréaftegruppen

Behandlung von einzelnen Drehmomenten in
Kréaftegruppen

Jedes Drehmoment |asst sich als Kréftepaar T .
darstellen. Entweder ist die Kraft frei wahlbar, L
dann muss der Hebelarm rechnerisch ermittelt P - \V
werden oder der Hebelarm wird frei gewahlt, o

dann ergeben sich die Krafte dazu. 7 /,//

m

Sinnvoller Weise wahlt man eine Kraft des = N \
Kréftepaars so, dass eine der vorhandenen L m

Kréafte ausgel 6scht wird. Das entspricht einer ' = / F
Verschiebung der Wirkungslinie der an der 7 - “

alten Stelle ausgel dschten Kraft. Ei

<
I

Bild 1.24: Einzelmomentein allgemeinen Kr&ftesystemen
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1.4 Zerlegung von Kraften

1.4.1 Zerlegungeiner Kraft in zwei Richtungen ,

Die Kraft F lasst sich eindeutig in die beiden Richtungen 1 und 2 )/
zerlegen, wenn alle Kréfte ein zentral es Kréftesystem bilden.

E=F +FE,=w -l1+W,- 1> Gl. (1.15) E,
Das sind zwei Gleichungen mit den zwei Unbekannten A; und A,. S

Eine Zerlegung in ein zentrales Kraftesystem mit drei oder mehr
unabhangigen Richtungen ist nicht eindeutig méglich.

Bild 1.27: Kraftzerlegungin zwei
Richtungen

1.4.2 Zerlegungeiner Kraft in zwei parallele Kréafte
Esist die Kraft F und die beiden Wirkungslinien w; und w, gegeben.

V orgehensweise;

e Auf der Wirkungslinie der Kraft F werden zwei
willkurlich gewahlte Seilstrahlen 0 gezeichnet und
1 zum Schnitt mit den Wirkungslinien der noch
unbekannten Kréfte F; und F. gebracht.

* DieSchlusslinie s schlief?t das Seileck 0-1-s ab.

e Mit der Kraft F und den Polstrahlen O und 1 |&sst
sich der Polplan darstellen. Der Polstrahl s
geschnitten mit der Kraft F liefert die Unterteilung
in Fund F».

Pol

Bild 1.26: Zerlegung einer Resultierenden in zwei
parallele Kréfte
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143 Zerlegung einer Kraft in drei nicht zentrale Richtungen

Esist eine Kraft F und drei Wirkungslinien wi, w, und w3 so gegeben, dass sich die vier Wirkungslinien nicht
in einem Punkt schneiden.

V orgehenswei se;

* DieWirkungdlinie der Kraft F wird zum Schnitt mit der Wirkungslinie einer der drei Kréfte i, F. oder Fs
gebracht (hier Wirkungslinie 1).

*  Verbindet man diesen gefundenen Schnittpunkt mit dem Schnittpunkt der beiden tibrigen Wirkungslinien,
so erhélt man die CuLLmANNscHE Gerade.

* ImLageplan stellt die CuLLmanNscHE Gerade die | Cullmannsche Gerade
Wirkungslinie einer Hilfskraft C dar. Sie bildet
mit der Wirkungslinie der verwendeten Kraft F,
und der Wirkungslinie der gegebenen Kraft F ein
zentrales Kréaftesystem. Damit 18sst sich die Kraft
F in die Richtungen der CuLLMANNSCHEN Geraden
und der Richtung von F, zerlegen.

e DieHilfskraft C kann mit den bekannten Mitteln
fur zentrale Kraftsysteme in die Richtungen 2 und
3 welter zerlegt werden.

Bild 1.27: Zerlegung einer Kraft in drei nicht
zentrale Richtungen
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2 Gleichgewicht

2.1 Freheitsgrade einesKorpersin der Ebene

Will man das ebene Dreieck ABC aus der Position 1 in die Position 3 verbringen, so kann das durch eine
Verdrehung um Aca. (Rotation) um die z- Achse in die Zwischenposition 2 und eine anschlief3ende Verschiebung
(Trandation) in die x- um Ax und y- Richtung um Ay in
die gewtinschte Position 3 geschehen. Die Reihenfolge der C
Transformationsarten - Rotation vor Translation oder
Trandation vor Rotation - ist nicht gleichgliltig.

Translationen werden durch Kréfte und Rotationen durch
Momente verursacht.

Die unabhangigen Bewegungsmoglichkeiten eines starren
Korpers nennt man Freiheitsgrade. Ein ebener Starrer
Korper (Scheibe) hat in seiner Ebene zwei Freiheitsgrade
der Trandation und einen Freiheitsgrad der Rotation.

Bild 2.1: Die Freiheitsgrade der Ebene

2.2 Freheitsgrade eines Korpersim Raum

Ein dreidimensionaer Korper hat im Raum drei
Freiheitsgrade der Trandation und drei Freiheitsgrade der y
Rotation. Genauso wie fir die algemeine Trandation des
Punktes A drei unterschiedliche V erschiebungen Ax, Ay
und Az nétig sind bendtigt man fir eine allgemeine
Rotation auch drei Drehwinkel um x-, y- und z-Achse. AZTp
/‘&/
7 Ay X
A AX
z

Bild 2.2: Die Freiheitsgrade des Raumes
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2.2.1 Auflagerbedingungen
2211 BeweglicheLager

Das bewegliche Lager unterbindet die Trandation in die
Richtung des Pfeilsin Bild 2.2.3. Die Translation quer zur
unterbundenen Richtung und eine Rotation ist weiterhin
maoglich.

Dieses Auflager besitzt eine Festhaltung (Fesselung) und
zwei Freiheitsgrade.

Bild 2.3: Verschiebliches Kipplager
2212 Kipplager und Gelenke

Das Gelenk und das Kipplager unterbinden die Trandationen
in alle Richtungen. Die Rotation ist weiterhin méglich.

Dieses Auflager besitzt zwei Festhaltungen (Fesselungen)
und einen Freiheitsgrad der Rotation.

Bild 2.4: Festes Kipplager

Skizze
Gleitlager  Rollenlager Pendelstutze Aufhangung

Statisches Symbol 2 Freiheitsgrade

1 Auflagerreaktion A

A

Skizze
Gelenklager Kipplager

Statisches Symbol » 1 Freiheitsgrad

A

X

2 Auflagerreaktionen y
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2.21.3 Fihrungen und Einspannungen

Bei einer Filhrung wird ein Freiheitsgrad der Translation und der

Freiheitsgrad der Rotation unterbunden. Ein Freiheitsgrad der Skizze
Trangation bleibt erhalten. B — [m—
Fihrung Einspannung

Die Einspannung dagegen unterbindet alle
Bewegungsmdglichkeiten.
Statische Symbole
Ma 1 Freiheitsgrad Ma , kein Freiheitsgrad
o Txéi
A A

y y
2 Auflagerreaktionen 3 Auflagerreaktionen

Bild 2.5: Fiihrungen und Einspannungen

2.2.2 Statische Bestimmtheit
2221 Regdfalle

Eine starre Scheibe hat drei Freiheitsgrade in der Ebene und benétigt demnach mindestens drei Festhaltungen
um unbeweglich gelagert zu sein.

An Zwischengelenken werden zusétzlich zwel Festhaltungen aktiviert. Die Tragwerksteile kénnen sich am
Gelenk nicht gegeneinander verschieben wohl aber verdrehen.

Besteht ein Tragwerk aus n Teilen, ist die Anzahl der

Unbekannten 3 - n, die aus a Gleichungen fur stat. unbestimmt  stat. bestimmt labil
Auflagerbedingungen und z Gleichungen fir 3 v/ 3 v/ v/
Zwischenl agerbedingungen ermittelt werden. § §
e a+z=3-n> statisch bestimmt Gl. (2.1) ' L 2 & ' £
(brauchbares Tragwerk)
e a+z>3-n= statisch unbestimmt 6.2 | ==l —oxtla —omeln
(brauchbares Tragwerk,
aber nicht elementar berechenbar)
* a+z<3-n> datisch Uberbestimmt Gl. (2.3)
(Iabiles Tragwerk) - -

Bild 2.6: Statische Bestimmtheit von Tragwerken

2.2.2.2 Sonderfélle

Wenn die Gleichungen fur die Festhaltungen nicht dlich Kieine B salichkeit

unabhangig voneinander sind, dann sind die Tragwerke, die unendiien Keine Bewegungsmog '? efen
nach dem Abzahlkriterium als statisch bestimmt gelagert 4
gelten, trotzdem |abil! o (l

Dasist bei Pendelstiitzen deren Wirkungslinien sich alein
einem Punkt schneiden oder deren Wirkungslinien alle
parallel zueinander verlaufen immer der Fall.

Bild 2.7: Labile Tragwerke
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2.2.3 Gleichgewichtsbedingung

Die Kraft F greift im Schwerpunkt S der starren Scheibe auf der Wirkungslinie 1 an und hat beztiglich des frei
gewahlten Drehpunktes A das statische Drehmoment Ma = -F - aund bezuglich desfrei gewahiten Drehpunktes
B das statische Drehmoment Mg = +F - b. Der Vektor des Momentes um A zeigt in die Beanspruchungsebene
hinein, der um B aus der Ebene heraus.

Setzt man nun eine Kraft X an, die der Kraft E das Gleichgewicht hélt, dann darf die Scheibe sich weder
verschieben noch verdrehen. Das heild, nach der Addition der beiden Kréfte darf keine resultierende Kraft und
kein resultierendes Moment Uber bleiben. Andernfalls kdme es zu einer unerwiinschten Translation und
Rotation. Die Bedingung fir das Gleichgewicht bezliglich

Verschiebung lautet:

[><

=-F oder E+X=0

Ma=-E-a+X-a=0 und Me=+FE-b-X-b=0. .
Das heif}, die Kraft X muss auf der Wirkungslinie 1 b
angreifen. & F\-i
Bei Kraftsystemen gentigt es, wenn die Resultierenden im Ae

Gleichgewicht stehen. Man spricht dann von \
Gleichgewichtsgruppen. X

Bild 2.8: Bedingungen fir das Gleichgewicht

Diedrel folgenden Bedingungen sind ein hinreichendes Kriterium firr Gleichgewicht.

ZFXZO EFyZO
Gl. (2.4)

XMa=0

Gl. (2.5)

Zur Kontrolle kann eine Momentenbedingung um einen anderen Punkt, z.B. X Mg = 0 herangezogen werden.
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2231 Ermittlung der Auflagerreaktionen

22311 Rechnerische Lésung am Einfeldbalken

Drei Gleichgewichtsbedingungen liefern die drei unbekannten Auflagerreaktionen Ay, Ay und B.

Flyy-a

~ 2Ma=0=-F1y-a+Fg-L=> Fg= T

Fiyb
A IMp=0=+F1y-b—Fay-L=> Fay= 1+

- XFx=0=+F1x + Fax= Fax=—-F1x

Bild 2.9: Losung der Auflagerkréafte am
Einfeldbalken

FAx% N - 1.x 2
wl AN
ST te
N
L

Fax hat ein negatives Vorzeichen. Das heil3t Fax zeigt entgegen der urspriinglich angenommenen Richtung.

Kontrolle:
F 1vy-b F 1,y~a

t SFy=0=—F1y+Fay+Fp=—F1y+ 2 + 2= = —Fyy+F1y- (2 +2)=0

22312 Zeichnerische L6sung am Einfeldbalken

Aus den auf3eren Lasten wird eine Resultierende R bestimmit.

Die Wirkungdlinie der Resultierende geht durch
den Schnittpunkt C der Wirkungslinien beider
Kréfte F, und F..

Von der Auflagerreaktion Fg ist die Richtung
bekannt.

Die Wirkungslinie der Kraft Fa mussin dem
Schnittpunkt der Wirkungslinien der
Auflagerreaktion Fg und der Resultierenden R,
also Punkt D, liegen. Andernfalls bliebe ein
statisches Drehmoment Uiber.

Die Verbindung des Punktes D mit dem Auflager
A liefert die Wirkungslinie der Auflagerreaktion
Fa.

Bild 2.10: Zeichnerische L 6sung der
Auflagerkré&fte am Einfeldbalken
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2.2.3.1.3 Rechnerische Lésung am

Zweifeldbalken
F |
Das Tragwerk wird am Gelenk in zwei Teile zerlegt A \1 £ G C lFZ B
und fir beide Teile getrennt das Gleichgewicht 1.x
formuliert. F, l - = 7
Yy N | 45°
: . o a b 'c
Man beginnt an der Seite, an der sich die < >
Gelenkkrafte am leichtesten ausrechnen lassen. Beim Ly DL AN
vorliegenden Fall ist das Balken 1. L
Die nun bekannten Gelenkkrafte wirken auf den \El
anderen Teil, hier Balken 2, als &uf3ere Lasten und E TFG,y ‘
sind as solche in das Gleichgewicht mit — MRS S le
einzubeziehen. Fte iyl Fox o
Ay “« = | 74
Foy  TFe Fo
Balken 1 Balken 2
Bild 2.11: Rechnerische L 8sung der
Auflagerkrafte am Zweifeldbalken
Vertikale Komponenten am Balken 1:
~ EMaA=0=-F1y-Uu+Fgy-a= Fey= Flg'u
A IMG=0=+F1y- (@—U)—Fay-a>  Fay=-2Y
Vertikale Komponenten am Balken 2:
Neigung des Auflagers B 45° = Fgx = Fgy
Fiyu
~YXMp=0=+F;-v—Fc-c+Fgy-(a+b) = Fo=Fav—g (o)
Falcv)——2
nZMC:O:_FZ'(C_V)+FG’y'b+FB'y'C:> FB'y: C = :FB,X
Horizontale Komponenten am Balken 2:
Folcv)——2"
_’ZFX =0=+ FB,x + FG,X = I:G,X = _FB,X = _2+
(Fex zeigt wegen des negativen Vorzeichens entgegen der angenommenen Richtung)
Horizontale Komponenten am Balken 1:
Fa-(c-v)- Pyt
_’ZFX =0=+ FA,X + Fl,x + FG,X = FA,X = —Fl,x + C 2
Kontrolle der Vertikal kréfte:
(A N F1yu . . Fpyu .
1 ZFy:O:—F:L,y— Fot FA,y n FB,y n FC:—Fl,y CE,+ Fiy ;a u) n Fa-(c v)C = —-b i Fov+ ?: (b+c) _
S R e e R
Fl_y~(a—u) Fiy-uc Fl‘y'(afu) Fiy-u-c

:_Flyy_F2+T+ ac +F2:_Flyy_|:2+ a + acC +F2:—Flyy+Flvy:O
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224 Stabilitéat Starrer Korper

2241  Kippmoment

Wird ein Kérper K am Punkt B an einer Bewegung in der K
Auflageflache A-A gehindert und greift die Kraft F am Kérper ‘]

\
\

Uberhalb der Auflagefldche am Schwerpunkt S an, dann entsteht S
ein Kippmoment um den Punkt B. Aus der Ebene A-A ragende b FGF F
Hindernisse oder grof3e Reibung (siehe Abschnitt Reibung) kénnen Y B
Ausléser dieser Behinderung sein. A A
-

a
Bild 2.12: Kippmoment
Das maximale Kippmoment, das Ubertragen werden kann, ergibt sich aus:
Mk=-a-Fg. Gl. (2.6)

Bei F — Fma trifft die Wirkungslinie der Resultierenden der beiden Kréfte Fs und F ma den Punkt B; der
Koérper ist im labilen Gleichgewicht. Jede noch so kleine weitere Erhdhung der Kraft F 18sst den Korper kippen.

Ist die Resultierende innerhalb der Kontaktflache, so kann der Kérper K nicht kippen, er ist stabil. Unter
Umstanden kann er jedoch gleiten (siehe Abschnitt Reibung).
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3 Schwer punktsberechnung

3.1 Gleichgewichtsbedingung am Schwer punkt

Dieinfinitesimal kleine Kraft,
dg=g-dm=g-¢-h-dA, Gl. (3.2)
greift an jedem Massenpunkt der starren Scheibe mit der Dicke h in senkrechter Richtung an und hat beziiglich

des Schwerpunktes S das statische Drehmoment
dM_=rxg-¢-h-dA. Gl. (2.3.2)

Der Ortsvektor r beinhaltet die Hebelarmkomponenten x und y. r = [ ;(/ } .

Summiert man alle diese Momente dM; auf,

M =fdM =[fo-rxg-h-dx-dy, Gl. (3.3)
muss das resultierende Moment Ms Null sein, andersist das Gleichgewicht nicht gegeben.

Die Resultierende aller Kréfte ergibt sich aus

G=[fo-g-h-dx-dy. Gl. (3.4)

Ihre Wirkungslinieist eine Schwerlinie (s, s, ...).
Alle Schwerlinien schneiden sich in einem | l
Schnittpunkt, dem Schwerpunkt. | 1

S1
Wird ein Kérper in seinem Schwerpunkt G ””I
unterstiitzt, it er im (labilen) Gleichgewicht. Ces vg J,

Bild 3.1: Gleichgewichtsbedingung am { X ‘ X
Schwer punkt
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3.2 Schwerpunkt von Punktmassen

Beide Massen in Bild 3.2 besitzen bezogen auf den Drehpunkt O, dem Ursprung des K oordinatensystems, ein
statisches Drehmoment um die z- Achse wiefolgt: Mo =—X1 - Fe1 —X2 - Feo.

Eine Ersatzkraft Fs im Schwerpunkt muss um die z- Achse das gleiche Moment
Mo =—Xs - Fg =—Xs- (Fa1 + Fap) besitzen.

J
Somit ist der Abstand der Schwerlinie s, vom y % L
Ursprung xs = X:eefer Gl. (3.5) . X, |
S
IR & R
Stellt man sich nun die Gewichtskréfte nicht in @
negativer y-Richtung, sondern in negativer z-Richtung y F Foa
vor und betrachtet dagegen die Momente um die s el .
y-Achse, so ergibt sich ebenso die Schwerlinie s;.
(0] X s X
Bild 3.2: Schwer punkt von ebenen Punktmassen ° !

Betrachtet man nun die Momente um die x-Achse, bei Kraftrichtung senkrecht zur Bildflache, so ergibt sich die
Schwerlinie s,.

Genauer gesagt handelt es sich eigentlich um Schwerebenen , die senkrecht auf der Bildflache stehen.

Der Schnittpunkt der beiden Schwerlinien ergibt den Schwerpunkt S.

_ D xiFoi _ D viFa
Xs = ZFGi Ys= ZFGi

Gl. (363, b)

Bel raumlichen Punkthaufen verfahrt man mit der dritten Raumordinate z wie vorher mit den Hebelarmen x;

Z zi-Fai

&= Z Fai X
. Gl. (35¢) y |

Der rdumliche Schnittpunkt der drei ‘
Schwerebenen xs = const., ys = const. und zs = .
congt. liefert die Schwerpunktskoordinaten. 4

. d
Bild 3.3: Schwerpunkt von raumlichen 4 Fell v
Punktmassen
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3.3 Schwerpunkte von Kurven und Kurvenziigen

3.3.1 Schwerpunkt einer krummen Kurve

Das massenbel egte Bogenstiickchen ds mit der Querschnittsflache A hat die Gewichtskraft dg, skalar
formuliert, mit einer Wirkungslinie parallel zur y- Achse,

dg=dm-g=¢-A-g-ds Gl. (3.7)

Bezuglich des K oordinatenursprungs O (z-Achse) tbt Y

jedes Bogenstiick das statische Drehmoment S

dMo=—-A-g-Xx-dsaus. Gl. (3.8) Z

Die Summe der Stiickchen, also das Gesamtmoment, Ys

liefert, ‘
Mo=|dMo=|¢-A-g-x-ds. Gl. (3.9) 0 ~ X

Bild 3.4: Schwerpunkt einer krummen Linie

Die Gesamtgewichtskraft Fs betragt Fo=|0(s)-Als)-g-ds Gl. (3.10)

§Q~A~g-x-ds
T T onges

Daraus errechnet sich der Schwerpunktsabstand xs zu

Bei unveranderlichen Querschnittsflachen, homogenen Werkstoffen und konstanter Gravitation vereinfachen
sich die Formeln wie folgt:

Gl. (3114 b, c)

Die Integration entlang einer Kurve ist manchmal sehr mihselig. In kartesischen Koordinaten empfiehlt es sich
das Bogenstiick ds nach dx oder dy zu formulieren. dslasst sich nach dem L ehrsatz von Pythagoras zu

(ds)? = ()2 + (dy)® = ds= ()2 + (dy) = |1+(%)” .dx= /T+y2 - dx bestimmen.
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Beispiel: Geradenstiick

Die Funkt|on d& GeradenstUcks ist

y= f(x) = xo—xu X— xo—xu *Xut+VYu
Kontrolle:  f(Xy) = Yo% - Xu— 3% - Xu+Yu = Yu
. ™ y
f(Xo) = Yok - Xo — Yexe + Xu+Yu = Yo %
S
f'(x) = 3% y
u
Das Bogendifferential dswird zu
ds= J1+f'2 -dx= {1+ (35%)? -dx
Bild 3.5: Schwerpunkt eines Geradenstiicks
Damit wird der Schwerpunkt zu
u\2
) (S)x-ds uX 1+( ig_iu) -dx 1+ ig iﬂ )2
s = )
Js)ds Juv“(iﬁ ) o (x5 W
NEETS e R I PN E= (xo—xu>}(x(,+xu> L
= =3 =35 (Xo +Xu)

Yo—Yyu
1. 0

T Yo~ yu
XU
+ X% ) [XO Xu] { 1+( X0 xu

Xs =% - (Xo +Xy) und

Xo Xo
f yos [ (Jy? Xjuy-dx f(ig X X X XurHYu )0

? (xomx) }

YoYu [ x2 XO(
Xo—Xu ‘| "2 xu -

XO XU Xu‘*’yu) [Xlig

= A =
e W fa fa b0
u u
g Dol (g Xty rox] [ S (rox) Jxo-x (- 3 Xty Doxd
- [Xo—Xu] - [Xo—xu]
1 YoYu 1 YoYu 1
=7 Yo Xu < (X0 +Xu) — xo—xu XutYu=7% " Xoxu '(XO—Xu)+yu:E'(YO‘YU)"‘YUZ

ys=3 - (yo+Yyu)
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Beispiel: Kreisbogen

Das Problem wird am vorteil haftesten in Polarkoordinaten mit den nachstehenden Transformationen formuliert.

ylp) =r-sin(p) X(qo)zr-cos((p) ds=r-dp

P0 {4
jx-ds jr~cos(r,o)~r-dr,o
_du ju _ r(sin(go)-sin(pyu))
Xs = 9o = »0 - Po=¢u
ds r-de
?0 {4
jy~ds jr~sin((p)~r~d(p
_dudu _ r(=cos(go)+cos(pu))
yS— [ - 90 - Po—Pu
ds r-do
Pu Pu

Bild 3.6: Schwerpunkt einesKreisbogens
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3.3.2 Schwerpunkt von zusammengesetzten Kurvenziigen

Wenn der Schwerpunkt aller Teile von Kurvenziigen bekannt ist, dann kann man unter Zuhilfenahme der
Teilschwerpunkte S den gemeinsamen Schwerpunkt S bestimmen. Es wird fir jedes Kurvenstiick das
Teilmoment aus Schwerpunktsabstand um eine geeignete Achse und L&nge berechnet und alle Teilmomente
werden zum Gesamtmoment addiert. Das gleiche Gesamtmoment (lineares Linienmoment) erhat man mit der
kompletten Lange und dem Abstand des gemeinsamen Schwerpunkts.

Die Summe der Teilmomente der Kurvenstiicke um die L1
y-Achseist y
. @,
My =22: Li - X S 1),
Die Summe der Tellmomente der Kurvenstiicke um die ys e s, L,
x-Achseist S | 2 2
n S 3,
Mx =§ Li-yi o )
./XS X

Bild 3.7: Schwerpunkt eines Kurvenzugs

Das Gesamtmoment um die y-Achse aus dem vollstdndigen Kurvenzug betréagt
My =Xs % Li und das um die x-Achse aus ist
n
My =Vs 21: L;
Die Summe der Teilmomente ist identisch mit dem Moment aus dem vollstdndigen Kurvenzug.
n n
Myz%‘, Li-X :xs-§ L;

Aus dieser |dentitét lassen sich die Schwerpunktsabsténde des kompl etten Kurvenzugs wie folgt ermitteln

und Gl. (3.124a,b)
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Beispiel: Kurvenzug

Gegeben ist das U-Profil; das Koordinatensystem dazu wird geeignet (durch mdglichst viele Teilschwerpunkte)

dazu gewahlt.

Der Schwerpunkt von symmetrischen Querschnitten liegt auf

der Symmetrielinie.

In x-Richtung wird der Schwerpunktsabstand aus xs =

bestimmt.

Bild 3.8: Schwerpunkt eines U-Profils

n
2Lixi
T
n

2L
1

Sz

100

Mit nachstehendem Rechenschema lasst sich der Schwerpunktsabstand leicht berechnen.

[ Li Xsi Ysi Li - Xsj Li - Vs
1 40 0 50 0 2.000
2 100 20 0 2.000 0
3 40 0 -50 0 -2.000
)Y 180 2.000 0
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3.4 Schwerpunkt einer Flache

Fir die Bestimmung des Schwerpunktesist die Wahl eines geeigneten Koordinatensystems hilfreich. Bezliglich
dieses Koordi natensystems wird das statische Flachenmoment um die y- Achse gemai

Syzfx-dA—Jujux dy - dx Gl. (2.3.13) y 0 s
und das um dlex Achse gemal} !
S = j y-dA= J j y-dy-dx Gl. (2.3.14) % y=Ff(x)=b -2 x
berechnet b s, - 1S
2NN I e e LR
Die statischen Flachenmomente werden auch y:[ |
Flachenmomente 1. Ordnung genannt. e X
X
Bild 3.9: Flachenschwer punkt a

XoYo

Bei dem Doppelintegral Sy H x - dy - dx wird erst die innere Integration j x - dy nach y durchgefiihrt. Das

ergibt eine Saule von der vanablen unteren Grenzey, zur variablen oberen Grenze Yo mit der Breite dx. Die
Variable x ist bel der Integration in y-Richtung als Konstante anzusehen.

Yo=—8X+b
In dem vorliegenden Beispiel also: | x-dy=x-[y]5%'x+b=x-(—%-x+b)=—%-x2+b-x.
Yu)=0

Die aul3ere Integration erstreckt sich tiber feste Grenzen.

aYo

In unserem Beispiel aso S, “x dy- dx—j(— X2 4bex)dx =[x+ 8. x2]0 = ke

XoYo

Das Doppelintegral S, = | y-dA=§y[ y-dy- dxligfert S, = 22
A) uYu

Die Schwerpunktskoordinaten ergeben sich aus:

XoYo XoYo

| [recya | fyectyan

Xs = o = M Y= ot = A
Wos | g oo | Gl. (3153 b)

N

o
N

D

h<a

In unserem Fall somit xs= —— =2 undys= — = 2

2 2

Im Schwerpunkt kann man sich die gesamte Fl&che konzentriert vorstellen.
Wenn der Schwerpunkt bekannt ist, folgt umgekehrt fur die statischen Momente

Sx=Yys-A und S =xs-A
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Bezuglich jeder Achse durch den Schwerpunkt, also

bezuiglich jeder Schwerlinie ist das statische Moment Null. /\ h [\ R

Jede (auch jede schiefe) Symmetridlinieist eine ‘
Schwerlinie und somit ein geometrischer Ort des . B
Schwerpunktes. 5 - 3 VA \ Y

Bild 3.10: Schwerlinien symmetrischer Quer schnitte

Der Schwerpunkt zusammengesetzter Flachen berechnet sich zu:

_ Zsy\ in'A\ _ 234 _ ZYi‘Ai
ST D T
und . Gl. (3.16 4, b)

Dabel sind x; und y; die Absténde der Teilflachenschwerpunkte zum gewahlten Koordinatensystem. Ein
Koordinatensystem wird so gewahlt, dass moglichst viele Schwerpunkte der Teilflachen in den

K oordinatenachsen liegen und die Hebelarme dann den Wert 0" besitzen. Aussparungen sind als negative
Flachen einzusetzen.

Fir die praktische Berechnung ist folgendes Schema zu empfehlen:

i A Xi Ai-Xi Vi Ai-yi
1 Al X1 Al - X1 Y1 Al Y1
2 Az
T A A X ZAi'yi
_ZAX _ZAYL
Xs = A Xs = YA

Tabelle3.1: Berechnungsschema zur Ermittlung von Flachenschwer punkten

Beispiel:
Bestimmen Sie die Koordinaten des Schwerpunktes unten
angegebenen Querschnittes.

Y
[N
SN
I

Der Querschnitt ist symmetrisch, also muss eine Schwerachse | ———
auf der Liniey = O liegen.

Der Schwerpunkt des grauen Rechtecks liegt auf der Liniez = y @

0. Bezieht man alle statischen Flachenmomente auf die 18 [N R A -

horizontale Schwerachse des grauen Rechteckes, dann muss I 4 z
6

nur der Hebelarm des wei3en Rechtecks berlicksichtigt
werden.

Bild 3.11: Rechteckquer schnitt mit rechteckiger —12 W

Aussparung

Als Schwerpunktskoordinate ergibt sich dann:

2z -4.610
Zg = = =-1,25
sl S A 14-18-10-6
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3.5 Schwerpunkt einesKorpers

Das stati sche Flachenmoment um die y- Achse oder um
die z- Achse liefert die Schwerebene xs = const.

Bild 3.12: Schwer punkt von Volumen

XoY0zo

j x-dV j fjx.dz,dy.dx
Xs = Mj = Sevots . Analog ergeben sich die beiden anderen Ebenen zu:

J xjuyj"u azayox

X0Y0zo XoYozo

fy-dv j' y-dz dy-dx jz-dV j‘ jl 5 zdzdy-dx
Ys= ‘“} — = o und zs= (”j — = om Gl.(317a b, c)

) Xjuyju Zju dzdy-clx i\ Xjuyju Zju dzdy-cx
Bei zusammengesetzten Korpern wird wie bei zusammengesetzten Flachen verfahren.

_ 2 Xi-Vi _ 2 Yi-Vi
=3V Yo=73 v
Gl. (3.184a, b, ¢)

Dabei sind x;, yi und z; die Absténde der Teilkorperschwerpunkte zum gewahlten Koordinatensystem. Ein
Koordinatensystem wird so gewahlt, dass moglichst viele Schwerpunkte der Teilkorper in den

K oordinatenflachen liegen und die Hebelarme dann den Wert "0" besitzen. Hohlrdume sind al's negative Korper
einzusetzen.

Fir die praktische Berechnung ist folgendes Schema zu empfehlen:

Tabelle3.2:

i Vi Xi Vi Xi Yi Vi-yi Zi Vi-z
1 Vi X1 Vi-Xs Y1 Vi-y1 Z1 Vi-21
2 V,
ZVi ZVi-Xi ZVi-yi ZVi-Zi
NP VTS EPAET WA
Vi STV STOXV

Ber echnungsschema zur Ermittlung von K ér per schwer punkten
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3.6 Berechnung der Mantelflache von Rotationskor pern

1. GuLbinscHE Regel (Satz von Pappus)

Die Mantelflache eines Rotationskérpers entspricht der Bogenlénge
multipliziert mit der Lange des Weges, den der Schwerpunkt beschreibt.

A=2.7-[x-ds

Bild 3.13: Mantelflache eines Rotationskdr per s

A:2'7Z"Xs’s

Gl. (3.19)

3.7 Berechnung desVolumensvon Rotationskor pern

2. GuLbinscHE Regel (Satz von Pappus)

Das Volumen eines Rotationskorpers entspricht der Querschnittsflache

multipliziert mit der Lange des Weges, den der Schwerpunkt

V=2.7-[x-dx-dy

Bild 3.14: Volumen eines Rotationskérpers

V=2.-m-Xs-A

Gl. (3.20)
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4 Schnittkrafte

4.1 Gleichgewichtskrafte an allgemeinen Schnittflachen

Die Lasten und Auflagerreaktionen stehen zusammen im Gleichgewicht. Trennt man das Tragwerk mittels eines

beliebigen Schnittes, so ist fir jedes der beiden Teile

das Gleichgewicht nicht mehr gegeben! Nach den

Regeln fir das Gleichgewicht |&sst sich je eine F

Resultierende R, am linken und R rechten Teil des - \ E, —l
—1

Tragwerkes finden, die das Gleichgewicht an beiden
Teilen herstellt. Die beiden Schnittresultierenden R,
und Rk sind gleich grof3 und entgegen gerichtet.
Bezieht man die Resultierenden auf einen bestimmten ey

Punkt S, dann lassen sich am linken und rechten - / A
Schnittufer die so genannten Schnittkréfte - das sind R
die Komponenten der Resultierenden - als \N
Horizontalkréfte H, Vertikalkréfte V und Momente M -
angeben.

+Hﬂlsﬂosﬁéﬁ }M

los]

Bild 4.1: Definition der Schnittkr afte
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4.2 Schnittkrafte an Staben und Balken

Die Schnittkrafte an Staben und Balken werden Normalkraft N, Querkraft Q und Biegemoment M genannt.

Transformation der Schnittkréfte:
N=H-cosla) —V-sn(a)
Q=H-sn(a) +V- cosla) Gl. (4.14a,b)

Das Biegemoment M verandert sich durch ebene
K oordinatentransformationen nicht.

Bild 4.2: Definition der Schnittkrafte an
Stabtragwerken

Die Einheiten fir H, V, N und Q sind Newton und die Einheit fir das Biegemoment M ist Newtonmeter.

Jeder der freigeschnittenen Korper muss fir sich im
Gleichgewicht sain.

Fir den linken Korper beispielsweise gilt, dass alle
Kraftkomponenten, also die duRere Kraft F.4, die
Auflagerreaktion A und die Schnittkrafte Ns; und Qs; am
Schnitt S1, in zwei unabhangigen Richtungen sich
gegenseitig aufheben. Andernfalls wirde das linke Bauteil
weggeschoben werden.

Bild 4.3:  Gleichgewicht am freigeschnittenen Tell

Z Fx :OZAx+Fx|_l+Nx+QX

Weiter darf fir einen beliebig gewahlten Drehpunkt aufgrund aller einwirkenden Kréfte kein resultierendes
Drehmoment (Biegemoment) Uberbleiben. Legt man den Drehpunkt fir den linken Kérper in den Schwerpunkt
der Schnittstelle S1, dann leistet weder die Normalkraft Ns; noch die Querkraft Qs; einen Beitrag zum
Schnittmoment (Biegemoment).

2 M31=0=Ax-aAy—Ay-an+Fy|_1 a1 +M

Aus den drei Gleichungen lassen sich die drei unbekannten Schnittkréfte N, Q, M bestimmen.
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Beispiel: Schnittkrafte des Balkens

Die Gleichlast p, in N/m auf dem Balken A-B kann
zur weiteren Berechnung als Last auf einem
Hilfsbalken C-D aufgefasst werden. Der Hilfsbalken
C-D stiitzt sich links und rechts mit jeweils der
halben Resultierenden

R _ Prow
2 — 2

auf dem Balken A-B ab.

Bild 4.4:  Auflagerkréafte

Die Gleichgewichtsbedingung fur Kréfte
Y2 F,=0=-A;,-B+Ry+F;

2 Fx=0=+A-F>

und fur die Momente

ZMA=O=—%-apl—Fl-aF1+F2-cF2+M1+B-L

[

Gl [[Jem

——x S

S TB
ap1 bpl
aFl L bFl
L
pl
C D

R 'R
° ° 7& 1 2

ZMB=O=M1+F2-CF2+F1-bF1+%'(bp1+L)—Az'|-

liefert
A)( = F2

P1-ap1
M1+F2~CF2+F1~bF1+T-bp1 P1-ap1
Az= T T2

P1-ap
-M1-F2-CeotF1-ap1+—5 —-am

B= T
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Schnittkrafte am Schnitt S;

. . e P M
Am linken Teil des Balkens gilt fir das ! m N
Gleichgewicht A ‘ Ql) >
Iz F——x s

2 F;=0=-Az+p1-as+Q //:\ P F M

M,Q 1 F E 1

N ™
> Fx=0=A+N — Tm 3! r TFZ —
S1 TB
a
2 Mg =0=-A;-ag+p1-as -5 +M. as ber
ap]_/’\ bpl
=k
ag > bFl
a1
L

Bild 4.5: Schnitt am Punkt S;

Daraus berechnen sich die Schnittkrafte N, Q und M zu
Q=A;—-p1-asiag

N:_Ax
M=Az-a51—p1-a&-3751

2
Q = —M1+FL2.CF2 + Fl . (1— %) +P1- (apl — % —aS]_J
N=—F>

Mi+F2-Cr2 ar1 a3 ag
M= +F1-(1-75) +p1-|am—30 -3 | |-as
Am rechten Teil des Balkens missen sich die gleichen SchnittgrofRen einstellen.

Y F,=0=—-Q+p1-(ap—as)+F1-B
> Fx=0=-N-F;

2
2 Mg =0=-M —pl-@ —-Fi-(ari—as))+F2-cr2+M1+B-(L-as)
Daraus berechnen sich die Schnittkrafte N, Q und M zu

Q=p1-(api—as) +F1-B

N=-F>

(ap-ast) 2
M=—p;-—5— —-Fi-(ari—as)+Fz2-cr2+M1+B-(L-as)
und weiter zu

_ ), MuFoce Fq-(1 ﬂ)
Q=pi-|@m-as—zC |+~ [ +F1-(1-7
N=-F2

a2 M1 +Fo-
M=[pr- (3= 3 - )+ Fa- (1= ) 4 Mol [ ag

Am linken und rechten Schnittufer der Schnittstelle S; sind erwartungsgemal? die Schnittgrélzen gleich grof3
aber entgegengesetzt. Sie bilden eine Gleichgewichtsgruppe.
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Schnittkr &fte am Schnitt S;:

pl F FZ c M
Am linken Teil des Balkens gilt fiir das o R [ TZl‘)_,N
Gleichgewicht /< S> 3
A 0 M,
ZFZ:O:—Az+p1-ap1+F1+Q N M N
> Fy=0=A—F2+N « ('T —
ZMSZZOZ 2 TB
as2 b s
ap1 >k
=—A;-agp+p1-ap - (asi— =) + am b ot
+F1 (@ —ar)+F2-cr2+ M. a * b
F1 * F1
L
Bild 4.6: Schnitt am Punkt S,

Daraus berechnen sich die Schnittkrafte N, Q und M zu

Q=A;—pr-apm—F1
N=F2—Ax .
M:Az-asz—pl-apl-<asz—7p1)—|:1-(asz—aFl)—Fz-CFz

und weiter zu

Q:%'(M1+F2'CF2_F1'3F1_%'p1' a,z)l)
N=0

2
M=M1'aTQ'(—F2-0F2+F1-a|:1+p1-%j-(l—aTsz.)

Am rechten Teil des Balkens missen sich die gleichen SchnittgrofRen einstellen.

2. F,=0=-Q-B
2 Fx=0=-N
2 M=0=-M+M;+B-(L-ag)

Daraus berechnen sich die Schnittkrafte N, Q und M zu

Q=-B
N=0
M=M1+B-(L-ag)

und weiter zu

Q= %-<M1+F2'CF2—F1'aF1_ p1~;p1 'apl)
N=0
M=M1-aTSZ+(—F2-CF2+F1-aF1+ p1~2ap1 -apl)-(l—aT&)

Am linken und rechten Schnittufer der Schnittstelle S, sind ebenso die SchnittgroRen gleich grof aber
entgegengesetzt. Sie bilden wieder eine Gleichgewichtsgruppe.
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4.3 Schnittkraftverldufe am Druck- und Zugstab

Der Druck- und Zugstab wird nur in seiner Achse belastet. Die Belastung kann entweder eine konzentrierte
Einzellast F sein, die an einer beliebigen Stelle des Stabes angreift oder verteilte Massenkréfte aufgrund von
Gravitation p, oder Zentrifugalbeschleunigung p.

In der Praxistrifft man Stabe in Form von Stiitzen, Saulen, Streben, Fachwerken und Seilen (Zugstabe) an.

Bei Staben gibt es nur Normalkréfte N als Schnittkréfte. Druckkréfte werden al's negative Normalkréfte
bezei chnet Zugkréfte als positive Normalkréfte.

4.3.1 Funktion der Normalkr aft

Y Fx=0=-N+p(&)-dé+N+dN N »f» N-+dN
Y - - A
D - p(e) . .
K L o
F————x
Bild 4.7:  Gleichgewicht am Stabelement

X

N(x) = £ —p(&) - dé +No

Gl. (4.2
4.3.2 Loésungen fir Standardfélle
Einzellast F; (Druck) am Stabende:
X
NG) =[] 0-dz +No =F A R
0
N
F
NX) = -F; L b
Gl. (4.3)
An den Stellen, an denen eine Einzelkraft angreift, springt der Normalkraftverlauf um den B “B

Betrag der Einzelkraft. Handelt es sich um eine Druckkraft, dann ist der Sprung in die
negative Richtung, bei einer Zugkraft in die positive Richtung.

Bild 4.8: Nor malkr aftver lauf verursacht durch Einzellasten
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Eigengewicht p (Druckstab, prismatisch):
X
p&)=-p-g-A NO) =[ p-g-A-dE+No
0
Randbedingung N(x) = 0 am freien Ende, also bei x =L

L
N(L)=0=p-g-A-x| +No=No=-p-g-A-L

N(X):p.g.A.X_p.g.A.L

Gl. (4.3)

Prismatisch heif3t ein Stab, wenn sein Querschnitt sich nicht verandert. Gleichlasten, also
konstante Linienlasten, verursachen linear verdnderliche Normalkraftverl dufe. Bei grof3en

Gleichlasten erhadlt man eine steile Normalkraftline.

Bild 4.9:  Normalkraftverlauf verursacht durch Eigengewicht

Zentrifugalkraft p (Zugstab, prismatisch):

pE)=¢-p-w®-A

NGO =[ —p- @2 - A-&-dE+No
0

Randbedingung N(x) = 0 am freien Ende, bei x =L

pw2-Ax2 L p-2-AL?
N(L) = 0=~ | 4N = No = £
-2 AX? -0?-AcL?
N(x) = 5 + £

Gl. (4.5)

Linear veranderliche Linienlasten, wie sie bei prismatischen Staben von Fliehkréften
hervorgerufen werden, haben einen parabolischen Verlauf der Normalkraft zufolge.
Dort, wo die Belastung verschwindet, hat die Normalkraft eine zur x-Achse paralele
Tangente. Dort, wo die Belastung am gréféten ist, wird die Tangente der
Normalkraftlinie am steilsten.

Bild 4.10: Normalkraftverlauf verursacht durch Zentrifugalkrafte

4311 Zusammenfassung

A
L ]
X
B
[B
dN
Idx
A
\

L

An den Stellen, an denen Einzellasten wirken, tritt ein Normalkraftsprung auf. An unbelasteten freien Enden
muss die Normalkraft verschwinden. Am Auflager ist die Normalkraft gleich der Auflagerreaktion. Bei Stében
unter konstanter Gleichlast (Eigengewicht prismatischer Stabe) hat die Normalkraft einen linearen Verlauf.

Zentrifugalkréfte fihren zu einer quadratischen Funktion fir die Normalkraft.
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4.4  Schnittkraftverlauf am Biegebalken

4.4.1 Gerader Balken
4411 Gleichgewicht am Balken

Ein Balken kann mit einzelnen Einwirkungen
(Kréfte oder Momente) oder verteilten
Einwirkungen belastet sein. Die verteilte
Einwirkung p(x) wird as Lastfunktion tber der
x-Achse angegeben.

Die Belastung kann sowohl in z-Richtung

(Gravitation), als auch in y-Richtung (Wind)
wirken.

Bild 4.11: Gleichgewicht am Balkenelement

Pe0 UL
ZI FA% %F

X ¢
L L

LY

|v|< QHEHQmQ 5 M+dM

[
dx

i

1<

Das Gleichgewicht der Kréfte in vertikaler Richtung bedingt:

I 2 F2=0=-Q(X) +p(X) - dx+ Q(x) + dQ

B =-p)

Das Momentengleichgewicht um den Punkt D bedingt:

Gl. (4.6)

A Mp =0=-MX) —p(x) - dx - L + M(x) + dM — Q(x) - dx — dQ - dx

Die beiden Summanden dQ- dx und p(x) - dx - %si nd klein I1. Ordnung und kénnen vernachl assigt werden.

dM =Q(X) - dx

_

d

= Q)

G
4

ae = =P
.

Gl. (4.7)

Gl. (4.8)
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Beispiel: Gleichlast de
Gegeben: Statisches System unter Gleichlast <

Gesucht: Querkraft Q(x) und Peo=p, L LI LTI

Biegemoment M(x)

Bild 4.12: Statisches System 3 SoL
k

A

L 2(')'su ng:
d’Mx) _ QX
a2 T dx =-p(X)

Auflagerreaktionen:

Die Symmetrie der Struktur und der Belastung verlangt, dass Fa = Fg ist.
Fa=po-%

Querkraft:

Die Funktion Q(x) kann mittels direkter Integration als Anfangswertproblem ermittelt werden.
X
QX =Fa—] p(&)-dé

QX)=Fa-p-x.
Positive Querkrafte werden entgegen der positiven z- Achse nach oben gezeichnet.

Bel Einfeldtragern entsprechen die Querkréfte an den Réndern den Auflagerreaktionen Fa und Fg oder an den
Stellen, wo Einzelkréfte (Auflagerkréfte) eingeleitet werden, macht die Querkraft einen Sprung in Hohe des
Betrages der wirkenden Kraft. Der Sprung erfolgt stets in Richtung der Kraft, wenn man dem Balken in
positiver x- Richtung folgt.

Wirkt die Gleichlast po nach unten, so nimmt die Querkraft linear ab, wenn man dem Balken wieder in positiver
x- Richtung folgt.

Bei symmetrischen Belastungen und symmetrischem F ‘ N
Tragwerk ist die Querkraft in der Symmetrieachse immer A
Null.

Q-L
. . (Querkraftlinie)
Bild 4.13: Querkraftlinie

Biegemoment:

Die Lésung der DGL (Differentialgleichung) as unbestimmtes Integral ergibt
M(x) = Q(x) - dx

M(x):FA-x—p'TXZ+C

M@0)=0=C=0

M) =5 - x-(L-%)

Maximalwert ist in Feldmitte und betrégt

Mumac = M(x= 5) = 25
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An den Stellen, wo die Querkraft verschwindet, besitzt die Momentenlinie Extremwerte.

Bei symmetrischer Belastung und symmetrischem Tragwerk hat das Biegemoment in der Symmetrieachse

immer maximale oder minimale Werte.

Bild 4.14: Biegemomentenlinie

44.1.2 Schnittkraftverlaufe

An einem freigeschnittenen Balkensttick wirken
an den Randern die Schnittkrafte N, Q und M

M I +
max

M-L
(Momentenlinie)

und im Inneren die duf3ere Lasten. Fist eine

(konzentrierte) Einzellast in N, qo ist eine gleichférmige, konstante Linienlast (Gleichlast) in N/m und g, ist der
Spitzenwert einer dreiecksférmigen Linienlast (Dreieckslast) auch in N/m. Die Schnittkrafte am linken (Index
L) und rechten (Index R) Rand halten den dul3eren Lasten das Gleichgewicht. Im Folgenden werden die
Auswirkungen der einzelnen Lasttypen auf den Verlauf der Schnittkraftlinien detailliert untersucht:

Bild 4.15: Belastungen und Schnittkr afte am

Balkenabschnitt
Belastungsloser Balkenabschnitt:
In einem unbel asteten Balkenabschnitt bleiben die
Normalkraft N und die Querkraft Q konstant. Sie
verandern sich nicht.

N(X) = N|_ = NR

Q) =QL=Qr

q,

M. q
N N s 4
Sy SR

l,

F———x

Das Biegemoment M dagegen verandert sich linear. Der Zuwachs des Biegemomentes AM an der Stellex = L
ist genau so groB3wie die Flache, A = Q - L, unter der Querkraftlinie Q-L. Ist die Querkraft positiv, dann ist der
Zuwachs auch positiv. st die Querkraft negativ, dann ist der ,, Zuwachs’ negativ.

M(X) =M. +Q-x
MR=M|_+Q-L

Die Steigung der Momentenlinie M-L entspricht der
Querkraft.

Bild 4.16: Balkenabschnitt ohne Lasten

ML
Ny Qu Mr Npg
« (T }%XO QRL )H
- - .
+N

N-L N, N(x(n

+
Z
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Einzellast innerhalb des Balkenabschnitts

In einem Balkenabschnitt, der mit einer Kraft F belastet wird erfahren die Normalkraft N und die Querkraft Q
sprunghafte Veranderungen. Fur jede Schnittstelle links der Last gilt

N(x) =N_ | 0<X<Xo

Qx)=QL | 0<x<Xo

und fur jede Schnittstelle rechts der Last gilt

N(x) =N_—Fx=Ngr | Xo<x<L

QX)=QL-Fy=Qr | Xo<x<L

An der Schnittstelle der Wirkungslinie der Kraft F mit der Balkenachse X, verursacht die Kraftkomponente in x-
Richtung F« eine sprunghafte Abnahme der Normalkraft. Wirkt die Komponente dagegen entgegen der
positiven x- Richtung, dann wéchst die Normalkraft wegen des zweimaligen negativen V orzeichens an.

An der selben Stelle verursacht die zum Balken senkrecht stehende Kraftkomponente F, eine sprunghafte
Abnahme der Querkraft. Zeigt diese Kraftkomponete entgegen der positiven z- Achse, dann wéchst die
Querkraft sprunghaft an.

Das Biegemoment M verandert sich wieder linear, jetzt aber in jedem Teilbereich anders. Es gelten die vorher
besprochenen Regeln Gber Flédchen und Neigung fuir jedes Teilgebiet. Der Zuwachs des Biegemomentes AM an
der Stelle x = L ist genau so grol3 wie die gesamte Flache unter der Querkraftlinie Q-L. Der Zuwachs des
Biegemomentes von x = 0 bis X = X, betragt Q. - Xo. Ist die Querkraft positiv, dann ist der Zuwachs auch positiv.

Ist die Querkraft negativ, dann ist der ,, Zuwachs’ negativ.

Fir jede Schnittstelle links der Last gilt

M(x) =M_+QL-X | 0<X<Xo

e w . . M
und fUr jede Schnittstelle rechts der Last gilt N; (LTQL F\ F i )NILNR
M(X) =ML + QL - xo+Qr- (X—Xo) | Xo <x<L L 4)';2 Qr
oder unter Beriicksichtigung des Zuwachses N i L i
F
e
M(X) =ML +QL -X—Fz-X | xo<x<L N-L o N | Nx) . 1 Ne
My, =ML+ QL - Xo +Q ’———7I7F
oL Q|Qw) .o,

MRZMXO+QR-(L—X0)

ML Mg T
Mr=M_+QL X0+ Qr-(L—X0) M $QL<L)/QR M(x) I
— MR AM

Mr=M_+QL-L-F;-(L—xo)

Bild 4.17: Balkenabschnitt mit Einzellast
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Die bereichsweise Steigung der Momentenlinie M-L
entspricht der jeweiligen Querkraft. An einem
Angriffspunkt einer Einzellast hat die Momentenlinie
einen Knick. Wenn ein Balken ausschliefdlich durch
Einzelkréfte belastet wird, ist die Momentenlinie ein
Polygon.

Nullstellen der Querkraft fiihren zu extremen
Momenten.

Die maximalen und minimalen Werte errechnen sich
nach den vorher angegebenen Regeln.

Bild 4.18: Balkenabschnitt mit Einzellast und

Vorzeichenwechsel der Querkr aft

|

N M Qu

—(1

z

l } N
[ a b c |
< L >l
+Q
QL QI+ TFl S O Qg
o
Mmm
B M
ML M R

Einzelmoment inner halb eines Balkenabschnitts:

In einem mit einem Einzelmoment M; belasteten Balkenabschnitt bleiben die Normalkraft N und die Querkraft

Q konstant. Sie verandern sich nicht.
N(X) =NL =Ngr

Qx)=QL=Qr

Das Biegemoment M dagegen veréndert sich linear, bis
auf die Stelle, wo das Moment angreift. Dort verandert
sich die Momentenlinie sprunghaft um den Betrag des
angreifenden Lastmomentes M. Ist das Moment positiv,
dann ist der Sprung auch in positiver Richtung. Ist das
Moment negativ, dann ist der Sprung in negativer
Richtung. Der Zuwachs des Biegemomentes AM an der
Stellex=L istQ-L + M,.

M(x) =M_+Q-X | X<Xo
M(X) =ML+ Q- X+Mz | Xo<X
Mg = M|_+Q-L+|V|1

Die Steigung der Momentenlinie M-L entspricht der
Querkraft.

Bild 4.19: Balkenelement mit Einzelmoment

Gleichlast Uiber einen Balkenabschnitts:

ML M1
N ( TQL N
e
— 3
L
le S|
S >
+N
N-L
Q-L
M-L

Eine Gleichlast (Rechtecklast) p [N/m] mit den Komponenten py und p, in einem Balkenabschnitt hat eine
Resultierende Ry in x- Richtung von R, = p« - L und eine Resultierende R, in z- Richtungvon R, =p, - L.

Die Normalkraft N und die Querkraft Q verlaufen eine linear. Die Differenz der Schnittkréfte an den Randern

entsprechen den Resultierenden.

NL'NR:Rx:px'L

Seite 54




Technische Mechanik in der Gebaude- und Versorgungstechnik
Statik starrer Korper

von R. Mair, FH Miinchen, FK 05

Q-Qr=R.=p;-L

Die Funktionen N(x) und Q(x) errechnen sich aus
N(X) =NL-px:Xx=Ngr+px- (L-X)

Q) =Qu- pz-X=Qr+p:- (L-X)

Der Funktionswert der Kurven N(x) und Q(x) ergibt sich aus der Differenz des linken Randwertes und der
Uberstrichenen Lastfl&che, also der Teilresultierenden py - X und p; - X. Die Neigungen der Kurven sind - p, und

- Pz

Bei Belastungen in negativen K oordinatenrichtungen sind die negativen Zahlenwerte in die Gleichungen
einzusetzen und esist formal mit den negativen Grof3en weiter zu rechnen.

Das Biegemoment M verandert sich quadratisch. Es gelten die vorher besprochenen Regeln tber Flachen und
Neigung fur jedes Teilgebiet. Der Zuwachs des Biegemomentes AM an der Stelle x = L ist genau so gro3wie
die gesamte Fl&che unter der Querkraftlinie Q-L. Der Zuwachs des Biegemomentes von x = 0 bis x = X, betragt
0,5 [QL + Q(X0)] - Xo. Ist die Querkraft positiv, dann ist der Zuwachs auch positiv. Ist die Querkraft negativ,
dannist der ,, Zuwachs’ negativ.

Fir jede Schnittstelle x gilt:

M(x) = M + 2520 o M- 2

X2 (1 —x)2
M(X):ML"'QL'X_%ZMR—QR-(L—X)+ Dz(l_zx)

Fir den rechten Rand ergibt sich demnach:

L2
Mr=M_+QL-L-5

Die Steigung der Momentenlinie M-L an einer Stelle x ML
entspricht der jeweiligen Querkraft an der selben Ne \
Stelle. In der Mitte des Balkenabschnittes verlauft die A ( T
Tangente an die Momentenlinie parallel zu der I
geradlinigen Verbindung der beiden Momente M, und
Mg. Der ,,Durchhang” d der Momentenlinie in der

Mitte betra /Rx
itte betragt NLL N ﬂ
L Nx) N

Der Schnittpunkt der Endtangenten befindet dich im
Abstand d unter der Momentenlinie in Abschnittsmitte.

Am Beginn einer Gleichlast hat die Momentenlinie
einen stetigen Verlauf aber unterschiedliche
Krimmungen.

Bild 4.20: Balkenabschnitt mit schrager
Gleichlast
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Nullstellen der Querkraft filhren zu extremen
Momenten.

M. P Mr
Eine Querkraftnullstelle entsteht immer dann, wenn (T LT l >
fur die positive Querkraft am linken Rand und Qu Qr
positiver Belastungskomponente p, R, > Q. oder fir z k L o

die negative Querkraft am linken Rand und negativer
Belastungskomponente p, Q. > R, gilt. Der extreme Q-L
Wert fir M(X) errechnet sich nach den vorher
angegebenen Regeln zu

. M-L
Medr =ML+ = ML + 35

Bild 4.21: Balkenabschnitt mit Gleichlast und
Vorzeichenwechsel der Querkraft

Trapezlast uber einen Balkenabschnitt - steigendes Dreieck:

Zweckmalfiger Weise substituiert man hier die absolute Koordinate x durch die normierte Koordinate = x/L.
0<éx1

Die Trapezlast p(x) [N/m] hat zwel Teilresultierende

Rr = p. - L fir den Rechteckteil und eine Resultierende Rp = 0,5 - (pr - p.) - L fur den Dreieckteil. Zusammen
bilden sie die Resultierende R, die in der Schwerlinie s wirkt.

Auf die Behandlung der Normalkraft N wird verzichtet, weil sie wie die Querkraft zu berechnen ist.
Die Querkraft Q verlauft quadratisch und bei steigender Dreieckslast mit stets zunehmender Neigung. Bei

Kréaften in positiver z- Richtung ist die Querkraft eine streng monoton abnehmende Funktion. Die Differenz der
Schnittkréfte an den Réndern entsprechen den Resultierenden.

Q-Qr=Rr+Ro

Die Funktion Q(x) errechnet sich aus
Q() =Qu- pr-Xx-05- (pr-pu) - XL
QE)=Q.-Rr-&-Rp- &

Bei Belastungen in negativen K oordinatenrichtungen sind die negativen Zahlenwerte in die Gleichungen
einzusetzen und esist formal mit den negativen Grof3en weiter zu rechnen.

Der ,,Durchhang” ist Rp/4. Im doppelten Durchhang schneiden sich die Endtangenten. Weitere Tangenten
lassen sich durch fortgesetzte Halbierung der bestehenden Tangenten ermitteln.

Das Biegemoment M veréndert sich kubisch. Es gelten die vorher besprochenen Regeln Uber Fldchen und
Neigung fir jedes Teilgebiet. Der Zuwachs des Biegemomentes AM an der Stelle x = L ist genau so gro3 wie
die gesamte Fléche unter der Querkraftlinie Q-L. Ist die Querkraft positiv, dann ist der Zuwachs auch positiv.
Ist die Querkraft negativ, dann ist der ,, Zuwachs’ negativ.

Seite 56



Technische Mechanik in der Gebaude- und Versorgungstechnik
Statik starrer Korper

von R. Mair, FH Miinchen, FK 05

Fir jede Schnittstelle x gilt:

X2 0 )-x3
M) = My +Qu - x— B — i

M =Mu+(Qu-g- 382 - &)L

Fur den rechten Rand ergibt sich mithin:

Mr=M.+(Qu-5~3) L

Die Steigung der Momentenlinie M-L an einer Stelle x
entspricht der jeweiligen Querkraft an der selben Stelle.
Der ,Durchhang” d der Momentenliniein Feldmitte
betragt

d= (RR+8RD)'L _ (ER1+69L) L2

Der Schnittpunkt der Endtangenten findet sich auf der
Wirkungslinie der Gesamtresultierenden R.

Bild 4. Balkenabschnitt mit linear steigender Last

Trapezlast Gber einen Balkenabschnitt - fallendes Dreieck:

Um die Gleichen Formeln benutzen zu kénnen, lasst man die Abszisse wieder in Richtung des steigenden
Dreieckes zeigen. Die Koordinatentransformation ist dann

x=L—X und fir die normierte x-K oordinate gilt nach wievor 0< ¢ < 1.
Die Trapezlast wird wieder in zwei Teilresultierende

Rr fUr den Rechteckteil und eine Resultierende Rp, flir den Dreieckteil zusammengefasst, die wieder gemeinsam
die Resultierende R bilden. Wie gehabt wirkt diese in der Schwerlinies.

Die Querkraft Q verlauft quadratisch und bei fallender Dreieckslast mit stets abnehmender Neigung.
Die Funktion Q(x) errechnet sich aus

Q(X) =Qr+ Pr-X+0,5- (= - pu) - ¥/L

Q)=Qr+Rr-E+Rp- &

Der ,,Durchhang” ist auch hier Ro/4. Im doppelten Durchhang schneiden sich die Endtangenten.

Fir jede SchnittstelleX gilt:

%2 _pe)-%3
M(X) = Mg — Qg - X — 25 — {puopedX

YGRYRICRE St B
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Fir den linken Rand ergibt sich mithin:

ML=MR—<QL+%+%)-L

Der ,,Durchhang” d der Momentenlinie in Feldmitte ist
unabhangig von der Dreiecksform und betragt wiederum

d= (RR+§D)-L — (ER1+69L) . L2.

Der Schnittpunkt der Endtangenten findet sich auch hier
auf der Wirkungslinie der Gesamtresultierenden R.

Die Querkraftflache besteht aus einem linearen und einem
guadratischen Beitrag. Der quadratische Beitrag wird bei
einem von links nach rechts steigenden Dreieck addiert,
bei einem fallenden Dreieck subtrahiert.

AM=%-(Qu+Qr)-L+% - L=%-(Qu+Qrz"y)

Bild 4. Balkenabschnitt mit linear steigender Last
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5 Fachwerke

5.1 EbeneFachwerke

5.1.1 Einleitung

Fachwerktréger findet man im Maschinenbau bei Kranen und im Bauingenieurwesen bei Stahlbriicken und
Dachkonstruktionen. Kennzeichnend fiir Fachwerktréger ist das geringe Eigengewicht in Bezug zur
Tragfahigkeit. Der technische Vorteil wird durch einen wirtschaftlichen Nachteil (grofRerer
Herstellungsaufwand) erkauft.

5.1.2 Bezeichnungen und Tragprinzip

Die Konstruktionselemente von Fachwerken nennt man Stabe. Fir die Stabe trifft man folgende Annahmen:

*  Alle Stébe werden nur durch Normalkréfte beansprucht. Es tritt keine Biegung in den Staben auf.

*  Ein Stab kann aus mehreren Profilen zusammengesetzt sein.

* Die Stabachse liegt im Schwerpunkt des Stabquerschnitts, bei mehrgliedrigen Stében im Schwerpunkt des
gesamten Querschnitts.

* Die Schnittpunkte der Stabachsen nennt man (Fachwerks-) Knoten.

* DieStébe sind in den Knoten gelenkig angeschl ossen, andernfalls spricht man von einem biegesteifen
Fachwerk, das hier nicht behandelt wird.

* AlleLasten greifen ausschliefdlich in den Knoten an.

e Mit der Stabkraft S bezeichnet man die
Normalkraft im Stab mit der Nummer i.

* Positive Stabkréfte sind - in Analogie zu den
Normalkréften - Zugkréfte, negative Stabkréfte
sind Druckkréfte.

Bild 5.1: Bezeichnungen am Fachwerk A,
Auflagerreaktionen

5.1.3 Statische Bestimmtheit

Folgendes notwendiges Kriterium gibt Auskunft Uber die statische Bestimmtheit des Systems:

S+A>2.K statisch unbestimmt

S+A=2-K statisch bestimmt (z. B. 7+3=2-5inBild 5.2)

S+A<2-K labil Gl. (514 Db, 0)

S:= Anzahl der Stabe
A := Anzahl der Auflagerreaktionen

K := Anzahl der Knoten

Bild 5.2: Statisches System eines Fachwerks
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Man unterscheidet auch zwischen einer aufferen statischen Bestimmitheit, die sich nach den bekannten Regeln

fur Tragwerke errechnet (vergl. Abschnitt 2.2)

A+Z=3:n (3+0=3-1inBild2.6.20der4+2=3-2inBild5.3)

Z := Zwischenreaktionen (Gelenke)
n := Teilfachwerke

und einer inneren statischen Bestimmtheit, die sich gemaid

S=2.K-A (7=2-5-3inBild 2.6.2) berechnet.

DieFormel S+ 3=2-K, diein dieser oder dhnlicher Form immer
wieder verwendet wird. ist falsch!!! Der Fehler ist sofort zu erkennen,

wenn A groler alsdrel ist (vergl. Bild 5.3).

Bild 5.3: Statisch bestimmtes Fachwer k

5.1.4 Abbrechbare Fachwerke

Das Bildungsgesetz fur abbrechbare Fachwerke (einfache
Fachwerke) ist folgendermalien:

An den beiden Enden eines vorhandenen Stabes schlief3t man

je einen neuen Stab derart an, dass diese sich in einem
gemeinsamen Knoten treffen.

Bild 5.4: Abbrechbares Fachwerk

Gl. (2.6.2)

Die Stabkréafte dieser Fachwerke lassen sich elementar knotenwei se berechnen, weil an mindestens einem

Knoten nur zwei Stabe anschlief3en.

5.1.5 Nicht abbrechbare Fachwerke

Nicht abbrechbare Fachwerke (komplizierte Fachwerke)
bestehen haufig aus mehreren Fachwerkscheiben, die
miteinander verbunden sind. Das an jedem Knoten mehr als
zwei Stdbe anschlieffen, ist das Fachwerk nicht elementar
berechenbar. Zur Berechnung muss vorher ein geeigneter
Schnitt geflihrt werden.

Bild 5.5: Nicht abbrechbar es Fachwerk
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5.1.6 Nullstabe

Stabe, deren Schnittkraft S = 0 ist, so genannte Nullstébe, erkennt man an nachstehenden
Bedingungen:

I. Treffen sich in einem Knoten nur zwei nichtparallele Stébe und greifen keine aul3eren lsebe

Lasten an, dann sind beide Nullstabe. .

Bild 5.6: Nullstabkriterium a

Il. Treffen sichin einem unbelasteten Knoten drei Stabe, von denen zwei parallel sind,
dann ist der dritte Stab ein Nullstab. Wenn oben der mittlere Stab als Nullstab entfallt, Nullstabe
konnen die beiden duf3eren oben nach Kriterium a auch entfernt werden

Bild 5.7: Nullstabkriterium b

I1l. Treffen sich in einem Knoten zwei nichtparallele Stébe und greift eine duffere Kraft in Richtung eines
Stabes an, dann ist der andere Stab ein Nullstab.

F

Nullstab

Bild 5.8: Nullstabkriterium c
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5.1.7 Berechnung nach dem Knotenpunktsverfahren

Jeder aus einem Fachwerk herausgeschnittener Knoten befindet sich mit den freigel egten Schnittgréfzen
(Auflagerreaktionen oder Stabkréfte) im Gleichgewicht. Die Summe aller
Horizontalkréfte und die Summe aller Vertikalkrafte ist Null.

TV=0 Ay + Sn(0) - S =0

TH=0 Au +cos(0) - S +S, =0 "

Bild 5.9: Gleichgewicht am Knoten a

Stabkrafte werden als Zugkréfte positiv definiert. Ergibt sich aus der Berechnung ein negativer Wert, dann wird
der Stab auf Druck beansprucht.

Die Gleichgewichtsbedingungen fiihren zu einem linearen Gleichungssystem.

Beispiel: Statisch bestimmtes ebenes Fachwer ks nach dem Knotenpunktsverfahren

Knoten S S S S S Ax Av B Fi

a

ZH 0 1 0 0,7 0 1 0 0 0 0

>V 1 0 0 0,7 0 0 1 0 0 0
b

ZH 0 0 1 0 0 0 0 0 0 =(0

v -1 0 0 0 0 0 0 0 -10 0
Cc

ZH 0 0 -1 -0,7 0 0 0 0 0 0

VvV 0 0 0 -0,7 -1 0 0 0 0 0
d

ZH 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0

>V 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0

Das Gleichgewicht an den Knoten fuhrt zu den Kréften:

THy = Stab3= OkN
pAVAEN Stab 1=-10kN o = 450
SH, = Stab4= OkN (g=225°
pAVAEN Stab5= OkN
THy = Stab2= OkN
pAVIEN Fe = OkN
SH,= Faw = OKN
pAVIEN Fav = 10kN

Bild 5.10: Ebenes Fachwerk
Hétte man die Nullstabkriterien angewandt, kdme man schneller zu diesem Ergebnis (versuchen Sie ‘sl).

In abbrechbaren Fachwerken lassen sich die Gleichungen unabhéngig voneinander |6sen, wenn die
Auflagerreaktionen bekannt sind.
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Bei nicht abbrechbaren Fachwerken erhé@t man ein lineares Gleichungssystem in der Form

a; ap a3 - - - am St FaH
Ay Az ax - - - an S Fav
an . . . e . . FbH
=| Fov,
Fan
I:Av
L am - ""ann-'FB'
A-S=F, Gl. (5.3)

das mit dem Gaussschen Algorithmus gel 8st werden kann.
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5.1.8 RITTERsches Schnittverfahren

Schneidet man das Fachwerk durch hdchstens drei Stabe, von denen sich nicht mehr als zwei in einem Knoten
treffen, in zwei unabhangige Teile, so wird dieser Schnitt als RITTERscher Schnitt bezeichnet.

M=o liefert S
>M¢=0 liefert S
RITTERscher Schnitt
XMp=0 oder
H=0 oder
V=0 liefert S

Bild 5.10: RITTERscher Schnitt
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5.1.9 Cremona-Plan

Beim Cremona-Plan handelt es sich um ein graphisches Verfahren. Wenn man die Reihenfolge der Kréfte, die
an einem Knoten angreifen, in einem festen Umlaufsinn (z. B. in mathematisch positivem Sinn, Fau, Fav, S, S1)
aufzeichnet, dann lassen sich alle Kraftecken in einem einfachen Gesamtschema - dem Cremona-Plan -
darstellen.

Bild 5.11: Cremona-Plan
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Beispiel: Abbrechbares Fachwerk

Fir das skizziere Fachwerk mit den Einzellasten F; = 20 kN iFl

und F, =20 kN sowie den Abschnittdédngen a=2 m sind T - !

folgendes zu bestimmen: a 2

e Fachwerktyp * 5 N, v

» die duRere und innere statische Bestimmtheit "Ne |7

e die Auflagerkréfte a4 o DN X

¢ Nullstdbe * e . 7

N Schnittkraft im Stab 8 a 2 ~ 13 45 18

*  mogliche Startknoten zur Berechnung 4 A L2118 18
\l VIl X B =

L osung: c—a—k—a—x—a—k—ak—ak—a—

Es handelt sich um ein ebenes abbrechbares Fachwerk.

Den drei unabhangigen Freiheitsgaden der Ebene (zwei Transationen und eine Rotation) stehen drei
unabhangige Fesslungen gegeniiber. Das Fachwerk ist statisch bestimmt gelagert. Die Anzahl der Stébeist
zweimal der Anzahl der Knoten - 3. Das ebene Fachwerk ist innerlich statisch bestimmt.

Auflagerkraft Fa:

2XMg=0=F;1-6-a+F2-a-Fayv-3-a

Fav = 20kN- £ =46, 66kN

>H =0=+F2+FA,H

Fan =—20kN

Fa= [FAv+Fan = 46,662 +20% kN=50,77kN

Die Auflagerkraft Fa ist eine Druckkraft 1

Auflagerkraft Fg:

7 NLJI/Istab
Y>Ma=0=F;-3.-a+F;-a+Fg-3-a R, y

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
/
|
|
|

Fg=—20kN - 4 =26, 66kN

PPN WO
N
|
1

Die Auflagerkraft Fg ist eine Zugkraft und zeigt nach unten i / FBL
k—a—k—a—k—ak—a—k—a—k—a—i

Kontrolle:

2Fyv=0=-F1+Fav+Fg=—20kN + 46, 66kN — 26, 66kN = OkN
Nullstébe siehe Skizze.

RiTterscher Schnitt durch den Knoten V
SMy=+F1-2-a-%-./2 -a

Sg = 20kN - % = +28, 28kN (Zugstab)

Die Berechnung kann an den Knoten | oder X1 begonnen werden.
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6 Dunnwandige Rotationsschalen

6.1 Geometrische Zusammenhéange

Die allgemeinste regelméaliige Rotationsschale ist die Torusschale. Aus der Torusschale lassen sich alle
technisch wichtigen Schalenformen wie Kugel oder Zylinder ableiten. Aus dem Grund werden die bendtigten
Formeln erst fir den Torus hergeleitet.

Die raumlichen Toruskoordinaten werden durch die drei unabhangigen orthogonalen Richtungen o, v, r
aufgespannt (Bild 2.9.1). Der Radius R ist konstant und stellt keine unabhéngige Koordinate dar.

Wenn der Radius r konstant zu r = r,gehalten wird, dann entsteht eine Flache, die wie ein aufgeblasener
Schwimmreifen aussieht. Aus den Koordinatendiffentialen lassen sich Bogenlangen auf dieser Fléchein die
zwei Ubrigen Koordinatenrichtungen errechnen.

Die Bogenlénge auf einem Breitengrad bestimmt sichzu  dsy,, = (R+r,-sin(y)) - dp Gl (6.1a)
und die auf einem Langengrad zu dsyy, =ro-dy Gl (6.1b)

Die Torusflache ist doppelt gekrimmt. Fir jeden Punkt dieser Flache lassen sich zwei Krimmungen, die
extremal werden, angeben. Diese Kriimmungen, die senkrecht aufeinander stehen, nennt man
Hauptkrimmungen. Die Kehrwerte sind die Hauptkrimmungsradien.

Am leichtesten |&sst sich der kleinere Hauptkriimmungsradius in Richtung des L angengrades zu

ro=ro Gl (6.2b)
angeben.
Der grof3ere Hauptkrimmungsradius zeigt in Richtung des Breitenkreises und betrégt
_ R
rl—ro+m. Gl (6.23)

Die beiden Winkel 6ffnungen beziehen sich auf die Hauptkriimmungsrichtungen.

In Richtung des Breitenkreises 6ffnet sich der Winkel ¢ gemaf?

dSWW
d¢ =777 - R+r sin(y)

Unter Zuhilfenahme von Gl (6.1a) ergibt sich
dep = sin(y) - do. Gl (6.39)

Der Winkd in die zweite Hauptrichtung veréndert sich
nicht.
dy =dy. Gl (6.3b)

N Breitengrad

Bild 6.1: Schalengeometrie ;
Léngengrad

(Meridian)
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6.2 Gleichgewicht am Flachenelement in Normalenrichtung

An dem Flachenelement ds,, - ds,, greift eine aus dem
inneren Uberdruck p resultierende Druckkraft dF in der
Mitte des Elements und Schnittkréfte n an alen vier
Réndern an. Diese Schnittkréfte ne, und ny, sind
Linienlasten in N/mm verteilt Uber die jeweiligen
Schnittrander. Dividiert man die Schnittkrafte durch die
konstante Schalendicke h, erhdlt man die
Membranspannungen ¢. Die Membranspannungen G,
und oy, Sind Normal spannungen und weil keine
Schubspannungskomponenten vorhanden sind, sind sie
zugleich die Hauptspannungen c; und c..

Bild 6.2: Bezeichnungen der angreifenden Kréafte

Npp =gy h
o= New __ New
WY T dsy, — (Rer-sin(y))-dp

Nyy =yy - h

Die Druckkraft dF ergibt sich a's Produkt von NN, \
Flache und innerem Uberdruck.

<::;:; W)

dy —

N@(;rdN

s [,

N‘I"I’ J\V NV‘I-'/—dN‘VW

dF

Bild 6.3:

dF =p-dsy, - dsy,

Gleichgewicht am Schalenelement in Nor malenrichtung

Am Gleichgewicht der Kré&fte in Richtung der Flachennormalen sind die Resultierende Druckkraft dF und die
Komponenten der Schnittkréfte in Richtung der Flachennormalen beteiligt.

dF = (Npy +dN,,) - sin(% ) =Ny, - sin(% ) -

~(Nyy +dN,,)-sin( %) =N, -sin(%) =0

Die Rotationssymmetrie bedingt dNy, = 0

Seite 68




I1.

I:

Technische Mechanik in der Gebaude- und Versorgungstechnik
Statik starrer Korper

von R. Mair, FH Miinchen, FK 05

sn(£)~% ANy, - dy — 0

P+ dSyy - ASyy —Npyp - ASyyy - A — Ny - ASyy, - dyy =0

p-r-dy-(R+r-sin(y)) - dp—
_nww'r'dW'gn(U/)'d(”_
—Nyy - (R+1-8in(y))-dp-dy=0

Nyy-sin(y) Nyy

= TRersn(p) T T

Schnittkraft in Richtung Breitenkreisin N/m
Schnittkraft in Richtung Meridian in N/m
Krimmungsradius des Breitenkreises

Krimmungsradius des Meridians

(klein 2. Ordnung)
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6.3 Schnittkrafte an typischen Rotationskoér pern

6.3.1 Torusschale

Das Gleichgewicht zwischen der Schnittkraft in Meridianrichtung und dem Innendruck wird komponentenweise
betrachtet.

Der resultierende senkrechte Druck auf den gedachten n\,‘,Kreisri;;g, .
Kreisring des Wasserkorpers entspricht der senkrechten i ﬂ i
Komponente der umlaufenden Schnittkraft ny,, K
Bild 6.4: Gleichgewicht an der Torusschale
p-7-[(R+r-sin(y))?-R2]=2-7- (R+r-sin(y)) - n,, - sin(y)
p-[2-R-r-sin(y) +r?-sn?(y)] =2-ny,, - [R-sin(y) +1 - Sn?(y)]
_ pr{2Rersin(y)]
Yy = 2[Rtr-sin(y)]
Die Schnittkraft in Breitenkreisrichtung ergibt sich aus
Ngp | Nyy Npp-sin(y) Nyy
P=7rt+7 P=TRirsny T T

_ Nyp-sin(y) p-[2-Rtr-sin(y)]
~ (Rtr-sin(y)) + 2[Rtr-sin(y)]

p-2-[R+r-sin(y)] =2-n,, - sn(y) +p-[2- R+r - sin(y)]

Kontrolle: Gleichgewicht am Meridianschnitt

P-r2-m=nyy-2-7-1 Npp = 5
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6.3.2 Kugelschale

pr[2-Rtr-sin(y)] _
Nyy = m(aus TOI’US), R=0

Schnittkraft in Meridianrichtung

Bild 6.5: Schnittkré&fte an der Kugelschale

Kontrolle: Gleichgewicht am Aquator

p-l’z'ﬂZnW,-Z‘ﬂ-l’ =2

Schnittkraft in Breitenkreisrichtung
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6.3.3 Zylinderschale
pr[2-Rtr-sin(y)]
Nyy = m(aus TOI’US), R— o<

Schnittkraft in Umfangsrichtung

Bild 6.6: Schnittkréafte an der Zylinder schale

Schnittkraft in axialer Richtung

Kontrolle: Gleichgewicht an der Halbschale

P-2-r=ny,-2 Nyy =P-T
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6.3.4 Kegelschale

Schnittkraft in Richtung der Mantellinie D
X der Vertikalkrafte=0

p.rz.n:nww.cos(l//).z.n-.r

Bild 6.7: Kegelschale

__pr
Nyw = Scosy)

Schnittkraft in Umfangsrichtung

>
)
<

g
I
©

r —;
17 "cosly)
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6.3.5 Aufgaben
1. Aufgabe:

Berechnen Sie die Schnittkréfte fir eéin Rohr da = 51 mm, s= 10 mm bel einem Innendruck von 200 bar nach
der Theorie der diinnwandigen rotationssymmetrischen Schalen.

2. Aufgabe:

Bestimmen Sie die Schnittkréfte in eéinem Rohrbogen. Der Rohrauf3endurchmesser d, ist 51 mm, und die
Wanddicke s betragt 4 mm. Der Kriimmungsradius sei 500 mm, der innere Uberdruck 10 bar. Die Wanddicke s
kann fiir die Berechnung naherungswel se konstant angenommen werden. Wie andert sich die Schnittkréafte,
wenn der Druck auf 100 bar anwéchst?
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7 Reibung

7.1 Haftreilbung

Wenn Kérper relativ zueinander in Ruhe sind und ein i
gegenseitiger Anpressdruck vorhanden ist, dann kénnen Fo
parallel zur Berihrungsflache Reibungskréfte Fr Ubertragen Fr =

werden. Die maximal Ubertragbare Reibungskraft wéachst «—
proportional zur Anpresskraft Fe.

Bild 7.1: Haftreibung zwischen zwei starren Korpern Fr

Frmax =p0-Fc

Den Proportionalitétsfaktor p, nennt man Haftzahl, Haftreibungskoeffizient oder Reibungsbeiwert der Ruhe.
Solange eine angreifende Kraft F kleiner ist als Frm findet keine Relativbewegung zwischen den beiden
Korpern statt.

Uberschreitet die Kraft F die maximale Reibungskraft Frma, Wird der Verbund der beiden Korper aufgebrochen
und die beiden Kontaktfldchen gleiten aufeinander.

Haftreibungskoeffizienten po:

* Metal - Metall 0,2
* Metal - Holz 0,5
* Maetal - Eis 0,03

7.1.1 Reibungskegel, Reibungskeil

Solange aber die Ersatzkraft R, resultierend aus Fs und F4, nicht den
Reibungskegel (3D) oder Reibungskeil (2D) mit dem halben
Offnungswinkel po (o = tan(po) )nicht tiberschreitet, wird auch die

Haftreibung nicht Uberschritten und der Korper bleibt liegen. Sobald =
die Resultierende R auf3erhalb der Reibungskegels fallt, wird der W
Koérper in Richtung F; mit der antreibenden Kraft F; - Fr ‘
beschleunigt. 0
F v
6 R

Bild 7.2: Reibungskeil
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Bel schiefen Ebenen erzeugt die Normalkraft Fy den Anpressdruck, der senkrecht zu der Ebene A-A wirkt. Die
Normalkraft Fy ist eine Komponente, die Hangabtriebskraft F die andere Komponente, in welche die
Gewichtskraft Fe zerlegt wird. Uberschreitet die Hangabtriebskraft Fy

Fn =Fg-sn(go)

die Haftreibungskraft Fr

Fr=uo-Fn=uo-Fg - cos(po) A
beginnt der Kérper zu gleiten. Im Grenzfal gilt '
Fu=Fr

Fo - sin(po) = tan(po) - Fe - coslpo) = F - Sin(o) Po

Bild 7.3: Praktische Bestimmung des Reibungswinkels
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7.1.2 Selbsthemmung

Unter Selbsthemmung versteht man das statische
Gleichgewicht unter Berticksichtigung von
Reibungskréften. Fur die dargestellte Leiter giltim
Gleichgewichtsfall:

Bild 7.4: Selbsthemmung am Beispidl einer Leiter

Y Fx=0=Ac—Bx
2 Fx=0=Ay+By—Fg
2. Ma=0=Bx-L-sin(a) +By-L-cosla) - Fg - a- cos(a)
Reibungskréfte Ax <uoa- Ay und By <uop - Bx
Ax—Byx=p10n-Ay—Bx=0
Ay+By—Fo=Ay+um-Bx—Fc=0| -7k

Ay Fe
T T Bx= Lo

Ay

= THuoatos  Ltuoanos

(statisches Gleichgewicht im Grenzfall, dass die Reibung voll ausgenutzt wird)

B, = —Bx~L'Sirll_(.(;)0";:aG)’a’cos(a) <pos - Bx

Fg B, — uoaFe
X

F
—tan(a) + F(: . % <uoB

Ltuoaos  a
tan(a) <~ "L —MoB

ten(a) < 755 - £ + 50 - poe

Aulerhalb des dunkel markierten Bereichesist kein
Gleichgewicht fur die Lage der Kraft Fc mdglich

Bild 7.5: Mgliche Gleichgewichtslagen der Leiter
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7.2 Gleitreibung (CouLomasche Reibung)

Im Gegensatz zur Haftreibung, wird bei der Gleitreibung
Energie umgewandelt. Der Gleitreibungskoeffizient  ist s ; F
geringer as der Haftreibungskoeffizient L. l — F TE

Bild 7.6: Gleitreibung

Fr=p-Fn

7.2.1 Hangabtrieb

An einem Korper auf einer reibungsbehafteten schiefen
Ebene treten folgende Kréfte auf :

XFx=0=—F-cos(f) +Fg-sinlp) £ Fr

EFy:O:—F-sin(ﬂ)—Fg-cos(go)+FN

Bild 7.7: Krafteam Korper auf einer schiefen Ebene
mit Reibung

Fn=F-sin(8) +Fg - coslp)

tFr=1u-Fn=*tan(p) - Fn

+Fr=+tan(p) - (F- sin(B) + F - cos(p))

0=—F- cos(f) +Fg - sin(p) +tan(p) - (F - Sin(f) + Fg - cos(p))
F - (cos(8) Ftan(p) - sin()) = Fg - (sinlp) + tan(p) - coslp))

F=F sin(p)+tan(p)-cos(p) = sin(p)+u-cos(p)
= VG “cos(p)Ftan(p)-sin(B) — ' C " cos(B)Fu-sin(p)

Die aberen Vorzeichen gelten fur die Aufwértsbewegung, die unteren Vorzeichen fur die Abwéartsbewegung.
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Sonderfélle:
Kraft Fist parallel zur Ebene, adlso B =0

F =Fg - (sin(p) + tan(p) - coslp)) = F - (sinlp) + 2 - cos(p))

Kraft Fist parallel zur Ebene, aso B = 0 und ¢ sehr klein

F=Fg-tanlp+p)

Kraft F wirkt horizontal, also ¢ = B

F=F sin(B)+tan(p)-cos(B) _ E sin(B)+u-cos(p)
= TG cos(B)Ftan(p)-sin(p) — ' G " cos(B)Tu-sin(h)

_ tan(p)ttan(p)
F=F6* Fangranip = Fo " tan(fe)

In dem Fall, in dem die Kraft F negativ ist, reicht der Hangabtrieb zum Gleiten nicht aus. Esliegt dann ein Fall
von Selbsthemmung vor.
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722 Kaell

I

Die Fragestellung bei diesem Problem ist: Welche
Kraft F bendtigt man um den Block mit der
Gewichtskraft Fg anzuheben?

Separiert man die beiden Kdrper A und B, lassen sich
zwei zentrale Kraftsysteme formulieren. Im
Kraftsystem, das am Koérper B wirkt errechnet man mit
der gegebenen Kraft Fs die beiden Reibungskrafte Frs
und Frae, @m Korper A danach mit der inmittels
bekannten Kraft Frag Reibungskraft Frs und die
gesuchte Kraft F.

Bild 7.8: Kréafteam Keil mit Reibung

7.2.3 Schraube

Die Fragestellung bei diesem Problem ist: Welche Anpresskraft F wird mit der Schraube ausgelibt, wenn sie
mit dem Moment M = Fy - a angezogen wird?

Bei der Drehbewegung gleitet das Rechteckgewinde den Hang mit dem Neigungswinkel oo empor. Die
benétigte Schubkraft Fsist

Fs=F-tan(a+p).

Oder umgekehrt

F=Fs-cot(a+p).

Ersetzt man den Hebelarm r von Fs durch ader Kraft
Fu erhd@t man

F=Fum-2-cotlatp).

(+: anziehen, -: 16sen)

Bild 7.9: Kréafte an der Schraube mit Reibung
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7.2.4 Seilreibung

Zwischen dem Seil (Riemen, usw.) und der kreisrunden
Rolle der Breite b wirkt der Anpressdruck

__dFy
Oxx = Trdy *

Bild 7.10: Kr&fte am umgelenkten Seil mit Reibung

Dieser bewirkt eine maximale Schubspannung c,, von

_ _ dFn
Oxy=HU0O*Oxx =HO* b-r-dg

und die maximale resultierende Reibkraft dFs
dFr=0xy-b-r-dp=po-dFn.

Das Gleichgewicht in x- Richtung fuhrt zu
dFn=F- sin(d—zq’) +(F+dF)- sin(d—zq’)

Wenn man die Néherung sin(o) = o, die fir kleine Winkel zutreffend ist, einfihrt und dF - do as klein zweiter
Ordnung ansieht, ergibt sich Folgendes

dFn=F- dp.

Das Gleichgewicht in Umfangsrichtung verlangt
F+dFr=F+dF
dFr=dF
uo-dFy=dF

to-F-dp=dF,
mit der Lésung

(4% F1
po-§ dp={ E
@2 F>
o+ (p1—02) =In(F1) —In(F2),

also

o entspricht dem Offnungswinkel zwischen ¢; und ..
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7.3 Rollreibung

Bild 7.11: Kréfte bei der Rollreibung

Die Rollreibung ist wesentlich geringer als die Gleitreibung. Sieist as Kontaktproblem zwischen zwei
elastischen (plastischen) Kérpern zu betrachten.

Die Verformung des Untergrundes bewirkt, dass sich der Angriffspunkt der Auflagerreaktion um den Betrag f
in Bewegungsrichtung verschiebt. Das antreibende Moment  F - h muss das riickstellende Moment Fg - f
Uberwinden.

Der Hebelarm des Rollwiderstandes f hangt von der Steifigkeit der Rolle (Kugdl) und der Unterlage ab. Harte
Werkstoffe besitzen geringe Rollwidersténde.

Bel Kugellagern erreicht man Werte von tan(p) = 0,002.

Fr=ur-Fc
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7.4 Reibungin Schuttgutern

Wenn Schiittgiter, wie bei spiel sweise trockener

Sand, zu einem Kegel aufgeschiittet werden, dann

stellt sich ein Winkel der inneren Reibung ¢ ein. trockener Sand Graben | R /A
Bei Sand und Kies betrégt dieser Winkel 30° - 35°. T1 7
Rundkérniger Sand bildet flachere (30°) Kegel h F o IH
Schotter steilere (40°) Kegel aus. In bindigen 1 Erdreich
Bdden (Ton, Lehm, Mergel, ...) sind die Winkel A 12
wegen der Kohésion steiler. \ -

S

Ab einer gewissen Tiefe sind Graben fir
Versorgungsleitungen beim Ausschachten zu
sichern (Arbeitsschutz- und
Unfallverhitungsvorschriften). Die Kréfte auf den
Grabenverbau lassen sich wie folgt abschétzen.

l m |
22

Bild 7.12: Kraftebe der Reilbungin

Schiittgitern
Der Gleitkeil A mit der Grabenlange b, der unter dem Winkel y auf den Verbau driickt hat das Gewicht
Fe=%-h-h-cot(y)-b-p-g (g~10mM/s)
Boden besitzen eine Dichte p von etwa p = 2 t/m?.
Die Erddruckkraft Fe ist in Abhangigkeit des Gleitwinkelsy
Fe=Fg-tan(y—p)=%-h2.b-p-g-cot(y) - tan(y — @)

Variiert man den mdglichen Gleitwinkel vy, so stellt sich bei einem gewissen Winkel eine grétmagliche
Erddruckkraft Fe ein. Die Bedingung fir den Extremwert ist

dFe() 1 cot(y) tan(y—p)
;y} =0= 2" h2. b-p- g [ cosz(yy—(p) - sing(y) ]

cot(y)  _ tan(y—g)
cos?(y—p) ~  sn?(y)

sin(y) - cosy) = sin(y — ) - cosly — )
sn(2-y) =sn2- (y-¢))
2.y=180°-2-(y—¢) y=45°+%.
Somit wird die maximale Erddruckkraft Fema zu
Femax =5 -h2-b.p-g-tan2(45°— %)

Der Erddruck e nimmt wie der hydrostatische Druck p mit zunehmender Tiefe zu. Bei Annahme einer linearen
Verteilung erhdlt man den Erddruck e aus Fema ZU

F E max :% -h-b-ema
emax =h-p-g-tan?(45° - %)
eist der Erddruck in N/m?,
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[ e2)=z-p-g-tan?(45° - %) J
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