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Раздел I. Основы теории чисел

§1.1. Алгебраические операции на множестве целых чисел. Делимость целых чисел

Наиболее популярными числовыми множествами являются следующие:

N – множество натуральных чисел,

Z – множество целых чисел,

Q – множество рациональных чисел,

R – множество вещественных чисел,

C – множество комплексных чисел.

Они связаны следующим отношением включения: N
[image: image1.wmf]Ì

Z
[image: image2.wmf]Ì

Q
[image: image3.wmf]Ì

R
[image: image4.wmf]Ì

C.

Множество целых чисел Z – счетное, состоит из элементов 0; (1; (2;…; (n,… . На нем определены две алгебраические операции – сложение и умножение. Эти операции обладают следующими общими свойствами (для любых 
[image: image5.wmf],,

abc

Î
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):

1. ассоциативность: 
[image: image6.wmf]()()

abcabc
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; 
[image: image7.wmf]()()
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;
2. коммутативность: 
[image: image8.wmf]baab

+=+

; 
[image: image9.wmf]abba
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;

3. существуют нейтральные элементы – 0 относительно сложения и 1 относительно умножения соответственно: 
[image: image10.wmf]0;1
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.

Кроме того, операция сложения обладает свойством:

4. для каждого целого 
[image: image11.wmf]a
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 существует единственное целое 
[image: image12.wmf]b

 такое, что: 
[image: image13.wmf]0
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.
Ясно, что здесь 
[image: image14.wmf]ba
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 – противоположное целое. Это свойство позволяет ввести нам вспомогательную операцию – вычитание. 
[image: image15.wmf](
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 – целое число, разность чисел 
[image: image16.wmf]a

 и 
[image: image17.wmf]b

, получаемое вычитанием 
[image: image18.wmf]b

 из 
[image: image19.wmf]a

.

Умножение и сложение связаны свойством:

5.
[image: image20.wmf](
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 – закон дистрибутивности умножения относительно сложения.

Аналог свойства 4 для умножения выполняется лишь для двух целых чисел 1 и –1.

Вообще говоря, для каждого целого 
[image: image21.wmf]0
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 существует обратное относительно умножения (то есть такое число 
[image: image22.wmf]b

, что 
[image: image23.wmf]1
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), но оно является рациональным, а не целым числом. Следовательно, результат операции деления целого числа 
[image: image24.wmf]a

 на целое число 
[image: image25.wmf]0
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 есть число рациональное и в редких случаях является целым. В общем же случае имеет место:

Теорема 1.1.1 (о делении с остатком). Для любых целых чисел 
[image: image26.wmf]a

 и 
[image: image27.wmf]b

, 
[image: image28.wmf]0
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, существуют единственные целые числа 
[image: image29.wmf]q

 и 
[image: image30.wmf]r

, 
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, такие, что


[image: image32.wmf]abqr
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Определение 1.1.1. В этом равенстве 
[image: image33.wmf]r

 называют остатком, а 
[image: image34.wmf]q

 – частным (неполным частным при 
[image: image35.wmf]0
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) от деления 
[image: image36.wmf]a

 на 
[image: image37.wmf]b

.
Доказательство:
Доказательство существования.

1.
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 (вычитаем из 
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[image: image42.wmf]b

 столько раз, чтобы получилось число 0 или число 
[image: image43.wmf]r

<
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Доказательство единственности.

Пусть 
[image: image53.wmf]11
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Вычтем из 1-го равенства 2-е:


[image: image55.wmf]1212

2112

0

().

bqbqrr

bqqrr

=-+-

-=-


Пусть 
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Значит, 
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, поэтому 
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Метод деления «уголком»
Пример 1.1.1.
1. 
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 203 = 16
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 –203 = (16)
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(–12) – 11 = 16
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(–12) – 16 + 5 = 16
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–178 = (–11)
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16 – 2 = (–11)
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16 – 11 + 9 = (–11)
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Определение 1.1.2. Если в теореме 1.1 
[image: image79.wmf]0
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, то есть 
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 делится на 
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 (и пишут 
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), что a является кратным чисел 
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 и 
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), а также называют 
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 делителями или множителями числа 
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. Будем обозначать 
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, если 
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 не делит 
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.
Свойства делимости целых чисел

1. 
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6. Если в равенстве 
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 все слагаемые, принадлежащие Z, делятся на 
[image: image106.wmf]d

, кроме, быть может, одного, то и это слагаемое делится на 
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Равенство следует из свойства 5. 
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§1.2. Наибольший общий делитель целых чисел. Алгоритм Евклида. Соотношение Безу

Определение 1.2.1. Если целые числа 
[image: image111.wmf]n
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 (хотя бы одно из которых отлично от нуля) делятся на целое 
[image: image112.wmf]d

, то 
[image: image113.wmf]d

 называют их общим делителем (ОД).

В дальнейшем речь идет только о положительных целых делителях.

Определение 1.2.2. Максимальный из общих делителей целых чисел 
[image: image114.wmf]n
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 называется их наибольшим общим делителем и обозначается через НОД (
[image: image115.wmf]n
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) или (если это не вызывает разночтений) через (
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Свойства НОД
1. 
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4. Если НОД существует, то он единственен.


[image: image121.wmf]11111

,,,0

dddddddddd

Þ=±>Þ=

.

Если 
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Теорема 1.2.1. Если 
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По свойству 6 делимости целых чисел
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 По свойствам 5, 6 делимости целых чисел 
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 Согласно свойству 4 делимости целых чисел, поскольку 
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Это наблюдение (теорема 1.2.1) позволило Евклиду (примерно 2300 лет тому назад) обосновать следующий факт, являющийся по сути кратным применением теоремы 1.2.1.

Теорема 1.2.2. Наибольший общий делитель целых чисел 
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[image: image142.wmf]1

1

r

q

b

a

+

×

=

,


[image: image143.wmf]122

brqr

=×+

, если 
[image: image144.wmf]1

0

r

¹

,

…


[image: image145.wmf]21

,

nnnn

rrqr

--

=×+

 если 
[image: image146.wmf]1

0

n

r

-

¹

,

[image: image147.wmf]1

1

+

-

×

=

n

n

n

q

r

r

, если 
[image: image148.wmf]0

n

r

¹

.

то есть 
[image: image149.wmf](,)

n

rab

=

.

[image: image150.wmf]>

Согласно теореме 1.2.1 и поскольку 
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Процесс получения 
[image: image153.wmf])
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 конечен, поскольку мы оперируем только с целыми числами и, начиная с деления r1 на r2, – с целыми положительными числами. Идет постоянное уменьшение остатков 
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 EMBED Equation.3  [image: image155.wmf]1
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, и за конечное число шагов будет достигнут остаток 
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 EMBED Equation.3  [image: image157.wmf]<


Пример 1.2.1. Найти (72,26).
Решение.                                  
[image: image158.wmf]7226220
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Следовательно, (72,26)=2.(
Теорема 1.2.2 дает алгоритм Евклида нахождения НОД целых чисел. Он легко преобразуется в алгоритм нахождения НОД не только двух, но и большего количества целых чисел. Алгоритм Евклида остается в классе самых быстрых алгоритмов нахождения НОД целых чисел.

Замечание. 

Обратное применение цепочки равенств алгоритма теоремы 1.2.2 доказывает следующий факт.

Теорема 1.2.3. Если d=(a,b), то существуют такие целые u и v, что выполняется следующее соотношение:

d=u(a+v(b.
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Если 
[image: image166.wmf]ba

, то 
[image: image167.wmf](,)

abb

=

, 
[image: image168.wmf](0)10,

(0)(1)0.

bbba

b

bbba

>=×+×

ì

=

í

-<=×-+×

î


Если 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image174.wmf]<


Пусть 
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Определение 1.2.3. Полученное равенство (1.2.1) называют соотношением Безу для наибольшего общего делителя целых чисел.
Пример 1.2.2. Из примера 2.1 следует, что 

2 = 20 + 6
[image: image177.wmf]×

(–3) = 20 + (26 + 20
[image: image178.wmf]×

(–1)) 
[image: image179.wmf]×

(–3) = 20
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4 + 26
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(–3) = (72 + 26
[image: image182.wmf]×

(–2)) 
[image: image183.wmf]×

(4 + +26
[image: image184.wmf]×

(–3)) = 72
[image: image185.wmf]×

4 + 26
[image: image186.wmf]×

(–11).

2 = 72 u + 26 v, u = 4, v = –11.(
Замечание. Числа u и v не являются единственной парой с таким условием. Это следует из теории диофантовых линейных уравнений, которая будет рассмотрена ниже. Так, в примере 1.2.2 числа u= –9 и v=25 также удовлетворяют соотношению Безу.

§1.3. Простые числа

Определение 1.3.1. Натуральное число 
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>1 называется простым, если оно делится только на 1 и на само себя, в противном случае 
[image: image188.wmf]n

 называется составным. 1 не является ни простым, ни составным числом. Таким образом,
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Очевидно, справедлива следующая теорема.

Теорема 1.3.1. Наименьший делитель 
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 натурального числа 
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Доказательство:
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 – простое число
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 – составное число, пусть 
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Заметим, что из соотношения 
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 принадлежит отрезку 
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. Исторически первый метод проверки числа на простоту заключался в делении его на простые числа, не превосходящее 
[image: image206.wmf]n

. Это один из вариантов «решета» Эратосфена.
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1) 2 – простое число, находим все числа, кратные 2 (
[image: image208.wmf]2

n

 – да или нет?);

2) 3 – простое число, находим все числа, кратные 3 (
[image: image209.wmf]3

n

 – да или нет?);

3) и т.д. до ближайшего к 
[image: image210.wmf]n

 числа.

Эратосфен (ок. 275–194 гг. до н.э.) – один из самых разносторонних ученых античности. Родился в Африке, в Кирене. Учился сначала в Александрии, затем в Афинах у известных наставников. Начиная с 245 г. до н.э. возглавлял Александрийскую библиотеку, был воспитателем наследника престола. Самым знаменитым достижением Эратосфена стало так называемое «решето», с помощью которого находятся все простые числа.

Теорема 1.3.2 (Евклид). Простых чисел бесконечно много.

Доказательство:
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 не делится ни на одно из 
[image: image214.wmf],1,

i

pik

=

, т.к. в противном случае 
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 является либо простым числом, либо составным, есть 
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 – отличное от 
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 простое число.

Значение простых чисел в том, что они согласно теореме 3.1 являются составными «кирпичиками» всех натуральных чисел. Распределение простых чисел среди натуральных достаточно непредсказуемо, о чем свидетельствуют следующие две теоремы.

Теорема 1.3.3. Между числами 
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>1, обязательно найдутся простые.

Теорема 1.3.4. Для всякого натурального n существует отрезок 
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, натурального ряда, все числа которого составные.
В самом деле, все следующие числа составные:
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Несмотря на теорему 3.4, количество всех 
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 простых чисел, меньших 
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), подчинено достаточно равномерному закону.

Теорема 1.3.5 (Гаусс, Адамар, Вале-Пуссен).
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Любопытным фактом является утверждение следующей теоремы.

Теорема 1.3.6. Ряд 
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 из обратных к простым числам – расходящийся.

Это означает, что сумма ряда равна 
[image: image234.wmf]¥

. Тем не менее, частичная сумма по всем известным простым числам (примерно 50 миллионов), меньше 4.

Также широко известно применение простых чисел в криптографии. Для криптографических целей нужны большие простые числа длиной более 80–90 десятичных знаков. Такие числа замечательны для этих целей, т.к., во-первых, они встречаются довольно часто: аппроксимация была найдена французскими математиками Жаком Адамаром и Шалеем де ла Валле-Пуссеном, которые доказали, что простых чисел, меньших натурального числа x, ((x)(x/ln(x) (теорема 1.3.5). Во-вторых, различные вычисления с простыми числами (модульная арифметика) дают хорошие односторонние функции, позволяющие зашифровать преобразованное в числовой вид сообщение. Например, произведение двух простых чисел – качественная односторонняя функция.

Большой интерес представляют простые числа вида 2p–1, которые названы в честь открывшего их французского физика Мерсенна Марена (1588–1648). Мерсенн воспитывался в иезуитской школе, впоследствии вступил в орден миноритов. Жил в монастырях ордена, где преподавал философию и теологию. Исследовал различные физические явления, наиболее значительны работы по музыкальной акустике. Открыл простые числа вида 2p–1 в результате поиска совершенных чисел (так называются натуральные числа, которые равны сумме всех своих делителей, меньших данного числа, например, 496=1+2+4+8+16+31+62+124+248). Одним из преимуществ чисел вида 2p–1, благодаря которому при проверке их на простоту происходит отсев показателей p, является то, что числа такого вида могут быть простыми только тогда, когда p – простое число. Но не для любого простого p число 2p–1 является простым, например, 211–1=2047=23(89. При больших показателях p получаются огромные числа 2p–1, поэтому все рекордные простые числа принадлежат классу чисел Мерсенна.

Французский математик Франсуа Эдуард Анатоль Люка (1842–1891) разработал методы для проверки чисел на простоту. В 1876 г. он доказал, что число 2127–1 – простое число. Оно оставалось самым большим известным простым числом Мерсенна в течение 75 лет. Позже, в 1930 г., Деррик Генри Лемер продолжил его работу и получил тест проверки чисел Мерсенна на простоту, называемый теперь тестом Люка-Лемера.

Поиском простых чисел Мерсенна занимается проектGIMPS (Great Internet Mersenne Primes Search). Именно участники этого проекта последнее время находят простые числа Мерсенна. Инструментом поиска служит программа Prime95 Джорджа Вольтмана, последняя версия которой v24.14, где и используется тест Люка-Лемера. Исходный текст этой программы открыт для изучения и представляет собой высоко оптимизированный ассемблерный код.
38-е простое число Мерсенна, открытое в 1999 г., являлось самым большим простым числом на конец XX века, – это число 26972593–1, которое содержит 2098960 десятичных знаков. После этого было открыто еще пять больших простых чисел Мерсенна. В 2005 г. было открыто число 230402457–1, содержащее 9152052 десятичных знаков.
Обобщением теоремы 1.3.2 является следующая теорема.

Теорема 1.3.7 (Дирихле). Всякая арифметическая прогрессия 
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 EMBED Equation.3  [image: image242.wmf]Î

N

).

К сожалению, больше в теории чисел аналогичных результатов нет.

Неизвестно, бесконечно ли много простых чисел Мерсенна или простых чисел-близнецов (типа 3 и 5, 5 и 7, 7 и 11, 11 и 13, 17 и 19, 29 и 31, 1997 и 1999 и т.д.). То же касается чисел Ферма 
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 – простые числа, но больше простых чисел вида 
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 не найдено), чисел-значений многочлена Эйлера 
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 (при n=1,2,3,…,40 многочлен дает число простое, однако больше простых чисел такого вида не найдено).
§1.4. Критерий взаимной простоты. Основная теорема арифметики

Определение 1.4.1. Целые числа 
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 и 
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 называются взаимно простыми, если (
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)=1.

Это числа, не имеющие общих простых делителей. Развитием теоремы 1.2.3 является следующая теорема.

Теорема 1.4.1 (критерий взаимной простоты). Целые числа 
[image: image252.wmf]a

 и 
[image: image253.wmf]b
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Свойства взаимно простых чисел
1. 
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4. Следствие. Если простое число 
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С помощью свойств взаимно простых чисел и метода математической индукции доказывается следующая теорема.

Теорема 1.4.2 (Основная теорема арифметики). Всякое натуральное число 
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>1 однозначно раскладывается в произведение простых чисел, с точностью до порядка следования множителей:
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Доказательство:

2 – база индукции. Предположим, что утверждение верно для 
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Для простого числа 
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 доказательство очевидно. Пусть 
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 произведение слева больше 1, а справа равно 1.
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Если в этом равенстве собрать одинаковые множители, то получим каноническое разложение натурального числа: 
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 – каноническое разложение целого отрицательного числа 
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Пример 1.4.1.
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По каноническому разложению целых чисел легко находится их наибольший общий делитель, наименьшее общее кратное, решаются иные задачи.

Упражнение. Нахождение НОД и НОК 2-х целых чисел по их каноническому разложению.

§1.5. Диофантовы линейные уравнения

Диофант (ок. 325 г. – ок. 409 г.) – знаменитый александрийский математик. Ему бесспорно принадлежит честь введения в математику неопределенного анализа. Даты рождения и смерти Диофанта не вполне достоверны. По некоторым сведениям, Диофант жил в период ок. 250 г. Известно, что прожил он 84 года, как это видно из эпитафии, составленной в виде следующей задачи: «Диофант провел 6-ю часть жизни в младенчестве и 12-ю часть в юношеском возрасте; затем он женился и прожил в бездетном супружестве 7-ю часть жизни и еще 5 лет, после чего у него родился сын, достигший только половины возраста отца; отец же пережил сына на 4 года». Если обозначить за х количество лет жизни Диофанта, то можно составить следующее уравнение:
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Решая это уравнение, получим, что 
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Диофант оставил два сочинения: «Арифметику» в 12-ти или 13-ти книгах, из которых только 1-е шесть дошли до нас, и сочинение о так называемых прямоугольных числах. В первый раз сочинения Диофанта были изданы в латинском переводе в 1575 г., затем в 1621 г. издан греческий текст Диофанта с переводом на латинский язык и собственными примечаниями, тот же перевод был переиздан в 1670 г. Перевод на французский язык был сделан в 1625 г. и на немецкий язык – в 1822 г.

Диофант занимался неопределенными уравнениями, он также ввел в алгебру буквенную символику. Именем Диофанта названы два больших раздела теории чисел – теория диофантовых уравнений и теория диофантовых приближений.

Определение 1.5.1. Диофантовым линейным уравнением называется уравнение следующего вида:
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Рассмотрим частный случай уравнения (1.5.1) – уравнение с двумя неизвестными:


[image: image320.wmf]c

by

ax

=

+

, (1.5.2)

где 
[image: image321.wmf],

,

,

Z

Î

c

b

a

 
[image: image322.wmf]0

¹

a

 либо 
[image: image323.wmf]0

¹

b

, решения 
[image: image324.wmf])

,

(

y

x

 ищутся в целых числах.

Теорема 1.5.2. Если 
[image: image325.wmf]c

b

a

|

)

,

(

/

, то уравнение (1.5.2) не имеет решений в целых числах. При 
[image: image326.wmf]c

b

a

|

)

,

(

, 
[image: image327.wmf]0

¹

a

, 
[image: image328.wmf]0

¹

b

 множество всех целочисленных решений уравнения (1.5.2) имеет вид
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Пусть 
[image: image346.wmf])

,

(

0

0

y

x

 – некоторое частное целочисленное решение уравнения (1.5.2), тогда справедливо соотношение
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Если 
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 – целочисленное решение уравнения (1.5.2), то для данной пары выполняется соотношение (1.5.4). Вычтем почленно из равенства (1.5.4) равенство (1.5.5), получим равенство
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которое эквивалентно соотношению
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 удовлетворяет соотношению (1.5.2). Итак, множество (1.5.3) является множеством целочисленных решений уравнения (1.5.2).
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 получаем частный случай уравнения (1.5.2) – линейное уравнение с одним неизвестным в целых числах.
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 может быть произвольным числом. И множество всех целочисленных решений (1.5.2) имеет в этом случае вид (1.5.3//).
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Алгоритм решения диофантовых линейных уравнений 

с двумя неизвестными
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 множество всех целочисленных решений уравнения (1.5.2) имеет вид (1.5.3/).
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Далее переходим к шагу 6.

6. Умножим обе части равенства (1.5.6) на 
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 – частное решение (1.5.4), а значит и (1.5.2). Переходим к шагу 7.

7. По формуле (1.5.3) находим все множество целочисленных решений уравнения (1.5.2).

Многие старинные способы угадывания числа и месяца рождения основывались на умении решать диофантовы линейные уравнения. Например, чтобы угадать число и месяц рождения вашего собеседника, вам достаточно узнать у него сумму, получаемую от сложения двух произведений: даты дня рождения (х) на 12 и номера месяца (у) на 31. Причем, из всех решений выбирается то единственное, для которого 
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Упражнение 1.5.1. Определите число и месяц рождения человека, у которого вышеуказанная сумма равна 67.

Ответ. 3 января.

С помощью диофантовых линейных уравнений решаются и другие задачи.

Упражнение 1.5.2. Сколько существует способов составления отрезка длиной 1 м из отрезков длинами 7 см и 12 см?

Ответ. Единственный способ: 4 отрезка по 7 см и 6 отрезков по 12 см.

§1.6. Сравнения
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Определение 1.6.1. Целые числа 
[image: image423.wmf]a

 и 
[image: image424.wmf]b

 называются сравнимыми по модулю 
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3. Сравнения можно почленно перемножать: если 
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4. Сравнения можно почленно возводить в любую натуральную степень: если 
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Из таблицы умножения видно, что классы 
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 и 
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 обратные сами себе.(
Функция Эйлера ((
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) ставит в соответствие каждому натуральному 
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>1 количество натуральных чисел, меньших 
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 и взаимно простых с 
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.

Эта функция обладает следующими свойствами.
Теорема 1.7.2 (о вычислении значений функции Эйлера).
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 (теорема 1.2.2), т.е. тоже равно ((
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Пример 1.7.2. 
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Теорема 1.7.4 (малая теорема Ферма). Пусть 
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Доказательство следует из теоремы Эйлера, поскольку ((p) = p–1.
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Этот факт часто используется для проверки числа на простоту. Он позволяет установить наличие нетривиальных множителей данного числа 
[image: image995.wmf]m

, не находя ни одного из таких множителей.

Раздел II. Отображения и их свойства

§2.1. Соответствия, отображения, функции

Определение 2.1.1. Пусть X и Y – два непустых множества. Если определен способ сопоставления элементов Y элементам Х, то говорят, что между множествами Х и Y установлено соответствие. Если обозначить соответствие q, то запись 
[image: image996.wmf]:XY

q

®

 обозначает существование данного соответствия между множествами Х и Y. При этом совершенно не обязательно, чтобы в сопоставлении участвовали все элементы множеств Х и Y. Для того чтобы задать соответствие между множествами Х и Y, нужно задать множество Q(X(Y={(x, y) | x(X, y(Y}, определяющее закон, по которому осуществляется соответствие, т.е. перечисляющий все пары (х, у), участвующие в сопоставлении.

Таким образом, соответствие, обозначаемое q, представляет собой тройку множеств:

q=(X, Y, Q),

в которой Q(X(Y. В этом выражении первую компоненту X называют областью отправления соответствия, вторую компоненту Y – областью прибытия соответствия, третью компоненту Q – графиком соответствия. Термин «график» будет более подробно разъяснен при рассмотрении частного вида соответствия, называемого функцией.

Кроме рассмотренных множеств X, Y и Q с каждым соответствием неразрывно связаны еще два множества: множество D(q)={x(X | (x, y)(Q}, называемое областью определения соответствия, которое состоит из всех элементов множества Х, участвующих в сопоставлении, и множество E(q)={y(Y | (x, y)(Q}, называемое областью значений соответствия, которое состоит из всех элементов множества Y, участвующих в сопоставлении. Если (х, у)(Q, то говорят, что элемент y соответствует элементу х. Геометрически это удобно изображать стрелкой, направленной от х к у.
Определение 2.1.2. Если D(q)=Х, то соответствие называется всюду определенным или отображением Х в Y (в противном случае соответствие называется частичным). Если E(q)=Y, то соответствие называется сюръективным (сюръекцией).

Множество всех у(Y, соответствующих элементу х(Х, называется образом х в Y при соответствии q и обозначается q(x). Множество всех х(Х, которым соответствует элемент y(Y, называется прообразом y в Х при соответствии q и обозначается q–1(y). Если С(D(q), то образом множества С q(C) называется объединение образов всех элементов С. Aналогично определяется прообраз множества D q–1(D) для любого D(E(q). Соответствие q называется инъективным (инъекцией), если любые различные х1 и х2 из D(q) имеют различные образы и любые различные у1 и у2 из E(q) имеют различные прообразы при соответствии q.

Два отображения р и q называются равными (обозначение p=q), если их область определения – одно и то же множество Х, и для любого х(Х р(х)=q(х).

Отображение, для которого область определения и область прибытия являются одним и тем же множеством Х часто называют преобразованием множества Х.
Определение 2.1.3. Соответствие q называется функциональным (или однозначным), если образом любого элемента х(D(q) является единственный элемент у(E(q), что обычно записывается так: 
[image: image997.wmf]:

qxy

a

 или q(x)=y. Соответствие q между множествами Х и У называется взаимно однозначным или биективным (биекцией) (иногда пишут «1-1-соответсвие»), если оно всюду определено, сюръективно и инъективно. Однозначное отображение называется функцией. Функция называется инъективной, если различным х1 и х2 из Х соответствуют различные у1 и у2 из Y, и сюръективной, если она сюръективна как соответствие. Функция называется биективной, если она одновременно инъективна и сюръективна.

Определение 2.1.4.Пусть f: X(Y – функция. Каждому элементу х(Х f ставит в соответствие единственный элемент у(Y: f(х)=у. Элемент х называется аргументом функции, у – значением функции на х. Если Е(f) состоит из единственного элемента, то f называется функцией-константой. Тождественной функцией на множестве Х называется функция еX: Х(Х, такая что eX(х)=х для любого х(Х. Если X, Y(R, то функцию f называют вещественной.
Определение 2.1.5. Если f – вещественная функция, то элементы (х, f(х)) можно изобразить в виде точек на плоскости R2. Полная совокупность таких точек будет представлять собой график функции f.

Например, график функции f: [–1,1]([0,1] Qf ={(x, y)(R2 | x2+y2=1}=Г представлен на рис. 2.1.1.
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Рис. 2.1.1

Определение 2.1.6. Для каждого соответствия q=(Х, Y, Q), Q(X(Y, существует обратное соответствие, которое получается, если данное соответствие рассматривать в обратном направлении, т.е. определять элементы х(Х, с которыми сопоставляются элементы у(Y. Соответствие, обратное соответствию q, будем обозначать

q –1=(Y, X, Q–1),

где Q–1(Y(X. Геометрическое представление обратного соответствия получается путем изменения направления стрелок в геометрическом представлении прямого соответствия. Отсюда следует, что обратным соответствием обратного соответствия будет прямое соответствие:

(q–1)–1=q.

Пример 2.1.1. Пусть Х={1, 2}, Y={3, 5}, так что Х(Y={(1, 3), (1, 5), (2, 3), (2, 5)}. Это множество дает возможность получить 24=16 различных соответствий. Графики соответствий: Q0={( )}=(, Q1={(1, 3)}, Q2={(1, 5)}, Q3={(2, 3)}, Q4={(2, 5)}, Q5={(1, 3), (1, 5)}, Q6={(1, 3), (2, 3)}, Q7={(1, 3), (2, 5)}, Q8={(1, 5), (2, 3)}, Q9={(1, 5), (2, 5)}, Q10={(2, 3), (2, 5)}, Q11={(1, 3), (1, 5), (2, 3)}, Q12={(1, 3), (1, 5), (2, 5)}, Q13={(1, 3), (2, 3), (2, 5)}, Q14={(1, 5), (2, 3), (2, 5)}, Q15={(1, 3), (1, 5), (2, 3), (2, 5)}=X(Y. Обозначим qi соответствие с графиком Qi, 
[image: image998.wmf].
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Областью определения соответствия q9 является {1, 2}=X, поэтому q9 – отображение. Областью значений q9 является {5}(Y, поэтому q9 не сюръективно. 5 является образом 1 и 2 при соответствии q9, поэтому q9 не инъективно. Образом множества Х при соответствии q9 является множество {5}. Прообразом множества {5} при соответствии q9 является множество Х. Соответствие q9 функционально, т.к. каждый из элементов 1 и 2 имеет единственный образ – элемент 5.

На рис. 2.1.2а изображено геометрическое представление соответствия q11. Графиком обратного соответствия q11–1 является множество Q11–1={(3, 1), (5, 1), (3, 2)}. Геометрическое представление q11–1 приведено на рис. 2.1.2б.
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Рис. 2.1.2

Отображениями являются соответствия q6–q9, q11–q15. Сюръективными соответствиями являются q5, q7, q8, q10–q15. Функциональными соответствиями являются q1–q4, q6–q9. Инъективные соответствия: q1–q4, q7, q8. Функциями являются q6–q9. Биективные функции: q7, q8.(
В дальнейшем будем рассматривать только функциональные соответствия, которые также иногда для краткости будем называть функциями.

Перечислим основные способы задания функций.

1. Наиболее простой способ задания функций – это табличный. Таблицы при этом представляют собой конечные списки пар (х, f(х)). Однако таким способом могут быть заданы только функции, определенные на конечных множествах.

2. Другим не менее известным способом задания функций является аналитический или формула, описывающая функцию с помощью суперпозиции других (исходных) функций. Если способ вычисления исходных функций известен, то формула задает процедуру вычисления данной функции как некоторую последовательность вычислений исходных функций.

Иногда для разных подмножеств множества Х при задании функции приходится пользоваться различными формулами. Пусть Аi(Х, 
[image: image999.wmf],
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 Аi(Аj=( при i(j. Обозначим через fi(х) формулу, определяющую у при х(Аi, 
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. Тогда функция f, определенная на всем множестве Х, задается так:
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Так, функцию f(х)=|х| можно задать в виде:
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3. Если f – вещественная функция, то она может быть задана графически на плоскости R2, как это уже говорилось в определении 2.1.5.

4. Вычисления функций по таблицам, формулам, а также с помощью графиков являются частными видами вычислительных процедур. Существуют вычислительные процедуры, не относящиеся к указанным трем видам. Среди них особенно следует выделить рекурсивные процедуры. Рекурсивная процедура задает функцию f, определенную на множестве N (N({0}), следующим образом: 1) задается значение f(1) (f(0)); 2) значение f(n+1) определяется через суперпозицию f(n) и других, считающихся известными, функций. Простейшим примером рекурсивной процедуры является вычисление функции n!: 1) 0!=1; 2) (n+1)!=n!(n+1). Для вычисления (n+1)! при n(N требуется n–1 умножений, т.е. число вычислительных шагов растет с ростом аргумента.

Пример 2.1.2. Пусть X=Y=R, 
[image: image1003.wmf]:

j

X(Y, где 
[image: image1004.wmf]3

:

xx

j

a

.


[image: image1005.wmf]j

 является числовой функцией, поскольку D(()=R и данное отображение однозначно.
Пусть 
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 и получается противоречие тому, что 
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 – инъективная функция.
Для 
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. Поэтому 
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 – сюръективная функция.
Значит, данная функция 
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Определение 2.1.7. Пусть даны две функции f: X(Y1 и g: Y2(Z, Y1(Y2. Функция h: X(Z называется композицией функций f и g, обозначение h=g
[image: image1022.wmf]o

f или h=gf, если h – последовательное применение функций f и g: для любого x(X h(x)=g(f(x)). Часто говорят, что функция h получена подстановкой f в g.
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Аналогично по индукции определяется композиция n отображений для любого числа 
[image: image1024.wmf]n
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Пример 2.1.3.
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Поскольку 
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, функция g всюду на R определена. Построим композиции функций 
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 и 
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Лемма 2.1.1. Пусть даны функции f: Х(Y и g: Y(Х, причем их композиция gf=еХ. Тогда f – инъекция, а g – сюръекция.


[image: image1031.wmf]>

Пусть f не является инъекцией. Тогда найдутся два элемента х1, х2(Х, такие что х1(х2, но f(х1)=f(х2)=у(Y. Тогда gf(х1)=gf(х2)=g(у), но т.к. gf=еХ, то gf(х1)=х1, а gf(х2)=х2, и мы получили противоречие тому, что х1(х2. Итак, f – инъекция.

Теперь докажем, что g – сюръекция. Действительно, для любого х(Х х=gf(х)=g(у) для некоторого у(Y.
[image: image1032.wmf]<


Для обратной функции удобно использовать следующее определение.

Определение 2.1.8. Пусть функция f: Х(Y. Функция f –1: Y(Х называется обратной к функции f, если f –1f=еХ, ff –1=еY, где еХ и еY – тождественные функции на множествах Х и Y соответственно.

Например, для кодирующей функции обратной будет декодирующая функция, которая каждому коду ставит в соответствие закодированный этим кодом объект. Если кодирующая функция не сюръективна, то декодирующая функция не всюду определена.

При аналитическом задании функции f принято аргумент как прямой, так и обратной функции обозначать одной и той же буквой, например, х. Поэтому для нахождения обратной функции следует уравнение у=f(х) разрешить (если это возможно) относительно х и поменять обозначения, заменив х на у и у на х. При этом формула для обратной функции запишется в виде: у=f  –1(х).

Теорема 2.1.1 (критерий существования обратной функции). Функция f: X(Y имеет обратную тогда и только тогда, когда f – биекция.


[image: image1033.wmf]>

Необходимость. Пусть функция f имеет обратную f –1: Y(X. Тогда по определению обратной функции ff –1=еY. Cледовательно, по лемме 2.1.1 f – сюръекция. Также по определению обратной функции f –1f=еX. Тогда по лемме 2.1.1 f – инъекция. Одновременно будучи сюръекцией и инъекцией, f – биекция.

Достаточность. Пусть функция f биективна. Поскольку f сюръективна, для любого y(Y существует х(Х, такой что f(х)=у. Положим f –1(у)=х. Значит, существует отображение f –1:Y(Х. Т.к. f инъективна, любой элемент у(Y имеет единственный прообраз х(Х. Поэтому, f –1 – функция. Очевидно, что f –1 – обратная к f функция.
[image: image1034.wmf]<


Свяжем с функцией еще одно понятие.

Определение 2.1.9. Пусть f: Х(Y – произвольная функция, А(Х – произвольное непустое подмножество Х. Сужением функции f на множество А называют функцию fA, график которой состоит из тех и только тех пар (х, у), в которых х(А, а значит, (х, y)(А(Y.

Операцию сужения функции часто используют для табличного задания функций с бесконечной областью определения Х. В качестве множества А берут обычно выборку равноотстоящих значений х множества Х. Получаемое при этом сужение fA функции f уже легко представить в виде таблицы. По этому принципу построены таблицы логарифмов, тригонометрических функций и некоторые другие.

Может так случиться, что сама функция, заданная на множестве Х, не имеет обратной, но сужение этой функции на некоторое подмножество множества Х, на котором она инъективна, уже имеет обратную функцию, определенную на области значений исходной функции. Например, f(х)=х2, f: R(R(0, обратной функции на R(0 не имеет, т.к. обратное отображение каждому у(R>0 ставит в соответствие два значения: 
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 и 
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[image: image1037.wmf] – арифметический квадратный корень). Такое отображение не функционально. Но отображения f+–1: R(0(R(0, где 
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 являются функциями, обратными соответственно к сужениям функции f на множества R(0 и R(0.

Пример 2.1.4.
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[image: image1040.wmf]3

2

XY, : XY,  ()5.

xx

jj

==®=-

R

 Отображение не инъективно, т.к. 
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 Отображение не сюръективно, т.к., например, 1,2,3,4 не имеют прообразов, и инъективно, поскольку при 
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 (5, 6)=1, тогда по лемме 1.7.1 (  – биекция:
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 (3, 6)=3(1, тогда по лемме 1.7.2 (  – не инъекция и не сюръекция:
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 Отображение сюръективно, т.к. 
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 Но отображение не инъективно, потому что при 
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[image: image1056.wmf]: XY
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 – биекция, как это было показано в примере 2.1.2. Сюръективность можно доказать и так: ( – непрерывная на R функция, и 
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 Отображение инъективно, потому что ( – монотонно возрастающая функция на Х: производная 
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 Отображение инъективно, потому что оно инъективно на R, как было показано в 6), а 
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Свойства функций и их композиций
1. Композиция сюръективных функций сюръективна (следует из определений).

2. Композиция инъективных функций инъективна (следует из определений).

3. Композиция биективных функций биективна (следует из свойств 2 и 3).

4. Композиция функций в общем случае не коммутативна (пример 2.1.3).

5. Композиция функций ассоциативна.


[image: image1064.wmf]>

Пусть 
[image: image1065.wmf]1212
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 f: X(Y1, g: Y2(Z1, h: Z2(W – произвольные функции. Рассмотрим произвольный элемент х(Х. f(x)=y, g(y)=z, h(z)=w. Тогда h(gf)(x)=h(gf(x))=h(g(y))=h(z)=w, (hg)f(x)=hg(f(x))=hg(y)=h(g(y))=h(z)=w. Т.е. для любого х(Х h(gf)(x)=(hg)f(x). Значит, h(gf)=(hg)f.
[image: image1066.wmf]<


6. Относительно операции композиции функций, являющихся преобразованиями одного множества Х, имеется нейтральный элемент – еX.


[image: image1067.wmf]>

Пусть f: Х(X – произвольная функция. Тогда eXf(x)=eX(f(x))=f(x), feX(x)=f(eX(x))=f(x) для любого х(Х. Итак, еХf=feX=f для любой функции f: Х(X.
[image: image1068.wmf]<


7. Обратная к биекции функция сама является биекцией.


[image: image1069.wmf]>

Пусть f: X(Y – биекция. Тогда по теореме 2.1.1 для f существует обратная функция f –1: Y(X. Поскольку для функции f –1 обратная функция существует (ею является f), то по теореме 2.1.1 f –1 – биекция.
[image: image1070.wmf]<


Приведем теорему о связи свойств инъективности и сюръективности функции на конечном множестве.

Теорема 2.1.2. Пусть А – конечное множество и функция f: А(А. f – сюръекция тогда и только тогда, когда f – инъекция.


[image: image1071.wmf]>

Необходимость. Пусть А={a1,…,an}, n(N, f: A(A – сюръекция. Тогда {f(a1),…, f(an)}={a1,…,an}, т.е. f(A)=A. Если бы f не была инъекцией, то нашлось бы, по крайней мере, два элемента ai(aj таких, что f(ai)=f(aj). Но тогда бы мы пришли к противоречию, получив, что f(А)(А, но f(А)(А.

Достаточность. Пусть A={a1,…,an}, n(N, и f: A(A – инъекция. Тогда для различных ai и aj f(ai) и f(aj) различны. f(A)(A, и количества элементов в f(A) и A совпадают и равны n. Поэтому f(A)=A. Значит, f – сюръекция.
[image: image1072.wmf]<


§2.2. Мощность множества. Счетные, несчетные, континуальные множества и их свойства

Иногда бывает необходимо сопоставлять друг с другом элементы некоторых множеств. Рассмотрим, например, два множества: стадо из четырехсот овец и рощу из четырехсот деревьев. Эти множества можно попарно сопоставить друг с другом, привязав овец к деревьям, так что каждая овца и каждое дерево будут в точности принадлежать одной и той же паре. Ни одно из данных множеств не может быть по данному принципу попарно сопоставлено, например, с рощей из семисот деревьев или с множеством из трехсот камней.

Для взаимно однозначного соответствия можно дать также следующее определение.

Определение 2.2.1. Взаимно однозначным соответствием между двумя непустыми множествами А и В называется такое правило (или закон) f, по которому каждому элементу а(А ставится в соответствие единственный элемент f(а)(В, для любого элемента b(В существует единственный элемент а(А, такой что f(а)=b.

Определение 2.2.2. Множества А и В называются равномощными (обозначение А(В), если между ними можно установить взаимно однозначное соответствие.

Очевидно, что если множество А равномощно В, а В равномощно С, то А равномощно С, т.е. (А(В) & (В(С) ( (А(С).

Определение 2.2.3. Число элементов в конечном множестве А называется мощностью А и часто обозначается |А|. Пустое множество, т.е. не содержащее элементов, относят к конечным, оно является множеством мощности 0: |(|=0.

Мощность бесконечного множества – более сложное понятие. Оно будет рассмотрено ниже.

Теорема 2.2.1. Между непустыми конечными множествами А и В существует взаимно однозначное соответствие тогда и только тогда, когда |А|=|В|.


[image: image1073.wmf]>

Необходимость. Пусть f: А(В задает взаимно однозначное соответствие между множествами. Пусть |А|(|В|, допустим, |А|(|В|. Тогда, поскольку для любого a(A существует единственный элемент b(B такой, что f(a)=b, для некоторого с(В не найдется элементов из А с таким свойством, а это противоречит определению взаимно однозначного соответствия (сюръективности). Предположим теперь, что |В|(|А|. Тогда, поскольку f определено всюду на А, (a1, a2(A такие, что f(a1)=f(a2)=b(B. Снова получаем противоречие с тем, что f задает взаимно однозначное соответствие (противоречие инъективности). Итак, |А|=|В|.

Достаточность. Пусть А=В=n(N. Тогда А={а1, а2,…, аn}, В={b1, b2,…, bn}. Рассмотрим правило f, по которому каждому элементу аi(А ставится в соответствие единственный элемент bi(B. Тогда для (bi(B существует единственный элемент ai(A, такой что f(ai)=bi. Значит, f задает взаимно однозначное соответствие между множествами А и В.
[image: image1074.wmf]<


В связи с этой теоремой становится понятно, почему два первых множества из примера в начале параграфа находятся во взаимно однозначном соответствии друг с другом, но не являются равномощными третьему и четвертому множествам. Сколько же существует таких взаимно однозначных соответствий для двух n-элементных множеств А и В?

Теорема 2.2.2. Общее число взаимно однозначных соответствий для двух n-элементных множеств равно n!.


[image: image1075.wmf]>

Первый элемент множества А может быть сопоставлен с любым из n элементов множества В. Для каждого такого сопоставления второй элемент множества А может быть сопоставлен с любым из оставшихся n–1 элементов множества В и т.д. После того, как такое сопоставление проведено для n–1 элементов множества А, последний элемент этого множества будет сопоставляться с единственным оставшимся элементом множества В. Таким образом, общее число взаимно однозначных соответствий для n-элементных множеств будет равно

n((n–1)((n–2)(…(2(1=n!.
[image: image1076.wmf]<


Теорема 2.2.3. Пусть А1,…,Аn – конечные множества и |Ai|=mi, 
[image: image1077.wmf]1,.
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 Тогда мощность множества А1(А2(…(Аn={(a1, a2,…, an) | ai(Ai, 
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} равна произведению мощностей А1, А2,…, Аn:

|A1(A2(…(An|=m1(m2(…(mn.


[image: image1079.wmf]>

Эту теорему докажем методом математической индукции. Для n=1 теорема тривиально верна. Предположим, что она верна для n=k, и докажем ее справедливость для n=k+1. По предположению |A1(A2(…(Ak|=m1(m2(…(mk. Возьмем любой вектор (a1, a2,…, ak) из А1(А2(…(Аk и припишем справа элемент ak+1(Аk+1. Таким образом, из всех m1(m2(…(mk векторов из А1(А2(…(Аk приписыванием справа элемента из Аk+1 можно получить m1(…(mk(mk+1 векторов из А1(А2(…(Аk(Аk+1, причем все они различны и никаких других векторов в А1(А2(…(Аk+1 не содержится. Поэтому и для n=k+1 теорема верна и, следовательно, верна для любых n(N.
[image: image1080.wmf]<


Если Ai=А, 
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=Аn={(a1, a2,…, an) | ai(A, 
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Следствие. |An|=|A|n для любого n(N.

Теорема 2.2.3 и следствие из нее лежат в основе очень многих комбинаторных фактов.

Определение 2.2.4. Пусть А – некоторое множество. Множеством-степенью А или булеаном множества А называется множество Р(А)={Х | Х(A} – множество всех подмножеств множества А.

Вернемся к теореме 2.2.1. Во-первых, она позволяет установить равенство мощностей двух конечных множеств, не вычисляя этих мощностей, а во-вторых, часто дает возможность вычислить мощность множества, установив его взаимно однозначное соответствие с множеством, мощность которого известна или легко вычисляется. В качестве иллюстрации этого приема докажем важную теорему о числе подмножеств конечного множества.

Теорема 2.2.4. Для любого конечного множества А, |A|=n(Z(0, число всех подмножеств А равно 2n, т.е. |P(A)|=2n.


[image: image1084.wmf]>

|(|=0. Очевидно, что Р(()={(}, и |Р(()|=1=20.

Пусть n(N. Рассмотрим множество Вn всех двоичных слов (векторов) из нулей и единиц длиной n. Каждому подмножеству В(А сопоставим двоичное слово SB длиной n, построенное по следующему правилу:

SB=(1…(n, где 
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Таким образом, каждому подмножеству множества А ставится в соответствие единственное двоичное слово длиной n и каждому двоичному слову длиной n ставится в соответствие единственное подмножество множества А. Данное сопоставление задает взаимно однозначное соответствие между булеаном множества А Р(А) и множеством Вn. Согласно теореме 2.2.1, |Р(А)|=|Вn|. А т.к. Вn является прямым произведением n двухэлементных множеств {0, 1}, то в силу следствия из теоремы 2.2.3 |Вn|=2n. Итак, |Р(А)|=2n.
[image: image1086.wmf]<


Пусть требуется определить число всех k-элементных подмножеств n-элементного множества А, n(Z(0. Очевидно, что k должно удовлетворять неравенству: 0( k (n. Если А=(, то n=k=0 и число 0-элементных подмножеств равно |P(()|=1. Пусть теперь n(N. Поскольку, как уже было сказано в доказательстве теоремы 2.2.4, множества Р(А) и Вn равномощны, то число всех k-элементных подмножеств в А равно числу всех двоичных слов длиной n, в которых k символов равны 1, а остальные равны 0. Это число равно числу сочетаний из n элементов по k: 
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 Когда n=k=0, мы получаем 
[image: image1088.wmf]0
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=1, т.е. частный случай этой формулы. Этот факт также является иллюстрацией применения теоремы 2.2.1.

Если множества являются бесконечными, то установление между ними взаимно однозначного соответствия наталкивается на трудности, связанные с необходимостью оперировать с бесконечно большим числом элементов множества. За основу для сопоставления бесконечных множеств принято брать натуральный ряд чисел N: 1, 2, 3,…, n,…

Определение 2.2.5. Множество, равномощное множеству натуральных чисел N, называется счетным.

Вообще любое бесконечное подмножество множества N счетно. Действительно, пусть N/(N. Выберем в N/ наименьший элемент и обозначим его n1; в N/ \{n1} выберем наименьший элемент и обозначим его n2; наименьший элемент в N/ \{n1, n2} обозначим n3 и т.д. Для всякого натурального числа n имеется лишь конечное множество меньших натуральных чисел: (, если n=1, {1, 2,…, n–1}, если 1(n. Таким образом, любой элемент N/ рано или поздно получит свой номер. Эта нумерация, т.е. соответствие f: N/(N, f(ni)=i, и есть взаимно однозначное соответствие между N/ и N.

Счетным является множество всех целых чисел Z, хотя N(Z. Это можно установить, рассмотрев взаимно однозначное соответствие f: Z(N.
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Еще более удивителен тот факт, что счетным является множество всех рациональных чисел Q. Докажем сначала счетность множества Q(0. Q(0={m/n | m, n(N, (m, n)=1}. Представим множество Q(0 в виде следующей таблицы:
Таблица 2.2.1
[image: image1090]
Обходя таблицу 2.2.1 по направлению стрелок, начиная от 1/1=1, приходим к последовательности 1, 1/2, 2, 3, 2/3, 1/3, 1/4, 2/5, 3/2, 4, 5, 4/3, 3/4, 2/7, 1/5,…, позволяющей занумеровать все эти числа. Обход таблицы можно осуществить и другими способами, например, по «квадратам». Итак, задано правило, по которому каждому числу q(Q(0 ставится в соответствие единственное число n(N, являющееся номером q в данной последовательности. И для любого числа n(N существует единственное число q(Q(0 такое, что q имеет номер n в данной последовательности. Итак, Q(0 равномощно N.

Теперь рассмотрим множество всех рациональных чисел Q. Было показано выше, что Q(0={q1, q2, q3,…, qm,…}={qi | i(N}. Обозначим теперь q0 число 0. Построим взаимно однозначное соответствие f: Q(N следующим образом:

[image: image1091]
Из приведенных примеров видно одно из замечательных свойств бесконечных множеств, которое не имеет места в случае конечных множеств, – возможность приведения во взаимно однозначное соответствие бесконечного множества с его же бесконечным подмножеством.

Объединение конечного числа счетных множеств A1, A2,…, Ak, k(N, счетно. Действительно, перенумеруем сначала все первые элементы множеств, затем вторые и т.д. Объединение счетного множества конечных множеств также счетно (сначала нумеруем все элементы первого множества, затем все элементы второго множества и т.д.). Из последнего утверждения следует, что множество всех слов в любом конечном алфавите счетно. Менее очевидно, что счетно и объединение счетного множества счетных множеств. Примером такого объединения является множество 
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 всех векторов с натуральными компонентами, где Ni – множество таких векторов длиной i.

Определение 2.2.6. Если бесконечное множество не равномощно множеству N, то такое множество называется несчетным.

Существование несчетных множеств следует из теоремы, доказанной немецким математиком Г. Кантором в 1874 г.

Теорема 2.2.6 (Г. Кантор). Множество всех действительных чисел интервала (0,1) несчетно.


[image: image1093.wmf]>

Заметим, что любое число рассматриваемого интервала представляет собой конечную или бесконечную десятичную дробь вида 0,(1(2(3… и может быть представлено точкой отрезка вещественной оси. Предположим, что множество всех вещественных чисел интервала (0,1) счетно (это множество является бесконечным) и существует нумерация чисел данного множества. Расположим все числа, представленные бесконечными десятичными дробями (если дробь конечна, то, начиная с некоторого номера, в ее десятичных разрядах записываются только нули), в порядке этой нумерации:
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Рассмотрим любую бесконечную десятичную дробь 0,(1(2(3…, такую, что (1((11, (2((22, (3((33 и т.д. Эта дробь не может войти в указанную последовательность, т.к. от первого числа она отличается первой цифрой, от второго числа – второй цифрой и т.д. Следовательно, все вещественные числа интервала (0,1) не могут быть пронумерованы и данное множество несчетно.
[image: image1095.wmf]<


Определение 2.2.7. Мощность множества всех действительных чисел интервала (0,1) называется континуум; множества такой мощности называются континуальными. Метод, использованный при доказательстве теоремы 2.2.6, называется диагональным методом Кантора.

Необычные свойства несчетных множеств проявляются в том, что рассмотренный интервал (0,1) может быть приведен во взаимно однозначное соответствие с полуинтервалами (0,1], [0,1), отрезком [0,1], а также множествами (a,b), (a,b], [a,b), [a,b], где a, b(R, a<b, и всем множеством R.

[image: image1096]Рис. 2.2.1
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Аналогично доказывается, что (0,1)((0,1], (0,1]([0,1], [0,1)([0,1]. Поэтому (0,1)([0,1].


Рис. 2.2.2
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Выше приведено непосредственное доказательство того, что (0,1)([0,1].

Аналогично можно показать, что (a,b)((a,b], (a,b)([a,b), (a,b]([a,b], [a,b)([a,b], (a,b)([a,b] для произвольных a, b(R, таких что a<b.

Взаимно однозначное соответствие (0,1)((a,b) можно осуществить с помощью центральной проекции (рис. 2.2.3).

Рис. 2.2.3

Это же соответствие можно задать аналитически: f(x)=(b–a)x+a, (x((0,1). В общем случае взаимно однозначное соответствие (c,d)((a,b), (a, b, c, d(R, a<b, c<d, задается следующим образом:
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 (x((c,d).

Таким образом, (0,1)((–(/2,(/2). Рассмотрим биекцию f:(–(/2,(/2)(R, где f(x)=tgx, (x((–(/2,(/2). Получаем, что (–(/2,(/2)(R. Итак, (0,1)(R и R является континуальным множеством.

Интервал (–(/2,(/2) можно представить полуокружностью длиной (. Тогда графически биекцию tg:(–(/2,(/2)(R можно представить в виде центральной проекции следующим образом (рис. 2.2.4).
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Г. Кантор доказал, что 
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Множество всех подмножеств счетного множества континуально. Это становится ясным, если воспользоваться, как и в теореме 2.2.4, представлением подмножества в виде последовательности (но теперь уже бесконечной!) нулей и единиц: на i-ом месте стоит 1, если i-ый элемент множества входит в данное подмножество, и 0 в противном случае. Получаем взаимно однозначное соответствие между подмножествами счетного множества и правильными двоичными дробями, все множество которых, в свою очередь, взаимно однозначно соответствует множеству всех вещественных чисел полуинтервала [0,1). Как показывается в теории множеств (с помощью метода, аналогичного диагональному методу Кантора), для множества любой мощности его булеан имеет более высокую мощность. Поэтому не существует множества максимальной мощности. Хорошо известным в истории математики является парадокс Кантора «множество всех множеств». По смыслу своего описания оно должно содержать все мыслимые множества и, следовательно, иметь максимальную мощность, что противоречит результатам теории множеств. Однако само это «множество всех множеств» содержится в своем булеане в качестве элемента и поэтому не может иметь максимальную мощность. И, таким образом, кажущееся противоречие разрешается.

§2.3. Классические шифры

Шифрование (зашифровывание), дешифрование (расшифровывание).
fL (A) = B       g L (B) = A, где L – выбранный ключ, известный отправителю и адресату.

Совокупность преобразования fL  и набор ключей, которым они соответствуют, будем называть шифром.

Шифром перестановки называют такие шифры, преобразования из которых приводят к изменению только порядка следования символов исходного сообщения.
Шифром замены называют такие шифры, преобразования из которых приводят к замене каждого символа открытого сообщения на другие символы – шифробозначения, причем порядок следования шифробозначений совпадает с порядком следования соответствующих им символов открытого сообщения.

Для определения исходного текста по шифрованному при неизвестном ключе возможны два подхода: первый – определить ключ и затем найти исходное сообщение расшифровыванием, второй – найти исходное сообщение  без определения ключа.

Получение открытого сообщения без заранее известного ключа по шифрованному называется  вскрытием шифра, в отличие от расшифровывания – когда ключ известен.

Под стойкостью шифра, как правило, понимается способность противостоять попыткам провести его вскрытие.

Шифры замены
1. шифр простой однобуквенной замены:

а, б, в …..    э, ю, я    (1)

f (a) f(б)  f(в) ….   f(э)  f(ю)  f(я) – перестановка алфавита.

При расшифровывании и шифровании надо помнить 2-ю строчку, т.е. ключ запомнить сложно, поэтому всегда пытались придумать какое-либо правило.

2. одним их первых шифров, известных истории, был т.н. шифр Цезаря, для которого 2-я строка в (1) является последовательностью, записанной в алфавитном порядке, но начинающаяся не с буквы «а».

Запомнить ключ – надо знать 1-ю букву второй строки (1). Однако такой шифр обладает большим недостатком. Число различных ключей равно числу букв в алфавите. Перебрав эти варианты, можно однозначно восстановить отправленное сообщение.

Все шифры замены имеют серьезный недостаток – на одном ключе нельзя зашифровать достаточно длинные сообщения. Поэтому, как правило, шифры замены используются в комбинации с другими шифрами. Чаще всего – с шифрами перестановки.

Шифры перестановки

(ШП) изменяют только порядок следования символов текста, но не изменяют их самих.

Нужно знать подстановку, задающую преобразование. Всего n! подстановок на n-элементном множестве.
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, е = 2,718281828…– формула Стирлинга.
Широкое распространение получили шифры перестановки, использующие некоторую геометрическую фигуру. Шифр «Сцитала» («жезл Сцитала», 5 в. до н.э., война Спарты против Афин), «поворотная решетка», «вертикальная перестановка».

Многоалфавитные шифры замены с периодическим ключом

Дополним естественный порядок букв в алфавите. Будем считать, что за последней буквой алфавита следует его первая буква. Расположим буквы на окружности в естественном порядке по часовой стрелке. 

Значения относительных порядковых номеров (относительно фиксированной буквы) букв алфавита из Z букв совпадает со значениями всевозможных остатков от деления целых чисел на натуральное число Z.

D (N1, N2) – порядковый номер буквы с естественным номером N1 относительно буквы с порядковым номером N2.

   Vm(N) –остаток от деления целого N на 

  D (N1, N2) =   Vz  (N1 – N2)  , где   Z– число букв в алфавите.                  

                        N1 – N2 =   Vz  (N1 – N2)  

                        N1 + N2 =   Vz  (N1 + N2)   обозначим

D (N1, N2) =   N1 – N2  

N1 = N2 +D (N1, N2)

Число D (N1, N2) называется знаком гаммы.

Для рассматриваемого шифра характерно, что буквы открытого текста, зашифрованы одним и тем же знаком гаммы, по сути, зашифрованы одним  и тем же шифром простой замены. Например, ключевая таблица этого шифра простой замены при знаке гаммы, равном 1, имеет вид:   АБВ …..ЭЮЯ

           БВГ ….. ЮЯА

Вторую строку этой ключевой таблицы называют алфавитом шифрования, соответствующего данному знаку гаммы. Поскольку в рассматриваемом шифре возможны все значения гаммы от 0 до 29 (русский алфавит без ё, й, ъ), то данный шифр можно рассматривать как 30-алфавитный шифр замены. Если каждый их этих алфавитов поставить в соответствие его первую букву, то каждый знак гаммы можно заменить этой буквой. В этом случае ключ рассматриваемого шифра можно взаимно однозначно заменить соответствующим словом в этом же алфавите. Такой многоалфавитный шифр замены был описан в 1585 г. французом Блезом де Виженером в его «Трактате о шифрах»:

АВСD …. WXYZ
BCDE ….. XYZA
CDEF…..YZAB
Все алфавиты шифрования относительно латинского алфавита были сведены им в таблицу, получившую впоследствии название ее автора. Была приведена таблица Виженера для современного латинского алфавита, она составлена из списка 26 алфавитов шифрования. Способ зашифровывания с помощью таблиц Виженера заключается в том, что первый из алфавитов соответствует алфавиту открытого текса, а букве ключевого слова соответствует алфавит шифрования данного списка, начинающийся с этой буквы___ зашифрованного текста находится в алфавите шифрования на месте, соответствующем данной букве открытого текста. Простота построения таблицы Виженера делает эту систему привлекательной для практического использования.

Итак, 1-я идея состоит в использовании вероятного слова, т.е. слова, которое с большой вероятностью может содержаться в данном открытом тексте. Речь идет, в том числе, и о словах, часто встречающихся в любых открытых текстах, к ним, например, относятся такие слова как КОТОРЫЙ, ТОГДА, ЧТО, ЕСЛИ, приставки ПРИ, ПРЕ, ПОД и т.д.

Вторая идея основана на том, что буквы открытого сообщения находятся в открытом тексте на вполне определенных позициях. Если разность номеров их позиций окажется кратной периоду гаммы, то стоящие на этих позициях буквы будут зашифрованы одним и тем же знаком гаммы. Это означает, что определенные части открытого текста окажутся зашифрованными шифром простой замены. Эту идею можно использовать для определения периода ключа многоалфавитного шифра – замены.

Тест Казизки (1863 г., Фридрих Казизка), по сути, заключается в том, что в шифрованном тексте надо найти пары одинаковых отрезков, вычислить разности номеров позиций их начал и определить общие делители найденных разностей. Как правило, один из этих общих делителей равен периоду гаммы.

Для уточнения значения периода гаммы может быть использован индекс совпадения, предложенный в 1920 г. Уильманом Фридманом. Для последовательности букв индекс совпадения представляет собой число, равное количеству всех пар номеров позиций последовательности, на которых находятся одинаковые буквы, деленному на общее количество всех пар номеров позиций той последовательности, то есть среднему числу пар, состоящих из одинаковых букв. Примечательно то, что при зашифровывании последовательности с помощью шифра простой замены указанное число не меняется.

Раздел III. Элементы теории групп

§3.1. Понятие алгебраической системы
Определение 3.1.1. Пусть 
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 – непустое множество. Бинарной алгебраической операцией на множестве 
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 называется всякое правило, по которому каждой упорядоченной паре 
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 ставится в соответствие один вполне определенный элемент 
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Обычно операции обозначаются знаками (, (, (, 
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, (, ( и т.п. Воспользуемся первым из обозначений операции. Тогда 
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Определение 3.1.2. Если на 
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 задана одна или несколько алгебраических операций, то говорят, что 
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 есть алгебраическая система с данными операциями.
Пример 3.1.1. 
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 – алгебраические системы с операциями сложения и умножения.(
Алгебраические системы различают по операциям на них и свойствам этих операций. 

Определение 3.1.3. Алгебраическая система 
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 на множестве 
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 с одной алгебраической операцией ( называется группоидом. Если у группоида 
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 операция ( ассоциативна: 
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, то такую алгебраическую систему называют полугруппой. Моноидом 
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 называют полугруппу с единицей или нейтральным элементом, т.е. таким элементом n, что 
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 для каждого x(X. Из ассоциативности следует единственность нейтрального элемента в моноиде.
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[image: image1128.wmf](,)

+

N

 – полугруппа, (Z,–) – группоид: (5–2)–1=3–1=2; 5–(2–1)=5–1=4.

Пример 3.1.2. 
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Определение 3.1.4. Моноид 
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, у которого каждый элемент обратим, то есть для всякого 
[image: image1132.wmf]x

(
[image: image1133.wmf]X

 существует 
[image: image1134.wmf]y

(
[image: image1135.wmf]X

, такой что 
[image: image1136.wmf]xy

*

=
[image: image1137.wmf]yxn

*=

 (тогда пишут 
[image: image1138.wmf]y

=
[image: image1139.wmf]1

-

x

), называется группой. Обратный элемент единственный для каждого 
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Пример 3.1.3. Примерами групп являются моноиды: 
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 (примечание: для простого p Z/pZ*=Z/pZ\{0}). Обозначение: 
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В дальнейшем будем рассматривать кольца, поля, тела – алгебраические системы с двумя бинарными алгебраическими операциями. А сейчас рассмотрим наиболее популярные алгебраические системы с одной операцией – группы.

§3.2. Группы, их основные свойства и типы
Дадим независимое определение группы.

Определение 3.2.1. Группой называется непустое множество 
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 с определенной на нем бинарной алгебраической операцией 
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1) ассоциативность (a
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2) существует нейтральный элемент (единица), то есть такой элемент 
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3) каждый элемент 
[image: image1158.wmf]g
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В любой группе единица и обратный к каждому элементу определяются однозначно в силу ассоциативности операции.

Абелевыми или коммутативными называют группы 
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Пример 3.2.1. (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+), (Z/nZ,() – множества целых, рациональных, вещественных и комплексных чисел, множество классов вычетов по натуральному модулю с операцией сложения. Это так называемые аддитивные группы (т.е. группы относительно сложения). Исторически сложилось, что все аддитивные группы коммутативны или абелевы. Нейтральный элемент аддитивной группы называют нулем и обозначают символом 0, а обратный элемент к 
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 – противоположным и обозначают 
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К аддитивным относятся группы (
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 – фиксированные числа) с вещественными коэффициентами с операцией сложения матриц. 
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 – множество векторов с вещественными компонентами относительно операции сложения (
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Пример 3.2.2. Мультипликативные группы – группы c операцией умножения: 
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Пример 3.2.3. 
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(General Linear Group – полная линейная группа) – множество квадратных матриц порядка 
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 с коэффициентами из R ненулевым определителем с операцией матричного умножения является неабелевой группой при 
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Группы делятся на абелевы и неабелевы. По количеству элементов группы делятся на конечные и бесконечные.

Пример 3.2.4. Группы 
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 являются конечными. Множество 
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-мерных векторов с вещественными коэффициентами с операцией векторного сложения – бесконечная абелева группа. Алгебраическая операция в конечных группах может быть задана таблицей Кэли.(
Для каждого натурального 
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 существует абелева группа порядка 
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 элементов с коммутативной операцией сложения или умножения. Примерами являются группы 
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–1, относительно операции умножения, а также группы (Z/nZ,() для каждого натурального 
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§3.3. Подгруппы

Определение 3.3.1. Подгруппа в группе 
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Пример 3.3.1. 
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Пример 3.3.2. 
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Пример 3.3.3. (Z,+)>(2Z,+)>(4Z,+)>…>
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Теорема 3.3.1 (критерий подгруппы). Непустое подмножество 
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Достаточность. 
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Пример 3.3.4. В силу критерия, в любой группе 
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 подмножество {
[image: image1233.wmf]e

} из одного нейтрального элемента е этой группы является подгруппой.(
Подгруппа 
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 группы 
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Упражнение. Проверить, что пересечение подгрупп – подгруппа.

Пример 3.3.5. С помощью критерия легко убедиться, что 
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Теорема 3.3.2. Пусть а – фиксированный элемент группы 
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, и пусть 
[image: image1243.wmf]H

={
[image: image1244.wmf],...

,

,...,

,

,

2

1

2

0

-

-

=

a

a

a

a

e

a

}={
[image: image1245.wmf]|

z

az

Î

Z

} – множество всевозможных целых степеней элемента а. Тогда 
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 – подгруппа группы 
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По критерию подгруппы, т.к. 
[image: image1249.wmf]G

H

Z

n

k

N

n

k

H

a

a

a

n

k

n

k

£

Þ

Î

-

Î

Î

=

-

-

,

,

,

.
[image: image1250.wmf]<


Определение 3.3.2. Подгруппа < а > называется циклической подгруппой, порожденной элементом а, и обозначается через < а >. Если найдется такой элемент 
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[image: image1252.wmf]b

 >, то такую группу называют циклической.
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Теорема 3.3.3. Пусть элемент 
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Очевидно, 
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Если 
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Определение 3.3.3. Обозначение 
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 Элемент 
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 называется элементом конечного порядка, если 
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 В примере 3.3.6. 1 в (Z,+) имеет бесконечный порядок.

Теорема 3.3.4. Всякая подгруппа циклической группы является циклической.
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Пример 3.3.7. Возьмем матрицу
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Таким образом, циклическая подгруппа, порожденная матрицей в группе 
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Пример 3.3.8. Матрица 
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Согласно теореме 3.3.3 подгруппа <
[image: image1342.wmf]H

> есть конечная подгруппа порядка 4.(
Отметим, что чаще группы не являются циклическими. Например, все некоммутативные группы не могут быть циклическими.
Пример 3.3.9. Абелева группа (Q,+) также не циклична, ведь для каждого рационального 
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§3.4. Смежные классы. Теорема Лагранжа. Нормальные подгруппы
Определение 3.4.1. Пусть 
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 – подгруппа группы 
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; пусть 
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. Элемент 
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Если существует 
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Аналогично строят правые смежные классы.

Теорема 3.4.1. Пусть 
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– подгруппа группы 
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2) два элемента 
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 для правых смежных классов);

3) любые два левых (правых) смежных класса либо не пересекаются, либо совпадают;

4) если 
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 – конечная группа, то для всякого 
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5) 
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 есть объединение попарно непересекающихся левых (правых) смежных классов по подгруппе 
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4) Следует из 1) и 3).
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Определение 3.4.2. Количество (мощность множества) всех различных левых (правых) смежных классов группы 
[image: image1391.wmf]G

 по подгруппе 
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 называется индексом подгруппы 
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 в группе 
[image: image1394.wmf]G

 и обозначается 
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:
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.

Теорема 3.4.2 (Лагранж). Порядок конечной группы равен произведению порядка и индекса любой ее подгруппы.
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Покажем, что 
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Замечание. Порядок конечной группы делится на порядок любой ее подгруппы.
Следствие 1. Если 
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 – конечная группа из 
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 элементов, то для каждого 
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Порядок элемента группы делит порядок группы.
[image: image1420.wmf]<


Следствие 2. Любая группа простого порядка является циклической и не содержит собственных подгрупп.
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Пусть 
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Порядок любой подруппы 
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Пример 3.4.1.
G=(Z,+), H={3z | z
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[image: image1434.wmf]G

 – бесконечная группа, 
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 – бесконечная подгруппа.(
Пример 3.4.2. Пусть 
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Определение 3.4.3. Подгруппа 
[image: image1457.wmf]H

 группы G называется нормальной, если для всякого 
[image: image1458.wmf]G

a

Î

 
[image: image1459.wmf]aHHa

=

, т.е. каждый левый смежный класс по подгруппе 
[image: image1460.wmf]H

 совпадает с правым смежным классом. В этом случае пишут 
[image: image1461.wmf]HG

<

. 

Ясно, что у абелевых групп все подгруппы нормальные. 

Теорема 3.4.3. 
[image: image1462.wmf]HG

<

 тогда и только тогда, когда для каждого 
[image: image1463.wmf]G

a

Î

 
[image: image1464.wmf]H

aHa

=

-

1

(для 
[image: image1465.wmf]1

,

aGhHahaH

-

"Î"ÎÎ

).

[image: image1466.wmf]>

Необходимость. Пусть 
[image: image1467.wmf]HG

<

, тогда для 
[image: image1468.wmf].

aGaHHa

"Î=



[image: image1469.wmf]11

121212

1111

1212

;,.

.

ahhahhHahahHaHaH

ahaahahhaHaHaHaH

--

----

=ÎÛ=ÎÞÌ

=Û=Þ=Þ=


Достаточность. Пусть 
[image: image1470.wmf]11

, ().

hHaGahaHaHaH

--

"Î"ÎÎ=

 Докажем, что 
[image: image1471.wmf]aHHa

=

, т.е. 
[image: image1472.wmf], .

aHHaHaaH

ÌÌ

 Пусть 
[image: image1473.wmf]11

,

baHbahhH

ÎÞ=Î

. Тогда 
[image: image1474.wmf]111

122

,.

baahaHbahHbhabHa

---

=Î=ÎÞ=ÞÎ

 Пусть 
[image: image1475.wmf]11

,.

bHabhahH

ÎÞ=Î

 Тогда 
[image: image1476.wmf]111

122

,.

abahaHabhbahbaH

---

=ÎÞ==ÞÎ


Итак, 
[image: image1477.wmf],,.

aHHaHaaHaHHaaG

ÌÌÞ="Î


[image: image1478.wmf]<


Пример 3.4.3. 1) 
[image: image1479.wmf]()

n

SL

R

является нормальной подгруппой группы
[image: image1480.wmf]()

n

GL

R

, поскольку 
[image: image1481.wmf]11

det(ABA)det(A)det(B)det(A)det(B)1

--

===

 для произвольных матриц 
[image: image1482.wmf]A()

n

GL

Î

R

 и 
[image: image1483.wmf]B()

n

SL

Î

R

.

2) 
[image: image1484.wmf]{}

HeG

=

<

 для произвольной группы (G,
[image: image1485.wmf]g

), т.к. 
[image: image1486.wmf] {}{}.

aGaeaea

"Î==


3) Если 
[image: image1487.wmf]:2

GH

=

, то 
[image: image1488.wmf]HG

<

 для произвольной группы (G,
[image: image1489.wmf]g

), поскольку 
[image: image1490.wmf] ()

GHaHHHaaH

==Ï

UU

 (по теореме 3.4.1.) 
[image: image1491.wmf]aHHa

Þ=

 для 
[image: image1492.wmf]aG

"Î

.(
§3.5. Симметрическая группа
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Пример 3.5.2. Для подстановки 
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Определение 3.5.2. Таким образом, все подстановки на множестве 
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Рис. 3.5.1
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Отсюда видно, что 
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Определение 3.5.4. Цикл длиной 2 называется транспозицией.

Теорема 3.5.3. Каждая подстановка 
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Это проверяется непосредственным умножением транспозиций. Но данный способ разложения цикла длиной 
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Пример 3.5.4. Разложим подстановку 
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На данном примере убеждаемся в том, что разложение подстановки в произведение транспозиций неоднозначно.

Определение 3.5.5. Подстановка называется четной, если она разлагается в произведение четного числа транспозиций, в противном случае она называется нечетной. Тождественную подстановку также относят к четным, полагая, что в ее разложении нуль транспозиций.
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Следствие. 
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 И, как было показано в примере 3.4.3, любая подгруппа индекса 2 нормальна. Следовательно, 
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§3.6. Фактор-группы
Определение 3.6.1. Пусть 
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Т.е. произведение элементов из смежных классов не зависит от выбора элементов 
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Т.е. индуцированная операция на фактор-множестве ассоциативна, поскольку групповая операция ассоциативна.

2. 
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Итак, согласно определению 3.2.1 
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Определение 3.6.2. Группа 
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Свойства фактор-групп
1. Фактор-группа абелевой группы является абелевой.
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2. Фактор-группа циклической группы является циклической.
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Пример 3.6.1. Абелева группа 
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§3.7. Гомоморфизмы групп
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Определение 3.7.4. Гомоморфизм 
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Приведем здесь еще одно свойство гомоморфизмов групп.

4. Гомоморфизм 
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Определение 3.7.5. Гомоморфизм групп 
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Теорема 3.7.1 (первая теорема о гомоморфизмах групп). Пусть 
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Определение 3.7.6. Гомоморфизм из теоремы 3.7.1 
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Определение 3.7.7. Биективный гомоморфизм групп называется изоморфизмом. Изоморфные группы будем обозначать 
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В математике изоморфные объекты считаются одинаковыми. Основная цель теории групп – классифицировать все группы с точностью до изоморфизма.

Теорема 3.7.2 (вторая теорема о гомоморфизмах групп). Пусть 
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Т.е. значение функции f не зависит от выбора представителя смежного класса 
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Пусть 
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согласно пункту 2) теоремы 3.4.1 и приходим к противоречию. Итак, 
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для любых смежных классов 
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Итак, приходим к заключению, что f – изоморфизм групп. Значит, 
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Теорема 3.7.3. Все циклические группы одного и того же порядка изоморфны.
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Из данной теоремы в частности следует, что все бесконечные циклические группы изоморфны группе (Z,+).

Теорема 3.7.4 (А. Kэли). Всякая группа 
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Любому элементу 
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Умножая обе части последнего равенства на 
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Теорема 3.7.5. Существует мономорфизм 
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Функция 
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Очевидно, что 
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Транспозиция соответствует одной перестановке столбцов. Определитель меняет знак на противоположный при одной перестановке столбцов, 
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Определение 3.7.8. Если гомоморфизм 
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 отображает группу 
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 в себя, то его называют эндоморфизмом. Автоморфизм – это биективный эндоморфизм группы.

Теорема 3.7.6. Множество всех автоморфизмов группы 
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Композиция гомоморфизмов – гомоморфизм, композиция эндоморфизмов – эндоморфизм, композиция биекций – биекция. Поэтому композиция автоморфизмов – автоморфизм. Композиция функций ассоциативна, поэтому и композиция автоморфизмов ассоциативна.

Тождественная функция 
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Итак, доказано, что 
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 – группа относительно операции композиции автоморфизмов.
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Теорема 3.7.7. Пусть 
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Пусть 
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по определению порядка элемента группы. Итак, 
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 Получаем противоречие тому, что 
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 – инъективное функциональное отображение конечного множества в себя, а значит, сюрьекция по теореме 2.1.2 и биекция по определению. Итак, 
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§3.8. Криптосистема RSA
Понятие группы считается основополагающим в современной математике. Группы широко применяются в физике (от кристаллографии до теории элементарных частиц), химии, биологии, теории информации. Новейшие методы защиты информации от несанкционированного доступа называют групповыми, т.к. они базируются на понятии группы. Ярким примером является криптосистема RSA, предложенная в 1977 г. Роном Ривестом, Ади Шамиром и Леонардом Адлеманом (США, МТИ). Суть ее в следующем: находятся 2 больших простых числа (60–70 десятичных знаков) 
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) называется открытым ключом. Передаваемая информация шифруется в виде числа 
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Адресат получает сообщение 
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. Чтобы расшифровать 
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 адресат должен возвести 
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Криптоаналитик, чтобы расшифровать сообщение 
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, должен разложить 
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Чтобы продемонстрировать стойкость своей криптосистемы, изобретатели зашифровали сообщение «The magic words squeamish suffrage» используя в качестве 
[image: image2074.wmf]n

 129-значное число и в качестве 
[image: image2075.wmf]e

 4-значное число. Их сообщение было 128-значнным числом. М. Гарднер опубликовал этот криптотекст в журнале «Scientific American» в августе 1977 г., предложив 1000$ тому, кто его расшифрует. Текст был расшифрован лишь в апреле 1994 г. Задействованы были ресурсы 1600 компьютеров более 20 стран (через InterNet). Организаторы вычислений использовали суперкомпьютер – MasPar. Данные были занесены в 0–1 матрицу из 188346 строк и 188146 столбцов. Файл с этой матрицей превосходил 4 Гбайта. Причем каждый бит был существенным. 129-значное число было разложено на 64- и 65- значные множители.
Раздел IV. Элементы теории колец и полей

§4.1. Основные понятия о кольцах

Определение 4.1.1. Кольцо -  непустое множество K с двумя бинарными алгебраическими операциями + и ·; относительно операции сложения K является абелевой группой, а умножения и сложения связаны законами дистрибутивности (a+b)·c=a·c+b·c и с·(a+b)=c·a+c·b для произвольных a, b,c(K.

Примеры 4.1.1.
1.  (Z,+,·) –кольцо целых чисел.
2. (Z/nZ,+,·) – кольцо классов вычетов по модулю n>1.
3. Множество всех квадратных матриц данного порядка n с коэффициентами из Q, R или C с операциями матричного сложения и умножения.
4. Множество всех  вещественных функций, определенных на данном интервале (a, b)  числовой оси с обычными операциями сложения и умножения функций.
5. Кольцо полиномов R[x] с вещественными коэффициентами от переменной x с естественными операциями сложения и умножения.
6. Множество векторов 
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,

,

(

3

´

+

V

c операциями сложения и векторами умножения.

7. Множество (0, +, ·) с операциями сложения и умножения.(
Определение 4.1.2. Различают конечные и бесконечные кольца (по числу элементов), но основная классификация ведется по свойствам умножения. Различают неассоциативные кольца (пример 6: здесь 
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) и ассоциативные кольца (примеры 1,2,3,4,5). Ассоциативные кольца делятся на кольца с единицей и без единицы, коммутативные и некоммутативные.

Теорема 4.1.1. Пусть K – ассоциативное кольцо с единицей. Тогда справедливо следующее утверждение:

Множество К* обратимых относительно умножения элементов кольца К есть группа.

Доказательство:
Пусть a, b ( К. Покажем, что a · b ( K*.  (a · b) · (
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-обратные элементы к a, b.
1. Умножение в К* ассоциативно, так как К – ассоциативное кольцо.
2. 1 · 1 = 1 
[image: image2088.wmf]Þ

 1 (* K, 1 – нейтральный элемент относительно умножения.
3. 
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Определение 4.1.3. Множество К* обратимых относительно умножения элементов кольца К называют мультипликативной группой кольца К.
Примеры 4.1.2.

1.  Z* ={±1};
2.  Mn(R)*=GLn(R);
3.  (Z/nZ)* - множество обр. классов вычетов , |(Z/nZ)*|=φ(n) , (Z/nZ)*={
[image: image2097.wmf]k

 | (k , n)=1, n ( N, n>1};
4.  {0}*={0}.(
Определение 4.1.4. Если в ассоциативном кольце K  с единицей группа K*=K\{0}, то K называют телом или алгеброй с делением. Коммутативное тело называют полем.

Примеры 4.1.3. 

1. Q - поле рациональных чисел, R – поле вещественных чисел, C – поле комплексных чисел c операциями + и ·. 
2. (Z/pZ)- конечное поле из p элементов , p – простое число с операциями + и ·.

 (Z/2Z, +, ·) – поле 2-x элементов.
3. Некоммутативное тело: тело кватернионов – совокупность кватернионов, т.е. выражений вида h=a+bi+cj+dk, где a,b,c,d(R, i2=-1, j2=-1, k2=-1, ij=k=-ji; jk=i=-kj; ik=-ki=-j; Кватернионы складываются и перемножаются почленно с учетом указанных выше формул. Для всякого h≠0 
[image: image2098.wmf]2
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Различают кольца с делителями нуля и кольца без делителей нуля.

Определение 4.1.5. Если в кольце K найдутся ненулевые элементы  a и b  такие, что ab=0, то их  называют делителями нуля.

Примеры 4.1.4.

1. Кольца целых чисел – без делителя нуля(Z, Q, R, C).
2. В кольце 
[image: image2099.wmf])
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 каждый отличный от нуля элемент является делителем нуля: 
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3. В кольце матриц M3(R) примерами делителей нуля являются матрицы 
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, так как  A·B=0.
4. В кольце Z/nZ с n=pq классы 
[image: image2103.wmf]p

 и 
[image: image2104.wmf]q

являются делителями нуля.(
Свойства колец
1. В любом кольце К уравнение a + x = b решение для любых a и b ( К (x = b +  (-a)). Для каждого a ( K 
[image: image2105.wmf]$

 -a ( K , что a + (-a)=0.
Если y – другое решение данного уравнение, то a + x = b и  a + y = b  
[image: image2106.wmf]Þ

 a + x = a + y 
[image: image2107.wmf]Þ

, прибавляя –a к обеим частям уравнения, получаем x = y.
Сумма a + (-b) называется разностью элементов a и b и обозначается a - b.        (a, b)
[image: image2108.wmf]®

a - b – определена операция вычитания.

2.Умножение в кольце дистрибутивно относительно вычитания:
a · (b - c)  =  a · b – a · c и (b - c)  · a = b · a – c · a для 
[image: image2109.wmf]"


a, b, c 
[image: image2110.wmf]Î

K .
Умножение в кольце дистрибутивно относительно сложения:
a · (b - c) + a · c = a · (b – c + c)  = a · b 
[image: image2111.wmf]Þ

 a · (b - c) = a · b – (a · c).

Дистрибутивное умножение относительно сложения:

(b - c) · a + c · a = (b – c + c) · a = b · a 
[image: image2112.wmf]Þ

 (b - c) · a = b · a – c · a.

3. a · 0 = 0 · a = 0 для 
[image: image2113.wmf]"


a 
[image: image2114.wmf]Î

K.
 a · 0 = a · (a - a) = a · a – a · a = 0; 0 · a = (a - a) · a = a · a – a · a = 0.
4. Правила знаков.
 a · (-b) = (-a) · b = - a · b, (-a) · (-b) = a · b.
 a · (-b) + a · b = a · (-b + b) = a · 0 = 0   
[image: image2115.wmf]Þ

  a · (-b) = - a · b.

 (-a) · b + a · b = (-a + a) · b = 0 · b = 0   
[image: image2116.wmf]Þ

 (-a) · b = - a v b.

 (-a) ·(-b) + (- a · b) = (-a) ·(-b) + (-a) · b = (-a) · (-b + b) = (-a) · 0 = 0  
[image: image2117.wmf]Þ

 (-a) ·                           (-b) = - (- a · b) = a · b.

5. Если |k| > 1, то в нем 1 ≠ 0. 0 ( К, так как К – группа по сложению. Так как   |k| > 1, то 
[image: image2118.wmf]$

 a ≠ 0. Пусть 1 = 0, тогда  a · 1 = a · 0 
[image: image2119.wmf]Þ

 a = 0, так как a · 1 = a, a · 0 = a 
[image: image2120.wmf]Þ

 1≠ 0.

6.Заметим, что в ассоциативном кольце k с 1 делители нуля не обратимы: если бы для ненулевых элементов a,b( k произведение a · b=0 и существует      b-1( k, то ab·b-1=0; С другой стороны abb-1=a(bb-1)=a·1=0, что есть a=0 – противоречие( a ≠ 0, b ≠ 0).
Свойства полей
Для полей справедливы все свойства колец(обозначим поле Р).
1. В поле нет делителей нуля.

Пусть 
[image: image2121.wmf]$

 a ≠ 0 , b ≠ 0 a · b = 0, тогда 
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Р* , умножим слева на 
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 · (a · b)  = (
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· a ) · b = b = 0, P* = P/{0}.
2. Уравнение ax = b,  b 
[image: image2128.wmf]Î

Р,  a 
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Р* имеет решение x = 
[image: image2130.wmf]1
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·b.

Так как a 
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Р*, то 
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. Умножая a  на 
[image: image2134.wmf]1

-

a

·b, получаем b. Если y – другое решение, то a · x = a · y, умножая слева, получаем, что x = y. 
§4.2. Идеалы колец

Определение 4.2.1. Подкольцо кольца K – это подгруппа аддитивной группы (K,+) , в свою очередь являющаяся кольцом, т.е. замкнутая относительно  умножения в кольце K.

1. для 
[image: image2135.wmf]"

 l1,  l2 
[image: image2136.wmf]Î

L    l1 – l2 
[image: image2137.wmf]Î

L
2. для 
[image: image2138.wmf]"

 l1,  l2 
[image: image2139.wmf]Î

L   l1 ·  l2 
[image: image2140.wmf]Î

L 
L – подкольцо К
Примеры 4.2.1.

1. L = {0}, L = K – тривиальные подкольца 
[image: image2141.wmf]"

 K.
2. (nZ, + ,·)  подкольцо кольца Z целых чисел -это кольцо без единицы, хотя само кольцо Z с единицей; Z- подкольцо кольца Q рациональных чисел; Q-подкольцо кольца R вещественных чисел, R – подкольцо C.
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3. Матричное кольцо M2(R) содержит подкольцо матриц 
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,а оно в свою очередь содержит  подкольцо скалярных матриц 
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 это коммутотивные подкольца некоммутативного кольца M2(R), также подкольцами являются множества матриц 
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. В кольце J4(R) нейтральным элементом элементом является матрица 
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. Идеалы J1–J4 имеют свои односторонние единицы.(
Определение 4.2.2. Подмножество Ф 
[image: image2156.wmf]¹
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 P поля P называют подполем поля P, если:
1. 
[image: image2159.wmf]D

 - подкольцо кольца P,
2. для 
[image: image2160.wmf]"
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 0, 
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 само является полем .
В теории колец наибольшее значение имеют подкольца-идеалы.

Определение 4.2.3. Подкольцо J кольца K называется левым идеалом кольца K, если для любого k(K, и для каждого j(J jk( J т.е. 
[image: image2170.wmf]J

Jk

Í

. Если же 
[image: image2171.wmf]J
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 для всех k(K, то J называют правым идеалом. Двухсторонний идеал – идеал, являющийся одновременно и левым, и правым. Ясно, что в коммутативном кольце все идеалы – двусторонние.

Пример 4.2.2.
1.{0}, k – идеалы любого кольца (тривиальные), двусторонние. 
2.mZ = {mq | q( Z} – двусторонний идеал кольца целых чисел Z для всякого натурального m. Очевидно mZ ≠ Z, если m>1. Ясно, что 2z
[image: image2172.wmf]>

4z
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8z
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16z
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…; 2z
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6z
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12z
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3.В кольце Z/nz c n=pq, p>1, q>1 множество классов  вычетов 
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 замкнуто относительно операций сложения  и умножения классов вычетов и, следовательно, образует подкольцо. Обозначим его через 
[image: image2180.wmf]p
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. Легко видеть, что 
[image: image2181.wmf]p
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- идеал. Аналогично идеалом является множество 
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4.В матричном кольце M2(R) подкольца J1 и J2 есть правые идеалы (убедиться, что не левые), а J3 и  J2 – левые идеалы (убедиться, что не правые).(
Определение 4.2.4. Для каждого элемента  a кольца K множество aK={ak|k(K} есть левый идеал  кольца К (называемый главным идеалом, порожденным элементом a  и обозначаемый <a>).
Определение 4.2.5. Кольцо, в котором каждый идеал главный – кольцо главных идеалов.
Поскольку в поле все элементы, кроме 0, обратимы, то 
[image: image2183.wmf]"

 a 
[image: image2184.wmf]Î

 P* <a> = P, так как 1 
[image: image2185.wmf]Î

 <a>, что в поле нет собственных идеалов. С другой стороны , 
[image: image2186.wmf]"

 a 
[image: image2187.wmf]Î

 P* <a> = P, так как 1 
[image: image2188.wmf]Î

 <a> следует, что делители нуля (необратимые элементы кольца) порождают собственные идеалы. Отсюда, в частности, следует, что в поле нет делителей нуля.

Теорема 4.2.1. Z - кольцо главных идеалов. В кольце Z всякий идеал J – главный.

1. J = {0} – главный идеал , {0} = {0 ·k | k
[image: image2189.wmf]Î

Z} .

2. В самом деле, если t – наименьшее натуральное число из J(J
[image: image2190.wmf]¹

{0}),  то легко видеть, что идеал <t>=tz=J.
Доказательство:
<t> = {kt | k 
[image: image2191.wmf]Î

Z}
[image: image2192.wmf]Ì

J. Пусть m 
[image: image2193.wmf]Î

J, m = qt+r, 0
[image: image2194.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image2195.wmf]£

 r < t(теорема 1.1. раздел 1.), m - qt = r, если r
[image: image2196.wmf]¹

0, то в J содержится натуральное число меньшее t. Итак, m = qt, J 
[image: image2197.wmf]Ì

 <t> 
[image: image2198.wmf]Þ

 J = <t>.

§4.3. Кольцо полиномов и его свойства

Пусть P[x] – кольцо полиномов с коэффициентами из P с обычными операциями сложения и умножения  многочленов. Это коммутативное и ассоциативное кольцо с единицей и без делителей нуля. По своим свойствам кольцо P[x] близко к кольцу целых чисел. Например, как и для целых чисел имеет место
Теорема 4.3.1 (о делении с остатком). Для любых двух многочленов f(x) и g(x) ≠ 0 из P[x] существуют единственные многочлены g(x),q(x), такие,что  f(x) = g(x) · q(x) + r(x).
Доказательство:
Пусть f(x) = g(x) · 
[image: image2199.wmf]1

q

(x) + 
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r

(x) = g(x) · 
[image: image2201.wmf]2

q

(x) + 
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(x),  g(x) ·(
[image: image2203.wmf]1

q

(x) - 
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q

(x)) = 
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r

(x) - 
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r

(x)  
[image: image2207.wmf]Þ

 

1. Если f(x) = 0, то g(x) = 0, r(x) = 0.
2. Если des f  < des g, то f(x) = 0 · g(x) + f(x).
3. Если deg f  
[image: image2208.wmf]³

 des g , то используется метод деления.
Определение 4.3.1. В этом равенстве q(x) называют частным, а r(x) остатком от деления f(x) на  g(x).Если r(x) = 0 то говорят, что g(x), q(x) – делители или множители полинома f(x).Обозначение  g(x), q(x) | f(x).
Если в равенстве  f(x) = g(x) · q(x) степени сомножителей не меньше 1, то q(x) и g(x) называют нетривиальными делителями многочлена f(x).Очевидно, любой элемент α≠0 из P является делителем любого многочлена из P[x]. Поэтому его называют  тривиальным делителем.
Для многочленов из P[x] справедливы свойства делимости, аналогичные свойствам делимости в Z.
Свойства делимости многочленов
1.
[image: image2209.wmf]"

 g(x) 
[image: image2210.wmf]¹

 0 ,  g(x) | 0.

2. 
[image: image2211.wmf]"

 a 
[image: image2212.wmf]Î

P* и 
[image: image2213.wmf]"

 f(x) 
[image: image2214.wmf]Î

P[x], a | f(x).
3. Если g(x) | f(x), f(x) | h(x), то g(x) | h(x), так как h(x) = q(x)f(x) = q(x)r(x)g(x) – свойство транзитивности.
4. Если g(x) | f(x), и f(x) | g(x), то f(x) = 
[image: image2215.wmf]a

g(x), 
[image: image2216.wmf]a



 EMBED Equation.3  [image: image2217.wmf]Î

P*.

f(x) = q(x)g(x), g(x) = r(x)f(x) 
[image: image2218.wmf]Þ

 f(x) = q(x)r(x) f(x) 
[image: image2219.wmf]Þ

 q(x)r(x) – многочлены 0-й степени 
[image: image2220.wmf]Þ

 q(x) и r(x) – многочлены 0-й степени, отличные от 0. 

5. Если g(x) | 
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6. Если в равенстве 
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 все многочлены, кроме может быть одного, делятся на d(x) то и этот многочлен делится на d(x).
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[image: image2229.wmf]Þ

 d(x) | f(x).
7. Если f(x) | g(x), то 
[image: image2230.wmf].
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Теорема 4.3.2. Обратимыми многочленами в кольце полиномов P[x] являются многочлены нулевой степени, отличные от нуля и только они, то есть P[x]*=P*

Доказательство:

Если f(x) 
[image: image2231.wmf]Î

 P[x]*, des f 
[image: image2232.wmf],
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³

 то при умножении на него любого многочлена отличного от нуля, мы не получим 1-нулевой степени.
Определение 4.3.2. Наибольшим общим делителем многочленов f1(x), f2(x)…fs(x) называется их общий  делитель со старшим коэффициентом 1, который делится на любой другой общий делитель. Его обозначают НОД (f1(x), f2(x)…fs(x)).

Теорема 4.3.3. Если  f(x) = g(x)q(x) + r(x), g(x) 
[image: image2233.wmf],
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 то (f(x), g(x)) = (g(x), f(x)).
Доказательство:

Следует из свойства 6.
Теорема 4.3.4. Наибольший общий делитель многочленов f(x) и g(x) из кольца P[x] (с точностью до сомножителя) совпадает с последним отличным от нуля остатком r(x) следующей цепочки равенств:

(*)
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Процесс конечен, т.к. степень остатка постоянно уменьшается, на последнем шаге происходит деление на элемент поля

Пример 4.3.1. Найдем наибольший общий делитель многочленов f(x)=x4+3x3-x2-4x-3 и  g(x)=3x3+10x2+2x-3 в кольце Q[x] или R[x]. Чаще всего берут нормированный НОД со старшим коэффициентом, равным 1.

Последовательным делением уголком получаем систему равенств:
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[image: image2237.wmf])

2

)(

27

9

(

5

5

)

30

25

5

(

2

+

+

=

+

+

x

x

x

x

 т.е. r1(x)=r2(x)q3(x) Таким образом, НОД(f(x),g(x))=1/9r2(x)=x+3.(
Определение 4.3.4. Если НОД(f(x),g(x))=1, то многочлены f(x) g(x) называют взаимнопростыми.

Теорема 4.3.5 (соотношение Безу). Если d(x) = (f(x), g(x)), то для любого u(x) и v(x), таких, что d(x) = u(x)f(x) + v(x)g(x).
Доказательство:
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[image: image2239.wmf])
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Теорема 4.3.6. Многочлены f(x), g(x) тогда и только тогда взаимно просты, когда найдутся такие многочлены U(x), V(x), что f(x)U(x)+g(x)V(X)=1.

Доказательство:

Если (f(x), g(x)) = 1, то по теореме 3.5. d(x) = 1, u(x)f(x) + v(x)g(x) = 1.

Если данное соотношение справедливо, то des = 0.
[image: image2240.wmf]Þ

d=1.

С помощью этого критерия получится ряд следствий.

Следствие 1. Если многочлен f(x) взаимно прост с каждым из многочленов φ(х) и ψ(х), то он взаимно прост и с их произведением.
Доказательство:
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 тогда перемножая равенства, получим, 


[image: image2242.wmf]1
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- критерий взаимной простоты многочленов.
Следствие 2. Если произведение многочленов f(x) и g(x) делится на многочлен ((x), но НОД(f(x), ((x))=1, то g(x) делится на ((х).
Доказательство:
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 умножим нa g(x) 
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 u(x)f(x)g(x)+v(x)g(x) 
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Определение 4.3.5. Многочлен f(x)(P[x] степени n ( 1 называется неприводимым в этом кольце, если в любом его представлении вида f(x)=g(x)q(x) для g(x) и q(x)(P[x] один из сомножителей является константой.
Теорема 4.3.7 (о разложении на множители). Всякий многочлен f(x)(P[x] степени n (1 представим в виде   

                                  f(x)=
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EMBED Equation.3[image: image2252.wmf])
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 – неприводимые полиномы со старшим  коэффициентом равным 1, 
[image: image2253.wmf]n

a

 – старший коэффициент f(x). Такое представление единственно с точностью до порядка сомножителей.

Доказательство:
Пусть f(x) – неприводимый многочлен (многочлен 1-й степени) – база индукции. Если f(x) = g(x)h(x), то воспользуемся для g и h предположением индукции. Пусть для f  справедливы два разложения: f(x) = 
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, т.к. многочлен нормированный. 
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, многочлены в обеих частях совпадают.
Что касается идеалов кольца Р[x], то как и в кольце Z, здесь все идеалы являются главными: в каждом собственном идеале I ( Р[x] найдётся такой полином f(x), что I={f(x)g(x)|g(x)(P[x]}=<f(x).

Теорема 4.3.8. В Р[x] существует бесконечно много неприводимых над полем Р многочленов.

Доказательство:

Пусть 
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 - все непрерывные над Р многочлены. Рассмотрим многочлен 
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, которые неприводимы(теорема 3.7.). Структура неприводимых полиномов существенно зависит от поля Р. Если Р = С – поля комплексных чисел, то неприводимыми полиномами в С[x] являются только полиномы 1-ой степени согласно основной теореме алгебры. Отсюда следует, что в кольце R[x] неприводимыми являются лишь полиномы 1-ой степени, а  также второй степени с отрицательным дискриминантом. Что касается кольца Q[x], то здесь для каждого натурального n ( 1 существуют (причём бесконечно много) неприводимых полиномов степени n.Простых чисел бесконечно много, поэтому для f(x) существует бесконечно много неприводимых полиномов. К примеру, таковыми являются полиномы 
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Также и в кольце Z/pZ[x] существуют неприводимые полиномы любой степени n (1. Только в отличие от Q[x] здесь любых полиномов степени n имеется лишь конечное множество (в количестве 
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 многочленов степени n), тем более число неприводимых полиномов данной степени всегда конечно. В качестве примера приведём список всех неприводимых полиномов в кольце Z/rZ[x] степени, меньшей шести.

Теорема 4.3.9. P[x] – кольцо главных идеалов.

Доказательство:

Если I = {0} в P[x], то I = <0> - главный идеал.

Если I 
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 0, то в I найдем многочлен наименьшей степени со старшим коэффициентом 1, пусть это будет d(x), des d 
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 1, так как в идеале не может быть обратных элементов.

Покажем, что I = <d(x)>.
Очевидно, что <d(x)> 
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 I по определению идеала I.

Пусть f(x) 
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 q(x) и r(x)  | f(x) = q(x)d(x) + r(x).
Значит, r(x) = f(x) – q(x)d(x) 
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 I. Если r(x) 
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Итак, r(x) = 0 и f(x) 
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Определение 4.3.6. Элемент с 
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 P называется корнем многочлена f(x) 
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P[x], если f(c) = 0.

Теорема 4.3.10 (Безу). Для 
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 f(c) равно остатку от деления f(x) на x-c.

Доказательство:

По теореме 4.3.1.  f(x) = q(x)(x-c) + r, r 
[image: image2276.wmf]Î

P.
f(c) = q(c)(c - c) + r = r.

Итак, f(x) = q(x)(x - c) + f(c) для 
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Следствие. 
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=>) f(c) = 0   =>  f(x) = q(x)(x - c) => (x - c) | f(x).
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Теорема 4.3.11 (основная теорема алгебры).
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Следствие 1. 
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[image: image2287.wmf].

,

,

)

(

...

)

(

)

(

1

1

C

x

x

a

x

f

i

j

i

ks

s

k

n

Î

¹

-

´

´

-

=

a

a

a

a

a

 (4.3.1)

Если des f = n, то f имеет в С ровно n корней. Неприводимый над С только многочлен 1-й степени.

Доказательство:

Пусть f(c) = 0, c 
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 C, тогда по теореме 3.9. (x - c) | f(x) => f(x) приводим. Разделим f(x) на (x – c), получим 
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 и т.д., пока не получим многочлен 0-й степени. Все разложенные корни f в (1) будут записаны. Степень многочлена слева равна степени многочлена справа.

Следствие 2. 
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 des f > 2 приводим. Неприводимым является только многочлен 1-й степени и 2-й с отрицательным дискриминантом.

Доказательство:
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кореньf(x). Поэтому комплексных корней для  
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 Корни 
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 имеют один кратный в разложении (1) f(x) над С, т.к. иначе 
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 - нет (или наоборот), чего быть не может. Если все корни f(x) 
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Теорема 4.3.12 (признак Эйзенштейна неприводимости многочленов, достаточное условие). Пусть f(x) 
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то f(x) неприводим над Q.

Доказательство: Пусть такое число р, удовлетворяющее этим условиям существует. Допустим f(x) приводим над Q: f(x) = 
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§4.4. Фактор-кольца

Пусть К – кольцо с собственным двусторонним идеалом I , т.е. I , I . I является подгруппой аддитивной абелевой группы (К,+)=K+. Следовательно, не К определено отношение  сравнения по модулю I: элементы а и с кольца.

Определение 4.4.1. Элементы a, c(К сравнимы по модулю I тогда и только  тогда, когда а–сI, то есть а = с + iu для  некоторых u К , i I . Это отношение является отношением эквивалентности  и, следовательно, разбивает К на непересекающиеся классы  сравнимых по модулю I элементов кольца К. Тогда фактор-множество K/I= 
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 =a+I, 
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=b+I , …} является абелевой группой относительно индуцированной операции сложения :
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  = (a + I)  (b + I) = (a + b) + I =  
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 -тот класс эквивалентности по модулю I, в который  попадает элемент а + b.
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На K/I определена операция умножения : [image: image2347.wmf]a

 ( [image: image2348.wmf]b

 = (a + I)  (b + I) = ab + I  =  
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Поскольку операции и  полностью определяются сложением и умножением в кольце К ,то свойства этих операций переносятся на (К,+)/(I,+). Следовательно, должно выполняться свойство дистрибутивности : (
[image: image2351.wmf]a

 ( 
[image: image2352.wmf]b

) ( 
[image: image2353.wmf]c

 =  (
[image: image2354.wmf]a

 ( 
[image: image2355.wmf]b

) ( (
[image: image2356.wmf]b

 ( 
[image: image2357.wmf]c

); если К - ассоциативное  кольцо (с единицей ),то и К/I также будет ассоциативным кольцом   (с  единицей [image: image2358.wmf]1

 ); если К - коммутативно, то и К/I -коммутативно.

Определение 4.4.2. Построенное кольцо К/I называется фактор - кольцом кольца К по двустороннему идеалу I . 
Пример 4.4.1. Кольцо классов вычетов Z/nZ есть фактор - кольцо кольца Z по идеалу I = nZ, 
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Z, |n| > 1).Сложение и умножение задается таблицей Кэли.(
Пример 4.4.2. Возьмем в кольце полиномов P[x] произвольный собственный идеал I = <f(x)>  для некоторого полинома f(x) степени n В один класс эквивалентности по  модулю I попадают те и только те полиномы, которые имеют один и тот же остаток r(x) от деления на  f(x). Cледовательно, фактор-кольцо P[x]/I состоит из классов    
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 ={r(x) + f(x)g(x)q(x) P[x]}=r(x) + I, где степень r(x) меньше f(x).Из сказанного следует, в частности, что фактор-кольцо Z/pZ[x]/<f(x)> конечно. Поэтому сложение и умножение в этом кольце можно задать конкретно в виде таблиц.(
Теорема 4.4.1. Фактор множество кольца К по двустороннему идеалу I K/I является кольцом относительно индуцированных операций + и 
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 классов вычетов по идеалу I:


[image: image2363.wmf];

b

a

b

a

+

=

Å



[image: image2364.wmf].

b

a

b

a

´

=

Ä


Доказательство:


[image: image2365.wmf]b

a

b

a

+

=

Å



[image: image2366.wmf].

)

(

2

1

2

1

b

a

i

i

b

a

i

b

i

a

+

=

+

+

+

=

+

Å

+



[image: image2367.wmf].

b

a

b

a

´

=

Ä



[image: image2368.wmf].

2

1

1

2

2

1

b

a

i

i

bi

ai

ab

i

b

i

a

´

=

+

+

+

=

+

Ä

+



[image: image2369.wmf]K
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- нормальная подгруппа относительно сложения => K/I – абелева группа, как фактор – группа абелевой группы.
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Выполняются законы дистрибутивности => K/I – кольцо.
Пример 4.4.3. Кольцо F=(Z/2Z)[x]/< x2 +x+1 > состоит из классов эквивалентности 
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. Напишем таблицы Кэли сложения и умножения в этом кольце.
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Из таблицы умножения следует, что в кольце F все элементы из F\{0} обратимы относительно умножения, т.е. F* =F\{0} .Следовательно, F-поле из четырёх элементов.(
Пример 4.4.4. Количество многочленов в 
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коэффициенты многочлена степени i принимают p-1 значение, все элементы 
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Теорема 4.4.2. Фактор-кольцо Z/nZ, 
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 является полем, тогда и только тогда, когда n – простое число.
Доказательство:
=>) Пусть Z/nZ – поле. Тогда 
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<=) Пусть n – простое число, тогда 
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 Z/nZ – коммутативное и ассоциативное кольцо с 1 => Z/nZ - поле. 

Теорема 4.4.3. Фактор-кольцо P[x]/<f(x)>, des f 
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 является полем тогда и только тогда, когда f(x) – непреводимый полином над P.
Доказательство:
=>) Пусть P[x]/<f(x)> - поле. Тогда 
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Определение 4.4.3. Собственный идеал I кольца K называется максимальным, если он не содержится ни в каком другом  собственном идеале кольца K. Z и P[x] – кольца главных идеалов.

<m> максимален в Z ( m – простое число, <f(x)> максимален ( f(x) неприводим над P.
§4.5. Гомоморфизмы колец и полей

Определение 4.5.1. Всякое отображение  из кольца 
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y; 2) xy  x 
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y - называется гомоморфизмом
Определение 4.5.2. Инъективный гомоморфизм называется мономорфизмом, сюръективный – эпиморфизмом, биективный – изоморфизмом. 

Всякий гомоморфизм : K K называют эндоморфизмом кольца К, а взаимно однозначный эндоморфизм - автоморфизмом. 

Пример 4.5.1.
Аннулятор кольца К: x   для всякого x K,- тривиальный пример эндоморфизма произвольного кольца К. Противоположный пример эндоморфизма - тождественное отображение  ek  любого кольца К в себя.(
Пример 4.5.2.
Пусть К = K’= С - поле комплексных чисел. Для каждого z = a + bi С положим z = a - bi.Очевидно, операция сопряжения взаимно однозначна и обладает свойствами 1) и 2) гомоморфизма. Следовательно, автоморфизм поля комплексных чисел, причём  (2  = ec.(
Определение 4.5.3. Пусть 
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Свойства кольцевых гомоморфизмов
1. композиция гомоморфизмов колец – гомоморфизм колец;
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Итак, 
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Итак, 
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Из свойства 5 следует, что любой гомоморфизм произвольных полей является либо нулевым, либо инъективным (так поле  не имеет собственных идеалов), в частности, любой ненулевой эндоморфизм поля является автоморфизмом. Инъективный на множестве отображений f: X(X является и сюръективным ( биективным. Гомоморфизмы полей позволяют произвести отождествления полей, установить между ними отношения частичного порядка – по включению.
Пример 4.5.3. 
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подкольцо, но 
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Теорема 4.5.1 (первая теорема о гомоморфизмах колец).
Пусть K – кольцо, 
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 по построению фактор-кольца K/I. 
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 - гомоморфизм колец.
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Определение 4.5.3. Гомоморфизм колец: 
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Теорема 4.5.2 (вторая теорема о гомоморфизмах колец).

Пусть 
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Построим отображение f: 
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 Значит, f – инъекция. 
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f – гомоморфизм колец. Значит, f – изоморфизм колец.
Пример 4.5.4.
Пусть P - поле, P[x] – кольцо многочленов над полем P. 
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гомоморфизм колец. 
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§4.6. Характеристика поля

Определение 4.6.1. Если в поле Р существует такое натуральное n, что 1+1+…1+1=0, то наименьшее n с таким свойством называется характеристикой поля Р и обозначается char P.

Если для каждого n величина 1+1+…+1(0, то говорят, что характеристика поля равна 0.

Если характеристика поля отлична от 0, то она является числом простым (иначе в поле были бы делители нуля).

Пример 4.6.1. В поле 
[image: image2558.wmf]/
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, р – простое, char 
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. В самом деле, 
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 является аддитивной группой из р элементов и, следовательно, циклической группой порядка р, порожденный классом <
[image: image2561.wmf]1

> . Следовательно, по теории циклических групп 
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}. Это и означает, что char 
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Пусть char Р = р > 0. Тогда для любого n, делящегося на р, и для каждого а(Р nа = 0. Отсюда следует своеобразная формула бинома Ньютона в поле Р: для любых а, 0 ( Р 
[image: image2565.wmf](
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Потому что все биномиальные коэффициенты 
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, 1 ( к <p, делится на р. Эта формула имеет обобщение: 
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 для всякого натурального к.

Пример 4.6.2. Пусть Р – поле характеристики р и g – вложение Р в поле 
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 для неприводимого полинома p(x). Тогда 
[image: image2569.wmf]P
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 - так же поле характеристики р.(
Заметим, что существуют бесконечные по количеству элементов поля конечной характеристики. Примером такого поля является поле рациональных функций, т.е. дробь 
[image: image2570.wmf](

)

()

fx

gx

, где f(x) и g(x) (0 – полиномы из Z/pZ[x], с естественными операциями сложения и умножения дробей.(
§4.7. Векторные пространства и расширения полей

Определение и основные свойства векторных пространств над полем R естественно переносятся на произвольные поля. При этом векторное пространство над конечным полем имеет свои особенности.

Теорема 4.7.1. Пусть V – n-мерное пространство над полем Fq из q элементов. Тогда V состоит из 
[image: image2571.wmf]n

q

 векторов.
Если Р является подполем поля Р’, то P’ называют расширением поля Р. Тогда P’, очевидно, является векторным пространством над Р.

Расширение P’ поля Р называется конечным (степени n), если размерность векторного пространства P’ над Р конечно (и равна n). Часто степень расширения обозначают через [P’:Р].

Из теоремы 4.7.1 получаем, что расширение P’ поля Fq из q элементов степени n содержит 
[image: image2572.wmf]n

q

 элементов.

Теорема 4.7.2. Если поле F есть расширение поля Р степени n, а поле H – расширение F степени m, то N – есть расширение Р степени [Н:Р] = m*n.

Элемент 
[image: image2573.wmf]a

( P’ расширения поля Р называется алгебраическим над Р, если существует полином f(x) ( Р[x], корнем которого является 
[image: image2574.wmf]a

, т.е. f(
[image: image2575.wmf]a

) = 0. В противном случае 
[image: image2576.wmf]a

- трансцендентный над Р элемент. Как известно, числа 
[image: image2577.wmf]e

,
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 - трансцендентные над Q вещественные числа. Расширение P’ является алгебраическим расширением Р, если всякий элемент из P’ является алгебраическим над Р.

Теорема 4.7.3. Всякое поле P’ – конечное расширение поля Р – является алгебраическим над Р.

Минимальным называется поле, не содержащее собственных подполей.

Теорема 4.7.4. Поле рациональных чисел – минимальное поле характеристики 0; Z/pZ – минимальное поле характеристики р. В любом поле Р имеется в точности одно минимальное подполе, изоморфное либо Q, либо Z/pZ в зависимости от характеристики поля P.
Следствие. Любое конечное поле Fq имеет конечную характеристику р и является конечным расширением Z/pZ и, следовательно, содержит q = pk элементов, где k – степень расширения Fq на Z/pZ.
Пусть P’ – расширение поля P, ((P’ – алгебраический над P элемент. Если ((P, то существует неприводимый полином степени n>1 в кольце P[x] с корнем (. Его обычно обозначают через Irr((, P, X) и называют минимальным полиномом от X элемента ( над полем P.
Теорема 4.7.5. Пусть ((P’ – расширение поля P – алгебраический над P элемент с минимальным над P полиномом степени n>1. Пусть P(() – минимальное подполе P’, содержащее P и (. Тогда [P(() : P] = n и P(() = {a0+a1(+…+an-1(n-1 | ai(P, i = 0,1,…,n-1}.
Пример 4.7.1. С – алгебраическое расширение поля R; С = R(i) = {a+bi | a, b ( R}, поскольку i – корень неприводимого над R полинома x2+1.(
Пример 4.7.2. Поле F = Z/2Z[x]/<x2+x+1> из примера 4.4.3 состоит из элементов вида 
[image: image2578.wmf]x

b
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, где a, b можно рассматривать как элементы из Z/2Z. 

Развитием теоремы 4.4.3 является следующая теорема.(
Теорема 4.7.6. Пусть P(x) – неприводимый полином кольца P[x] степени n>1, пусть J = <P(x)> - максимальный идеал P(x), порожденный этим полиномом. Тогда поле 
[image: image2579.wmf]P

~

 = P[x]/J является расширением поля P степени n. При этом 
[image: image2580.wmf]P

~

 = {a0+a1(+…+an-1(n-1 | ai(P, ( = 
[image: image2581.wmf]x

} – класс смешанности в поле P[x]/J, порожденный элементом ( – корнем полинома P(x).
Следствие. Для всякого неприводимого полинома f(x) ( P(x) степени n>1 существует расширение поля P степени n, содержащее корень этого полинома.
§4.8. Свойства конечных полей

Выше было установлено, что всякое конечное поле F, содержащее конечное число элементов, имеет простую характеристику р>1. Поэтому оно содержит минимальное подполе Fp из р элементов, изоморфное полю Z/pZ. Являясь конечномерным векторным пространством над Fp некоторой размерности n(1, поле F содержит q = pn элементов. Из теоремы Лагранжа вытекает, что все элементы x ( F* удовлетворяют уравнению xр-1=0, и, следовательно, верна следующая теорема.
Теорема 4.8.1. Конечное поле из q = рn элементов Fq состоит из корней уравнения xq-x = 0 и только из них.

В самом деле, по следствию из теоремы Лагранжа, все элементы из F* = Fq\{0} удовлетворяют уравнению xq-1-1 = 0.
Из теоремы 4.8.1 вытекает следующая теорема.
Теорема 4.8.2. Для каждого натурального числа n существует одно поле из рn элементов – расширение Z/pZ, изоморфное полю Z/pZ[x]/<P(x)> для любого неприводимого полинома P(x) степени n из кольца Z/pZ[x]. 
Следствие. Все неприводимые полиномы степени n кольца Fp[x] раскладываются на линейные множители (имеют все корни) в поле Fpn.
Теорема 4.8.3. Мультипликативная группа конечного поля – циклическая. 
Образующие мультипликативные группы конечного поля называют примитивными элементами этого поля.

Из теоремы 4.7.4 вытекает следующая теорема.
Теорема 4.8.4. Примитивный элемент поля Fpn является корнем неприводимого полинома степени n из кольца Fp[x] для минимального подполя Fp поля Fpn.

Согласно теореме 4.7.2 и 4.7.6 данное поле Fpn  можно рассматривать как множество сумм вида {a0+a1(+…+an-1(n-1 | ai(P}, где ( - корень неприводимого полинома f(x) степени n из кольца Fp[x];
                                f(x)= b0+b1x+..+bnxn, bn(0, bn,..,b0(Fp.

С другой стороны, если ( - примитивный элемент поля Fpn , то все элементы этого поля исчерпываются множеством {0, (,(2,..,(pn,(pn-1 =1}.

Задание элементов поля суммами удобно при сложении элементов поля, для умножения удобнее пользоваться степенным заданием поля. Чтобы сочетать оба преимущества, следует задавать поле либо в виде системы равенств (отождествляющих оба способа задания поля), либо в виде таблицы степеней и сумм.

Пример 4.8.1. Сформируем поле F8. Для этого зафиксируем неприводимый полином степени 3, например, p(x)=x3+x+1. Обозначим через ( его корень, принадлежащий F8, по следствию из теоремы 4.8.2. Тогда (3=(+1 (т.к. характеристика поля F8 равна 2, то –1=1). Тогда (4=(2+(, (5=(3+(2=(2+(+1, (6=(3+(2+(=(2+1, (7=(3+(=(+(+1=1, 0=(-(. Следовательно, поле F8 зададим в виде таблицы из двух столбцов: в левом столбце запишем все различные степени (, в правом – соответствующие этим степеням суммы вида a0+a1(+a2(2.

Таблица 4.8.1
                      Таблица элементов поля F8

                                         (–(  | 0

                           (1   | ( 

                           (2  | (2 

                           (3  | (+1 

                           (4  | (2+1

                           (5  | (2+(+1

                           (6  | (2+1

                           (7  | 1               (
Заметим, что если pn-1 не является простым, то могут существовать неприводимые полиномы степени n в кольце Fp[x], корни которых в поле Fpn  не является примитивным. Такие полиномы называют непримитивными. Так, из трех неприводимых полиномов над Z/2Z степени n два полинома x4+x+1 и x4+x3+1 являются примитивным, а x4+x3+x2+x+1 – непримитивный. В самом деле, если ( - корень x4+x3+x2+x+1 в поле F16, то 
(4=(3+(2+(+1;

(5=(4+(3+(2+(=((3+(2+(+1)+(3+(2+(=1,

то есть циклическая группа <(> имеет порядок 5, а в мультипликативной группе F*16, состоящей из 15 элементов, <(> ( F*16.

Теорема 4.8.5.

Пусть Fq=Fpn – поле характеристики p из pn элементов. Отображение (: Fq(Fq такое, что ((x)=xp для каждого x ( Fq, есть автоморфизм этого поля (называемый автоморфизмом Фробениуса). При этом (n = e – тождественное отображение. Более того, Aut Fq = <(>.
Определение 4.8.1.
Абсолютной нормой произвольного элемента c ( Fq называется величина c(((c)((2(c)(…((n-1(c) и обозначается через N(c); абсолютным следом элемента с называется сумма c+((c)+(2(c)+..+(n-1(c) и обозначается через Тr(c). Здесь ( - автоморфизм Фробениуса.

Теорема 4.8.6.

Норма и след обладают следующими свойствами:

1. N(c) и Тr(c) ( Fp  для каждого c ( Fq.

2. N(c1 ( с2)= N(c1) (N(c2); Тr(c1+c2)=Тr(c1)+Тr(c2).
3. Если c ( Fp , то N(c)=Сn; Тr(c)=nC. В частности, при p=2.

N(1)=1, Тr(1)=1 при n нечетном и Тr(1)=0 при n четном.

Одним из многочисленных применений нормы и следа является следующий факт.
Теорема 4.8.7.
Уравнение x2+x+(=0 с элементом ((F2n имеет корни в этом поле тогда и только тогда, когда Тr(() = 0.
Отметим, что произвольное квадратное уравнение x2+ax+b с коэффициентами a(0, b(F2n всегда приводится к виду x2+x+(=0 при помощи замены x = ay. Тогда a2y2+a2y+b=0 или a2(y2+y+b/a2)=0. Следовательно, y2+y+(=0 для (= b/a2.
Х
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