1. Основные понятия: понятие модели, понятие моделирования.
Пример 1. По рельсу катится колесо, к которому прикреплена масса. Рельс не ровный, вызывает колебания груза. Нам необходимо составить дифференциальное уравнение, которое описывает колебания груза массой m.

[image: image1.emf]Fc

Fвын

mg

Fупр

х

у

0

y(t)

Положение равновесия груза

(пружина растянута)


Fупр = – k1·y(t)

Fс = – k2·y'(t)

Fвын (t)
Второй закон Ньютона: 

my''(t) = k1·y(t) - k2·y'(t) – mg + Fвын(t)

my''(t) + k2·y'(t) – k1·y(t) = Fвын(t) – mg
Это уравнение описывает колебания груза.

Пример 2. Есть колебательный контур, в котором происходит колебание тока под действием ЭДС. 
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Ток- скорость изменения зарядов во времени: 
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Преобразуем данное уравнение:
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После этого в 1 и 2 задаче мы получаем следующее:
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С точки зрения математики мы получили два одинаковых дифференциальных уравнения, следовательно, механическая и электрическая системы ведут себя одинаково. Следовательно, можно изучать более сложные системы, изучая более простые (подобные).
О: Пусть есть некоторая система А, которая обладает набором свойств S. Моделью данной системы А будем называть систему А', которая обладает аналогичным набором свойств S' – похожих на S.
О: Процесс моделирования – процесс построения модели для исходной системы и исследование свойств модели.

                                        2. Классификация моделей.
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Примеры к схеме:

2. Рабочие модели – искусственное сердце (печень, почки), протез, т.е. модель которая копирует основные свойства.
3. Исследовательские модели – модели, которые созданы для исследования исходной модели, которая напрямую изучению не поддается.

4. Экспериментальные модели – созданы не на бумаге, а из материала, т.е. реальные и обладают свойствами исходной модели.

5. Теоретические модели – существуют на бумаге или в виде компьютерной программы.
6. Модели по принципу подобия – отвлекаемся от свойств, а смотрим по какому-либо одному свойству (форме).

7. Аналогия – первые два примера аналогичны (т.е. ведут себя одинаково) – разные системы, но происходит создание модели по принципу аналогии.

8. Гибридные модели – сочетают в себе аналогию и подобие (Пр: приборы для обучения – аналог настоящего самолета или кабины машиниста).
9. Общие модели (модели общего вида) – глобальные теории, охватывающие общие закономерности окружающего мира (Пр: теория глобального взрыва).

10. Специальные теории – теории в отдельных областях знаний (нас интересуют математические).

12.1. Детерминированные модели – описывают систему с помощью дифференциальных уравнений.

12.2. Стохастические модели – модели, в которых применяются методы теории вероятности. Поведение таких систем не бывает однозначным (Пр: билетная касса).

12.3. Агрегативные модели – сложные модели, которые можно разделить на подмодели, т.е. допускает декомпозицию на подмодели.

3. Этапы составления и исследования моделей.
1 этап: Составление физической модели того процесса (объекта), который мы исследуем. При этом используются принципы идеализации и абстрагирования.
О: Идеализация – упрощение некоторых свойств изучаемого объекта; замена объекта материальной точкой.

О: Абстрагирование – пренебрежение некоторыми свойствами изучаемого объекта.

2 этап: Составление математической модели – описание свойств физической модели в математических терминах, составление дифференциальных уравнений, написание алгоритма, по которому функционирует система.

3 этап: Исследование математической модели математическими средствами.

4 этап: Интерпретация полученных результатов.

5 этап: Определение точности совпадения результатов моделирования со свойствами реального объекта.

Пример. Возьмем колебание: груз массы m отклоняется от положения равновесия. Задача: определить свойства колебаний.
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1 этап: − m – материальная точка массы m;
             − F= - kx (по закону Гука), где x – отклонение, k – коэффициент жесткости;
           − трение отсутствует;

           − нет сопротивления воздуха.

Первые два пункта – согласно принципу абстрагирования, третий и четвертый – принцип идеализации.

2 этап: положение груза в момент времени t по оси х будет задаваться некоторой функцией x(t);
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3 этап:
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4 этап: колебания синусоидальные: 
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Если будем толкать груз с другой скоростью v0, то изменится только амплитуда колебаний.

Если увеличим m в 4 раза, то А увеличится в 2 раза, 
[image: image17.wmf]w

 уменьшится в 2 раза.

Если увеличить k в 4 раза, то А уменьшится в 2 раза, а 
[image: image18.wmf]w

 увеличится в 2 раза.

5 этап: Так как мы пренебрегли сопротивлением воздуха, то колебания получились не затухающими. Они будут совпадать с настоящими только в небольшом промежутке времени.

§ 4 Имитационное моделирование. Основные понятия.

4.1. Статистический эксперимент.
Задача. Определить значение числа π с помощью статистического эксперимента (бросая камушки).
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Мы бросили: N камней попали в квадрат,

                        k – попали в круг.
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Составим программу, по которой можно узнать сколько раз надо бросить камень, чтобы была какая-то точность (изменять будем N).
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N=100;

k=0;

for n=1:N

      x=2*rand;

      y=2*rand;

      r=sqrt((x-1)^2+(y-1)^2);

      if r<=1

      k=k+1;

     end

end

p=4*k/N;
Каждый прогон этой программы для различных N и есть статистический эксперимент.

Данная программа – это математическое описание имитационной модели для нашего эксперимента.

4.2. Определение имитационной модели.
О: Имитационная модель – формальное, т.е. выполненное на некотором формальном языке, описание логики функционирования исследуемой системы и взаимодействия ее отдельных элементов во времени, учитывающее наиболее существенные причинно-следственные связи, присущие системе и обеспечивающие проведение статистических экспериментов.

Для имитационного моделирования почти отсутствуют ограничения на области их применения. Наибольший эффект применения достигается при исследовании сложных систем на функционирование которых влияют случайные факторы.
Применение имитационного моделирования целесообразно в следующих случаях:

1. характер протекающих в системе процессов не позволяет описать эти процессы в аналитической форме;

2. необходимость наблюдать за поведением системы в течение некоторого периода, в том числе с изменением скорости протекания процессов в системе;

3. при изучении новых ситуаций в системе либо при оценке функционирования ее в новых условиях;

4. если исследуемая система является элементом более сложной системы, другие элементы которой уже имеют реальное воплощение;

5. необходимо исследовать поведение системы при введении в нее новых компонентов.

С помощью имитационных моделей:

1. можно выяснить влияние внешних факторов на поведение системы;

2. можно найти аналитическую зависимость выходных параметров системы от количественных характеристик внешних факторов;

3. можно находить оптимальные параметры функционирования модели или системы.

§ 5. Элементы теории вероятностей.
Основным понятием в теории вероятностей – есть понятие опыта или эксперимента.

О: Опыт – такой эксперимент, который можно повторять неограниченное число раз при неизменных условиях.

Второе основное понятие – событие.

О: Событие – любой результат опыта.

События подразделяются на 4 группы:

· достоверные – которые всегда происходят;

· невозможные – которые никогда не происходят;

· случайные – могут произойти или нет, заранее предсказать их нельзя, обладают постоянством частоты появления, т.е. в разных сериях опытов они появляются одинаково часто;

· неопределенные – случайные события, у которых нет постоянства частоты появления.

О: Вероятность случайного события – число, которое заключено между 0 и 1, причем 0 – соответствует невозможному событию; 1 – достоверному событию; а для случайного события, чем ближе к 1, тем больше шансов у события появиться в результате опыта.
Способы вычисления вероятности случайного события:

1. Схема случаев. 
Опыт сводится к схеме случаев, если он обладает тремя свойствами:

· число элементарных исходов конечно;

· элементарные исходы попарно несовместны, т.е. невозможно появление одновременно двух событий;

· все элементарные исходы равновозможные.
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где n – число элементарных исходов,

      m – число исходов благоприятных появлению события А.

Например. Колода 36 карт. Какова вероятность достать из колоды пиковую карту?

n=36,    m=9,    P(A)=9/36=1/4.

2. Статистическое определение вероятности. 

Пусть есть опыт со случайным событием А; опыт проводим N раз; n – число появлений события А. Тогда:
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 - частота появления события А.

Рассмотрим 
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 EMBED Equation.3  [image: image25.wmf])
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. Если он существует, то он называется вероятностью случайного события А:
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 EMBED Equation.3  [image: image27.wmf])
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Замечание: здесь предел понимается следующим образом – с ростом N частота стремится в основном к вероятности, при этом будут отклонения, но число таких отклонений в процентном отношении стремится к 0.

Случайная величина, ее понятие
Пространство элементарных исходов Ω – множество, в которое входят все элементарные исходы ωi конкретного опыта.
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О: Случайная величина – любая числовая функция, областью определения которой является множество Ω, а областью значений – все действительные числа.

Случайные величины бывают дискретные и непрерывные.

Случайные величины называется дискретными, если они принимают отдельные изолированные друг от друга значения.

Случайная величина называется непрерывной, если ее значения сплошь заполняют числовой интервал на некоторой оси.

Для описания случайной величины используют закон распределения случайной величины.

Закон распределения случайной величины Х – это всегда таблица:

	Х
	x1
	x2
	…
	хn

	P
	p1
	p2
	…
	pn


Пример: для кубика:

	Х
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	P
	1/6
	1/6
	1/6
	1/6
	1/6
	1/6


Для непрерывных случайных величин ξ используют функцию распределения Fξ(х).

Fξ(х)=Р{ξ
[image: image29.wmf]Î
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Например. Предположим Ω – система точек; а масса каждой точки равна ее вероятности появления.
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Для непрерывных величин Fξ(х)=m(-∞,х)
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Функция плотности распределения ƒξ – дифференциальный закон распределения (плотность массы, которая распределена по всей числовой оси).

ƒξ = F'(x)

Р{ξ
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§ 6. Числовые характеристики случайных величин.
Пусть есть Х – дискретная случайная величина, и существует закон распределения:

	Х
	x1
	x2
	…
	хn

	P
	p1
	p2
	…
	pn


О: Математическим ожиданием дискретной случайной величины Х называется:
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Геометрический смысл: математическое ожидание – это средняя точка, возле которой разбросаны наши значения xi; это центр рассеивания.

Пусть Х – непрерывная случайная величина и дана функция плотности ƒ(х):

Тогда мат.ожидание:
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Геометрический смысл аналогичен.
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О: Дисперсия – мат.ожидание квадрата отклонения случайной величины от своего мат.ожидания:
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Смысл дисперсии: Если D[Х] большое, то точки находятся далеко друг от друга. Дисперсия характеризует величину разброса случайного значения вокруг мат.ожидания.

Дисперсия для дискретной случайной величины:
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Дисперсия для непрерывной случайной величины:
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О: Среднеквадратичное отклонение – среднее отклонение от мат.ожидания:
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§ 7. Примеры основных случайных величин и их числовых характеристик.
1. Дискретная случайная величина, распределенная по закону Бернулли.

Случайная величина Х распределена по закону Бернулли, если ее таблица имеет вид:
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P{X=k}=
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Это схема независимых испытаний (один и тот же опыт повторяем n раз при неизменных условиях). В каждом испытании событие А может произойти с вероятностью р и не произойти с вероятностью q=1-p. 
Х – число появлений события А.

Используя формулы, можно вычислить мат.ожидание и дисперсию:
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2. Дискретная случайная величина, распределенная по закону Пуассона.

Случайная величина распределена по закону Пуассона, если ее таблица имеет вид:
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В этом случае мат.ожидание и дисперсия:
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3. Непрерывная случайная величина, распределенная по показательному закону.
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Показательный закон распределения – когда функция плотности имеет следующий вид:
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Тогда мат.ожидание и дисперсия считаются по следующим формулам:
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4. Непрерывная случайная величина, распределенная по равномерному закону.
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При этом законе распределения функция плотности имеет вид:
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Тогда:       
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5. Непрерывная случайная величина с нормальным законом распределения.

Функция плотности имеет следующий вид:


[image: image67.emf]х

0

y

m

кривая Гаусса



[image: image68.wmf]2

2

2

)

(

2

1

)

(

s

s

p

m

x

e

x

f

-

-

×

=


В этом случае:       
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6. Закон треугольника.

Предполагают, что функция плотности – треугольник следующего вида:
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Площадь треугольника: 
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Для этого случая: 
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Закон треугольника применяют, если по гистограмме не удается определить закон распределения случайной величины.

§ 8. Построение датчиков псевдослучайных чисел.
О: Массив, который получают с помощью датчиков, называются псевдослучайными числами, потому что они получены на основе жестких алгоритмов.
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8.1. Датчики для равномерного закона распределения.
Например: 
[image: image79.wmf]5

,

0

1

=

x


                    
[image: image80.wmf].....

..........

..........

}

11

{

}

11

{

2

3

1

2

p

p

+

×

=

+

×

=

x

x

x

x


У всех датчиков есть цикл; у хороших он составляет порядка 10000 чисел.

8.2. Построение датчика псевдослучайных чисел для произвольного закона распределения.
Построение таких датчиков основано на датчике для равномерного закона.

Теорема: Пусть ξ – случайная величина, распределенная по некоторому закону    у=Fξ(х).

η=F(ξ)
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Утверждается, что всегда случайная величина η будет распределена по равномерному закону.

Доказательство: пусть ξ имеет равномерный закон распределения. Тогда функция плотности:
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Рассмотрим вероятность попадания случайной величины ξ в интервал 
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[image: image85.emf]х
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Докажем это для рисунка:
Возмем произвольный интервал (α,β) и найдем значения: 
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Вероятность попасть случайной величине η в интервал [α;β] не зависит от того, где взяли точку, а зависит только от длины интервала.
Следствие: Если η=F(ξ), тогда ξ=F-1(η)

Пример: построение датчика псевдослучайных чисел по показательному закону.
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Для построения датчика необходимо знать закон распределения:
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Алгоритм построения датчика:

1. Генерируем 
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 распределенный по равномерному закону.

2. Находим 
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8.3. Построение датчика псевдослучайных чисел с помощью таблицы квантилей.
Очень часто при построении датчика обратную функцию (F-1) в аналитической форме найти очень сложно или невозможно. И поэтому пользуются таблицей квантилей.

Пусть р – некоторая вероятность. Квантилем этого значения называется число, которое находится геометрически.
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Алгоритм построения датчика:

1. Построение таблицы квантилей. Отрезок [0;1] разбиваем на N равных частей:
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N+1 точка разбиения [0;1]
Из практических соображений выбирают константы a и b такие, что все случайные значения заключены между ними.
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2. а) генерируем случайное число 
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 по равномерному закону;

    б) определяем номер интервала, в который он ( r ) попал:
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        i – номер интервала.

   в) находим соответствующую пару квантилей, которые являются границами для полученного интервала: 
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   г) генерируем случайное значение 
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 EMBED Equation.3  [image: image106.wmf]]
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 по равномерному закону.
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, где

r1 – равномерно распределенная случайная величина, принадлежащая интервалу [0,1].

Получаем ξ=t.

§ 9. Потоки случайных событий. Пуассоновский поток.
О: Поток событий – последовательность однотипных случайных событий в случайные моменты времени. Пример: очередь в кассу.


[image: image108.emf]t1 t2t3
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По своим характеристикам потоки бывают разными. 

Поток называется простейшим или Пуассоновским, если он обладает следующими свойствами:

· Одинарность – события потока следуют поодиночке;

· Стационарность – вероятность того, что за промежуток времени ∆T произойдет ровно m событий потока, она одна и та же и не меняется от того, где этот промежуток ∆T выбран;
· Отсутствие последействия – число событий на промежутке ∆T1 никак не зависит от того, сколько событий произошло на промежутке ∆T1
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 - формула Пуассона, 
где λ – среднее число событий потока за единицу времени.
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Доказательство того, что простейший поток обязательно будет Пуассоновским:

Формула Бернулли: А – случайная величина; р(А), q=р(
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Рассмотрим промежуток времени ∆T и разобьем его на n равных частей:
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Среднее число событий попавших в промежуток 
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В силу стационарности это среднее число событий будет везде (на каждом 
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Рассмотрим случайную величину ξ – число событий потока на интервале 
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В силу одинарности, если ∆T очень маленькое, то может произойти максимум только одно событие (или не произойти совсем).

Найдем вероятности p и q. Для этого найдем мат.ожидание от ξ:
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Получаем следующую таблицу:
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Вывод: мы имеем схему независимых испытаний (можем считать, что один и тот же эксперимент повторяется n раз). Поэтому можем применить формулу Бернулли:
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Пусть 
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 EMBED Equation.3  [image: image130.wmf]=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

×

×

×

×

×

×

+

-

×

×

-

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

m

n

m

m

m

n

m

m

n

n

a

n

a

n

a

m

m

n

n

n

n

n

a

n

a

C

1

1

...

3

2

1

)

1

(

...

)

2

)(

1

(

1



[image: image131.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

ï

þ

ï

ý

ü

ú

û

ù

ê

ë

é

-

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

×

×

×

×

×

+

-

×

×

-

-

×

=

-

-

a

a

n

m

m

n

a

n

a

n

n

n

n

m

n

n

n

n

m

a

)

(

1

1

1

...

)

1

(

...

)

2

)(

1

(

!


                              m раз
(пусть 
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так как 
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.         ЧиТД.

§ 10. Связь пуассоновского потока с показательным распределением.
Рассмотрим промежуток времени между двумя событиями потока ∆t – непрерывная случайная величина.
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Утверждение. Промежуток времени между двумя соседними событиями пуассоновского потока есть случайная величина, имеющая показательный закон распределения с тем же параметром λ и наоборот, если закон распределения между двумя соседними событиями показательный закон, то поток будет пуассоновским.
Доказательство прямой теоремы.
Дано: простейший поток с параметром λ.

Доказать: ∆t – промежуток времени между двумя событиями имеет показательный закон распределения с параметром λ.

Функция распределения случайной величины ∆t имеет вид:
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§ 11. Минимизация конечных автоматов.
Два состояния конечного автомата будем называть эквивалентными, если при воздействии на автомат любой последовательностью входных сигналов, мы получаем для каждого из этих состояний zi и zj одинаковую последовательность выходных сигналов.
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Алгоритм поиска эквивалентных состояний рассмотрим на примере.

Пусть даны две автоматные таблицы (таблица внутренних состояний и таблица выходов):

	Z   S
	α
	β
	γ
	α
	β
	γ

	1
	2
	2
	5
	1
	0
	0

	2
	1
	4
	4
	0
	1
	1

	3
	2
	2
	5
	1
	0
	0

	4
	3
	2
	2
	0
	1
	1

	5
	6
	4
	3
	1
	0
	0

	6
	8
	9
	6
	0
	1
	1

	7
	6
	2
	8
	1
	0
	0

	8
	4
	4
	7
	1
	0
	0

	9
	7
	9
	7
	0
	1
	1


Теперь составляется таблица эквивалентных пар:
	
	α
	β
	γ
	

	(1,3)
	(2,2)
	(2,2)
	(5,5)
	

	(1,5)
	(2,6)
	(2,4)
	(5,3)
	

	(1,7)
	(2,6)
	(2,2)
	(5,8)
	       1~3      
	1~3~8      I

	(1,8)
	(2,4)
	(2,4)
	(5,7)
	       1~8
	2~4          II

	(2,4)
	(1,3)
	(4,2)
	(4,2)
	       2~4            5~7         III

	(2,6)
	(1,8)
	(4,9)
	(4,6)
	       3~8            6             IV

	(2,9)
	(1,7)
	(4,9)
	(4,7)
	       5~7            9             V

	(3,5)
	(2,6)
	(2,4)
	(5,3)
	

	(3,7)
	(2,6)
	(2,2)
	(5,8)
	

	(3,8)
	(2,4)
	(2,4)
	(5,7)
	

	(4,6)
	(3,8)
	(2,9)
	(2,6)
	

	(4,9)
	(3,7)
	(2,9)
	(2,7)
	

	(5,7)
	(6,6)
	(4,2)
	(3,8)
	

	(5,8)
	(6,4)
	(4,4)
	(3,7)
	

	(6,9)
	(8,7)
	(9,9)
	(6,7)
	

	(7,8)
	(6,4)
	(2,4)
	(8,7)
	


Алгоритм минимизации:

1. Составление таблицы пар состояний, для которых выходные сигналы одинаковы, и заполнение этой таблицы парами, в которые переходят пары первого столбца при первом сигнале.

2. Отметить строчки таблицы, в которых есть различимые пары, отсутствующие в первом столбце. 

Различимая пара – пара, в которой присутствуют два разных состояния. Например, (4,9) – различимая пара, а (2,2) – неразличимая.

Отметить строчку – значит отметить пару первого столбца этой строчки.

3. Повторяют цикл: отмечают строчки, в которых есть пары отмеченные в первом столбце.

Эквивалентными будут те пары, которые останутся неотмеченными.

Составляем конечную автоматную таблицу для обобщенных состояний (с помощью первоначальной таблицы):
	
	α
	β
	γ
	α
	β
	γ

	I
	II
	II
	III
	1
	0
	0

	II
	I
	II
	II
	0
	1
	1

	III
	IV
	II
	I
	1
	0
	0

	IV
	I
	V
	IV
	0
	1
	1

	V
	III
	V
	III
	0
	1
	1


§ 12. Моделирование работы конечного автомата.
Постановка задачи:

Требуется составить программу, которая имитирует работу конечного автомата при переходе его из одного состояния в другое при различных входных сигналах. При этом требуется сосчитать общее время нахождения автомата в каждом состоянии, вероятность каждого состояния, количество каждого состояния в процентном отношении, найти среднее состоянии е автомата.

Пусть дан конечный автомат с множеством состояний {zi} 
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и заданы две таблицы:
	Z     S
	1
	2
	3
	1
	2
	3

	1
	1
	2
	3
	0
	1
	3

	2
	1
	1
	1
	3
	6
	4

	3
	1
	1
	2
	1
	0
	0


Сигналы поступают в автомат в случайные моменты времени, эти моменты образуют простейший поток.

∆t – случайная величина, распределенная по показательному закону.

Λ=2 – количество сигналов за единицу времени.

М[∆t]=
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 - среднее время между сигналами.

Таблица вероятностей появления каждого сигнала:
	S
	1
	2
	3

	P
	0,2
	0,5
	0,3


  Составим для таблицы вероятностей таблицу накопительных вероятностей:
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	S
	1
	2
	3

	pN
	0,2
	0,7
	1


Запишем программу:

function modelavt;
global t Tmod lambda pN Avt
init;
while t<Tmod
    [dT,S]=generat(pN,lambda);
    t=t+dT;
    [Vhd,Avt]=avtwork(Avt,S);
end
pprint(Avt);
function init;
global t Tmod lambda pN Avt
t=0;
Tmod=1000;
lambda=1;
pN=[0.2,0.7,1];
avt=struct(...      
    'Z',1,...                      
    'Tvh',0,...   
    'nZ',[1,0,0],...  
    'tZ',[0,0,0],...   
    'mZ',0,...               
    'TabZ',[1,2,3; 1,1,1;1,1,2],...     
    'TabVs',[0,1,3; 3,6,4;1,0,0] ); 
function [dT,Sign]=generat(pN,lambda);
    Sign=diskrdat(pN);
    dT=pokdat(lambda);
function n=diskrdat(pN);
    r=rand;
    [a,n]=min(pN<r);
function z=pokdat(lambda);
    t=rand;
    while t==0;
        t=rand;
    end;
    z=-log(t)/lambda;
function [Vs,Avt]=avtwork(Avt,Sign);
global t
Zst=Avt.Z;
Znov=Avt.TabZ(Zst,Sign);
Vs=Avt.TabVs(Zst,Sign);
if Znov~=Zst
    deltaT=t-Avt.Tvh;
    if deltaT>0
        Avt.nZ(Zst)=Avt.nZ(Zst)+1;
        Avt.tZ(Zst)=Avt.tZ(Zst)+deltaT;
        Avt.mZ(Zst)=Avt.mZ+Zst*deltaT;
    end
    Avt.Z=Znov;
    Avt.Tvh=t;
end
function pprint(Avt);
global Tmod
Nz=sum(Avt.nZ);
procZ=100*Avt.nZ/NZ
srT=Avt.tZ./Avt.nZ
verZ=Avt.tZ/Tmod
MZ=Avt.mZ/Tmod
§ 13. Моделирование работы системы массового обслуживания (СМО).
1. Постановка задачи:

Требуется провести исследование режимов работы следующей системы: есть одна касса по продаже билетов, время обслуживания случайное. Клиенты становятся в очередь в случайные моменты времени. Очередь ограничена. Требуется построить имитационную модель этой СМО и поиграв параметрами найти: 
1) как зависит средняя длина очереди от среднего времени обслуживания кассиром;

2) определить вероятность простоя кассира;

3) процент обслуженных клиентов;

4) вероятность обслуживания в зависимости от интенсивности работы кассира.

2. Построение физической модели:
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III блок: Конечный автомат, в котором 2 состояния: либо Z=1 – простой, либо Z=2 – работа.
Первый сигнал кассиру – в пустой очереди появилась заявка. Он эту заявку забирает из очереди – это его выходной сигнал. Передает его во II блок. В ответ на это очередь выдает сигнал, что заявка пошла на обслуживание. III блок из состояния простоя переходит в состояние работы. В момент обслуживания он не реагирует на другие сигналы. В состоянии обслуживания он находится некоторое случайное время – λ – интенсивность обслуживания. После того, как обслуживание закончилось, автомат должен из состояния работы перейти в состояние простоя, на выход должен выдать сигнал, что заявка обслужена и может выйти из системы; проверить очередь и взять следующего клиента.

II блок: очередь – описываем работу с помощью математической логики.
Входные сигналы:

· 1 – пришла заявка из генератора, тогда состояние очереди увеличивается на 1;

· 2 – забрать заявку из очереди (от кассира), тогда состояние очереди уменьшается на 1.

Выходные сигналы:

· 1 – когда очередь пуста и пришла первая заявка – сообщить об этом кассиру;

· 2 – передача заявки кассиру в ответ на запрос;

· 3 – заявке отказано в обслуживании – нет места в очереди.

I блок: генератор заявок – входной поток клиентов – простейший.

Генератор выдает заявку, которая идет в очередь. Потом с помощью датчика случайных чисел генерируем промежуток времени по показательному закону, которое пройдет до следующей заявки. Этот генератор с параметром λ – количество заявок в час.

3. Создание математической модели
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III блок:

Входные сигналы:

· 1 – закончить работу;

· 2 – пришла информация, что в пустой очереди появилась заявка;

· 3 – пришла заявка на обслуживание.

Выходные сигналы:

· 1 – автомат кассир приступила к работе – обслуживает заявку и генерирует время работы ∆τ;

· 2 – запрос очереди с требованием забрать заявку;

· 3 – заявка обслужена и ушла из системы и одновременно идет запрос с требованием забрать заявку из очереди.

Составим таблицу для III блока:
	Z     S
	1
	2
	3
	1
	2
	3

	1
	1
	1
	2
	0
	2
	1

	2
	1
	2
	0
	3
	0
	0


«0» означает: либо нет сигнала, либо ситуация невозможна.

II блок:

Входные сигналы:

· 1 –пришла заявка в очередь;

· 2 – забрать заявку из очереди.

Выходные сигналы:

· 1 – послать информацию кассиру, что в пустой очереди появилась заявка;

· 2 – передача заявки в кассу в ответ на требование кассира;

· 3 – отказ в обслуживании заявки.

Очередь может быть в трех состояниях:

1) пустая очередь;

2) промежуточная очередь;

3) максимальная очередь.

Пришла заявка:
1) если очередь пустая – выдается сигнал 1.

2) если промежуточная очередь – число заявок в очереди увеличивается на 1, на выходе сигнала нет.

3) если очередь максимальная – число заявок в очереди не изменяется, на выходе сигнал 3.

Пришла команда от кассира забрать заявку:

1) если очередь пустая – состояние очереди не изменилось, на выходе нет сигнала.

2) если промежуточная очередь – очередь уменьшилась на 1, выходной сигнал 2.

3) если очередь максимальная – очередь уменьшилась на 1, выходной сигнал 2.

Пришла команда от кассира забрать заявку:

I блок:

Через промежутки времени ∆t посылает в очередь сигнал о том, что пришла заявка.

Модельное время – время, в течение которого работает модель.

В нашей имитационной модели будем придерживаться принципа течения модельного времени по определенным состояниям – моменты смены состояний под воздействием входных/выходных сигналов.
Введем понятие события для организации передачи заявок.

Событие – массив из трех чисел:

· 1 – момент времени, в который происходит событие (time);

· 2 – кто получает (kto);

· 3 – входной сигнал, который идет автомату получателю (sign).

Sob=[time, kto, sign]

Массив событий будем называть списком событий. Каждый выходной сигнал любого автомата инициирует событие, которое мы должны занести в этот список. Делать это будем с помощью следующей функции:

function putsob(time,kto,Sign);
global Nsob sob;
Nsob=Nsob+1;                   % Число записей в списке увеличиваем на 1
sob(Nsob,1:3)=[time,kto,Sign]; % Заносим в последнюю строку списка вфывфвфффф                             информацию о событии
Функция, которая выбирает событие с наименьшим временем:

function z=getsob;
global Nsob sob
if Nsob==0                  % Если список пуст 
    z=[]; return;
else                
   [tmin,k]=min(sob(:,1));  % Ищем индекс  "к" у события с минимальным ывфвафафвафв                        временем
    z=sob(k,:);             % Возвращаем найденное событие (строка с вфваффафй                           номером к)
    sob(k,:)=[];            % Вычеркиваем найденную строку из списка
    Nsob=Nsob-1;            % Уменьшаем количество записей в списке
end
Создаем каталог для моделирования СМО:

function model_smo
global t Tmod 
init;   % Инициализация исходных данных
while t < Tmod;     % Цикл по времени до конца моделирования
    sob=getsob;     % Получение очередного события с наименьшим временем   ыаапыап               sob=[t,kto,Sign]
    t=sob(1);       % Коррекция модельного времени
    kto=sob(2);     % Кто получает текущий сигнал 
    sign=sob(3);    % Номер сигнала 
    switch   kto   
        case {1}        % Работа генератора заявок
            generator(sign);
         case {2}        % Работа накопителя
            ochered(sign);
         case {3}        % Работа канала обслуживания
            kassa(sign);
     end     % end switch
end         % end while
pprint ;     % Вывод результатов
function init;
global t Kas Tmod Och otk lambda mju obsl Nsob sob
t=0;                % Текущее модельное время
Tmod=1000;          % Время окончания моделирования
otk=0;              % Количество заявок, которым отказано в обслуживании
obsl=0;             % Количество обслуженных заявок
mju=1;              % Интенсивность обслуживания каналом заявок
lambda=1;           % Интенсивность появления заявок
Nsob=1;                 % Количество событий в списке
sob(Nsob,1:3)=[0,1,1];  % Инициализация первого события
Kas=struct(...      % Структура с данными канала обслуживания
    'Z',1,...                       % Номер текущего состояния
    'Tvh',0,...                     % Время входа в текущее состояние
    'nZ',[0,0],...                  % Счетчики состояний
    'tZ',[0,0],...                  % Счетчики продолжительности состояний
    'mZ',0,...                      % Подсчет среднего состояния
    'TabZ',[1,1,2; 1,2,0],...       % Автоматная таблица  состояний
    'TabVs',[0,2,1; 3,0,0] );       % Таблица выходных сигналов
Och=struct(...      % Структура с данными очереди
    'N',0,...                       % Число заявок в очереди
    'n0',0,...                      % Счетчик числа нулевых состояний очереди
    'tn0',0,...                     % Счетчик времени нулевого состояния
    'nNmax',0,...                   % Счетчик числа максимальных состояний
    'tnNmax',0,...                  % Счетчик времени максимального состояния
    'mN',0,...                      % Подсчет среднего состояния
    'tvh',0,...                     % Время входа в текущее состояние
    'Nmax',8);                      % Максимальное число заявок в очереди

function kassa(s);
global t obsl mju Kas
[vhd,Kas]=avtwork(Kas,s);
switch vhd
    case {0};                   % Нет выходного сигнала
    case {1}                    % Опрелеление времени окончания обслуживания
        putsob(t+pokdat(mju),3,1);
    case {2}                    % Взять заявку из очереди на обслуживание
        putsob(t,2,2);
    case {3}                    % Заявка обслужена, забираем следующую из ачыпавпвп                         очереди
        putsob(t,2,2);
        obsl=obsl+1;            % Подсчет обслуженных заявок
end
function [vhd,nak]=nakwork(nak,s); 
global t
n=nak.N;                % Число заявок в очереди (номер состояния)
nst=n;                  % Старое количество заявок в очереди
dT=t-nak.tvh;           % Время от смены посл. состояния
if nst==0               % Если очередь пуста
    switch s                % Входной сигнал
    case {1}                % Пришла заявка
        n=n+1;              % Число заявок увеличилось на 1
        nak.n0=nak.n0+1;    % Число нулевых состояний увеличилось на 1
        nak.tn0=nak.tn0+dT; % Общее время нулевого состояния
        vhd=1;              % Выходной сигнал - пришла заявка
    case {2}            % Взяли заявку
        vhd=0;          % Пустой сигнал, т.к. в очереди не было заявок
    end
end
if (0 < nst)&(nst < nak.Nmax)   % Очередь промежуточная
    switch s            % Сигнал
    case {1}            % Пришла заявка
        n=n+1;          % Число заявок увеличилось на 1
        vhd=0;          % Пустой сигнал, т.к. об этом сообщать не надо
    case {2}            % Взяли заявку 
        n=n-1;          % Число заявок уменьшилось на 1
        vhd=2;          % Выходной сигнал - пошла заявка на обслуживание
    end
end
if nst == nak.Nmax      % Максимальная очередь
    switch s            % Сигнал
    case {1}            % Пришла заявка
        vhd=3;          % Заявка не обслуживается - выходной сигнал
    case {2}                        % Взяли заявку
        n=n-1;                      % Число заявок уменьшилось на 1
        nak.nNmax=nak.nNmax+1;      % Счетчик числа максимальных состояний очереди
        nak.tnNmax=nak.tnNmax+dT;   % Счетчик общего времени максимального состояния
        vhd=2;                      % Выходной сигнал - пошла заявка на обслуживание               
    end
end
if n ~= nst                     % Состояние изменилось
    nak.mN=nak.mN+dT*nst;       % Подсчет средней длины очереди
    nak.tvh=t;                  % Запоминаем время входа в новое состояние
    nak.N=n;                    % Новое состояние делаем текущим
end
% nak=struct(...      % Структура с данными очереди
%     'N',0,...                       % Число заявок в очереди
%     'n0',0,...                      % Счетчик числа нулевых состояний очереди
%     'tn0',0,...                     % Счетчик времени нулевого состояния
%     'nNmax',0,...                   % Счетчик числа максимальных состояний
%     'tnNmax',0,...                  % Счетчик времени максимального состояния
%     'mN',0,...                      % Подсчет среднего состояния
%     'tvh',0,...                     % Время входа в текущее состояние
%     'Nmax',36);                     % Максимальное число заявок в очереди
function ochered(s);
global otk t Och
[vhd,Och]=nakwork(Och,s);   %
switch vhd
    case {0};               % Нет выходного сигнала
    case {1}                % Сообщение каналу о пришедшей заявке
        putsob(t,3,2);
    case {2}                % Передача заявки в канал для обслуживания
        putsob(t,3,3);
    case {3}                % Очередь переполнена
        otk=otk+1;          % Подсчет заявок, которым отказано в обслуживании
end
function generator(s);
global t lambda
putsob(t+pokdat(lambda),1,1);   % Определение времени следующей заявки
putsob(t,2,1);                  % Помещение события в список событий
function pprint;
global Tmod Kas Och obsl otk
obsl        % Число обслуженных заявок
otk         % Число отказов в обслуживании
procOtk=otk/(otk+obsl)*100    % Процент отказанных заявок
Nz=sum(Kas.nZ);         % Суммируем число всех наблюдаемых состояний
procZ=Kas.nZ/Nz         % Процент количества каждого состояния среди всех
sredT=Kas.tZ./Kas.nZ    % Среднее время нахождения в каждом состоянии
verZ=Kas.tZ./Tmod       % Вероятность каждого состояния
Mz=Kas.mZ/Tmod          % Мат. ожидание (среднее состояние)
sredN=Och.mN/Tmod       % Средняя длина очереди
if Och.n0 > 0           % Если есть нулевые (пустые) состояния очереди
sredT_0=Och.tn0/Och.n0  % Среднее время нахождения в нулевом состоянии
else
    sredT_0=0
end
ver_0=Och.tn0/Tmod      % Вероятность нулевого состояния
if Och.nNmax > 0        % Если есть максимальные состояния  очереди (очередь поспспсоспсо              заполнена)
sredT_max=Och.tnNmax/Och.nNmax  % Среднее время нахождения в максимальном пспсососо                         состоянии
else
    sredT_max=0
end
ver_max=Och.tnNmax/Tmod         % Вероятность максимального состояния
15. Двумерные случайные величины и их законы распределения.
Пусть есть некоторый опыт, в котором мы рассматриваем несколько случайных величин. Например, в случае с выстрелом из пушки – время ∆t, высота h, расстояние S, радиус воронки r.
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Такие величины необходимо рассматривать в совокупности.

Х(s, h, ∆τ, r) – многомерная случайная величина.

Векторная случайная величина Х(ξ,η), где ξ и η могут быть случайными величинами со своими законами распределения, называется двумерной случайной величиной.

Графически это можно представить следующим образом. Каждый результат дает точку наплоскости с координатой (ξ,η).
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Двумерные случайные величины подразделяются на дискретные и непрерывные.
Дискретными называют  - каждое значение, которое можно окружить окружностью (указать окружность), где других точек не будет, т.е. все значения изолированы друг от друга.
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Двумерная случайная величина называется непрерывной, если ее значения сплошь заполняют некоторую область плоскости (Пр: рост и вес).
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Законом распределения дискретной случайной величины называется таблица вида:
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Представим, что на плоскости все эти точки изображены как материальные – их масса равна их вероятности, сумма всех масс равна 1.
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Если величина случайная, то закон распределения задается в виде функции:
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Значение точки А означает, что ξ попадает в интервал (-∞,х), η – в интервал (-∞,у), а двумерная случайная величина (ξ, η) попадает в область D. Вероятность попадания в эту область равна массе области D.

Также вводится понятие функции распределения.
По определению функция плотности распределения – это смешанная производная от функции распределения:
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Функция плотности показывает, как область единичной массы распределена по плоскости.

16. Понятие зависимых и независимых случайных величин.
Пусть в опыте есть двумерная случайная величина Х(ξ, η). Введем понятия: 
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Рассмотрим функцию плотности х, при условии, что η=y0. 
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Случайная величина ξ называется независимой от η, если для любого значения η=y0 распределение точек на любой прямой одинаковое:
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Можно доказать, что если ξ не зависит от η, то и η не зависит от ξ. Понятие независимости взаимное.

Если равенство 
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 не выполняется, то случайные величины ξ и  η называются зависимыми.

Теорема: Две случайные величины ξ и η наблюдаемые в одном и том же опыте будут являться независимыми случайными величинами тогда и только тогда, когда их двумерный закон распределения равен произведению их одномерных законов:
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Доказательство: дано: ξ, η – независимые случайные величины. Показать, что 
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Рассмотрим прямоугольник с бесконечно малыми сторонами.
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С одной стороны: 
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С другой стороны: 
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Приравняем (1) и (2):
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ЧиТД.ваваы
  Условное математическое ожидание. Линия регрессии.
Рассмотрим двумерную случайную величину Х(ξ, η).
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Условное мат.ожидание – это мат.ожидание посчитанное при условии, что какая-либо одна координата зафиксирована.

Линия, состоящая из условных мат.ожиданий, называется линией регрессии l. 
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Вид зависимости между двумя случайными величинами – это и есть регрессия.

 17. Числовые характеристики двумерной случайной величины. Корреляционный момент.
Пусть есть двумерная случайная величина Х(ξ, η), у которой каждая координата тоже случайная величина со своим законом распространения:
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Начальным моментом 
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Центральные моменты 
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  - это мат.ожидание от произведения центрированных значений:
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Корреляционный момент – обобщение понятия дисперсии:
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Теорема: если две случайные величины ξ и η независимы, то их корреляционный момент равен нулю.

Доказательство. Дано: ξ и η – независимые случайные величины.
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Замечание: обратная теорема не имеет места.
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У зависимых случайных величинах корреляционный момент может быть равным нулю, а может быть не равным нулю.

Если две случайные величины ξ и η такие, что их корреляционный момент не равен нулю, то они называются коррелированные.
Корреляционный момент служит для того, чтобы определить являются ли 2 случайные величины зависимы между собой.

Коэффициент корреляции 
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считается по следующей формуле:
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  18. Виды зависимостей между случайными величинами.
Существует 3 основных типа связи между случайными величинами:

1. независимые случайные величины;

2. стохастическая зависимость (закон распределения одной случайной величины зависит от того, какие значения принимает другая случайная величина);

3. функциональная зависимость (связь устанавливается формулой).

Функциональная зависимость:

Пусть η=ξ2. Тогда все значения ξ лежат на параболе η=ξ2.
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Независимые случайные величины:

Выглядит как прямоугольник с неровными краями.
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Стохастическая зависимость – облако точек неправильной формы.
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Среди зависимых случайных величин есть коррелированные случайные величины ( k(ξ,η)≠0 ); геометрически это означает, что линия регрессии близка к прямой линии.
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l – прямая линия регрессии;

L – основная линия регрессии;

l≈L.

l : 
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От знака коэффициента корреляции зависит наклон линии регрессии, а от величины коэффициента корреляции зависит разброс точек относительно линии регрессии.
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Чем ближе 
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 к единице, тем все точки ближе к линии регрессии.

Если 
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, то все точки лежат на линии регрессии.

Теорема: пусть есть двумерная случайная величина X(ξ,η), координаты которой имеют нормальный закон распределения со своими параметрами – 
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. Тогда если ξ и η являются зависимыми, то они коррелированны и их линия регрессии точно прямая линия.
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Практическое нахождение линейной регрессии.
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