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第 3 讲 │ 主干知识整合

一、函数的零点 

1．三个等价关系：方程 f(x)＝0 有实根⇔ 函数 y＝f(x)

的图象与 x轴有交点⇔ 函数 y＝f(x)有零点． 

2．函数零点存在性定理：如果函数 y＝f(x)在区间[a，
b]上的图象是连续不断的一条曲线，并且 f(a)f(b)<0，那么函
数 y＝f(x)在区间(a，b)内有零点，即存在 c∈ (a，b)，使得 f(c)

＝0，这个 c也就是方程 f(x)＝0的根． 

(尤其注意，f(a)f(b)<0 是“ 函数 y＝f(x)在区间[a，b]上
的图象是连续不断的一条曲线，那么函数 y＝f(x)在区间(a，
b)内有零点” 的充分不必要条件) 
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二、二分法 

1．二分法的条件：函数 y＝f(x)在区间[a，b]上的图
象是连续不断的一条曲线，并且 f(a)f(b)<0. 

2．二分法的思想：通过二等分，无限逼近． 

3．二分法的步骤：其中给定精确度 ε的含义是区间
(a，b)长度|a－b|<ε，不能认为是函数零点近似值的精度． 
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三、函数模型及其应用 

解决函数模型的实际应用题，首先考虑题目考查的函
数模型，并要注意定义域．其解题步骤是： 

1．阅读理解，审清题意：分析出已知什么，求什么，
从中提炼出相应的数学问题． 

2．数学建模：弄清题目中的已知条件和数量关系，
建立函数关系式． 

3．解函数模型：利用数学方法得出函数模型的数学
结果． 

4．实际问题作答：将数学问题的结果转译成实际问
题作出解答． 
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四、二次函数、二次方程、二次不等式的关系 

二次函数、二次方程、二次不等式是最基本的知识点，
“ 三个二次型” 是一个有机的整体，其中二次函数的图象
是联系三者的桥梁和纽带． 
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► 　探究点一　函数零点的判定 
例 1 (1)[2010· 天津卷] 函数 f(x)＝2x＋3x的零点所在的一个区间是(  ) 
A．(－2，－1)  B．(－1,0) 
C．(0,1)  D．(1,2) 
(2)[2009· 福建卷] 若函数 f(x)的零点与 g(x)＝4x＋2x

－2的零点之差的绝对值不超过 0.25，则 f(x)可以是(  ) 
A．f(x)＝4x－1  B．f(x)＝(x－1)2 

C．f(x)＝ex－1  D．f(x)＝lnx－
1
2 
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(1) B (2)A  

【解析】 (1)由 f(－1)＝
1
2－3<0，f(0)＝1>0 及零点定理知

f(x)的零点在区间(－1,0)上． 
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(2)f(x)＝4x－1 的零点为 x＝

1
4，f(x)＝(x－1)2的零点为 x

＝1，f(x)＝ex－1的零点为 x＝0，f(x)＝lnx－
1
2的零点为 x＝

3
2.

现在我们来估算 g(x)＝4x＋2x－2 的零点，因为 g(0)＝－1，

g
1
2＝1，所以 g(x)的零点 x∈0，

1
2，又函数 f(x)的零点与 g(x)

＝4x＋2x－2的零点之差的绝对值不超过 0.25，故可排除 B，

D，由二分法进一步计算 g
1
4＝ 2－

3
2<0，所以 g(x)的零点 x∈

1
4，1

2，只有 f(x)＝4x－1的零点适合，故选 A. 
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【点评】 函数零点附近函数值的符号相反，这类选
择题通常采用代入排除的方法求解．如果要判断函数在给
定区间上不存在零点，则只需说明函数图象在此区间上与
x 轴无交点，或者说明函数在此区间上的最大(小)值恒小
(大)于零就可以了．如果想准确判定零点的位置，那么就
要用二分法． 
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► 　探究点二　函数与方程的综合应用 
例 2  x1，x2分别是方程 xlnx＝2010，xex＝2010 的

根，则下面为定值的是(  ) 

A．x1＋x2  B．x1－x2 

C．x1x2    D.
x1

x2
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C 【解析】 由题意 lnx＝

2010
x ，ex＝

2010
x ，令 y1＝lnx，

y2＝ex，y3＝
2010
x .如图，曲线 y1，y2，y3 均关于直线 y＝x

对称．设直线 y3 分别与曲线 y1，y2 交于 A








x1，2010
x1
，

B








x2，2010
x2
，则点 A，B亦关于 y＝x对称，而 A









x1，2010
x1

关于 y＝x 对称点为






2010

x1
，x1 ，此点即为 B









x2，2010
x2
，即

x2＝
2010
x1
，故选 C. 
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【点评】 对数函数 y＝logax(a>0 且 a≠ 0)与指数函数 y

＝ax(a>0且 a≠ 1)是互为反函数，它们的图象关于 y＝x对称，
本题是通过数形结合法求得的，数形结合，要在结合方面下
功夫．利用方程和函数的对应关系，将方程根的问题转化为
用图象法研究函数位置关系的问题，是等价转化、方程思想、
数形结合思想和方法的具体应用．特别出现超越方程(指对数
方程、三角方程)的有关问题，更应当想到利用数形结合法化
归为图象位置关系来解决． 
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 已知实数 x1，x2分别是方程 ex＋x＝2 与 lnx＋x
＝2的根，则 x1＋x2的值为________． 

2 【解析】 方程 ex＋x＝2与 lnx＋2＝2可化为 ex＝
－x＋2，lnx＝－x＋2，分别作出 y＝ex，y＝lnx，y＝－x
＋2的图象，如图所示： 因为函数 y＝ex，y＝lnx的图象关于直线 y＝x对称，
由



  y＝x，
y＝－x＋2， 解得 x＝1，∴ x1＋x2＝2. 
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► 　探究点三　函数模型及其应用 
例 3 某生产旅游纪念品的工厂，拟在 2010 年度将进行系

列促销活动．经市场调查和测算，该纪念品的年销售量 x万件
与年促销费用 t 万元之间满足 3－x 与 t＋1 成反比例．若不搞
促销活动，纪念品的年销售量只有 1 万件．已知工厂 2010 年
生产纪念品的固定投资为 3万元，每生产 1万件纪念品另外需
要投资 32 万元．当工厂把每件纪念品的售价定为：“ 年平均
每件生产成本的 150%” 与“ 年平均每件所占促销费一半” 之
和时，则当年的产量和销量相等．(利润＝收入－生产成本－促
销费用) 
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(1)求出 x与 t所满足的关系式； 

(2)请把该工厂 2010年的年利润 y万元表示成促销费 t万
元的函数； 

(3)试问：当 2010年的促销费投入多少万元时，该工厂的
年利润最大？ 
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【解答】 (1)设比例系数为 k(k≠ 0)．由题知，有 3－x＝

k
t＋1

. 

又 t＝0时，x＝1. 

∴ 3－1＝
k

0＋1
，解得 k＝2. 

∴ x与 t的关系式是 x＝3－
2
t＋1

(t≥ 0)． 
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(2)依据题意，可知工厂生产 x万件纪念品的生产成本为(3

＋32x)万元，促销费用为 t 万元，则每件纪念品的定价为
3＋32x
x ·150%＋

t
2x元/件． 

于是，y＝x·
3＋32x
x ·150%＋

t
2x－(3＋32x)－t， 

化简，得 y＝
99
2－

32
t＋1
－
t
2(t≥ 0)． 

因此，工厂 2010年的年利润 y＝
99
2－

32
t＋1
－
t
2(t≥ 0)万元． 
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(3)由(2)知，y＝99
2－

32
t＋1
－
t
2(t≥ 0) 

＝50－
32
t＋1
＋
t＋1

2 ≤ 50－2
32
t＋1

·
t＋1

2 ＝42，当t＋1
2 ＝

32
t＋1
，即 t＝7时，等号成立，所以，当 2010 年的促销费

用投入 7 万元时，工厂的年利润最大，最大利润为 42 万
元． 
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【点评】 关于解决函数的实际应用问题，首先要在阅
读上下功夫，一般情况下，应用题文字叙述比较长，要耐心、
细心地审清题意，弄清各量之间的关系，再建立函数关系式，
然后借助函数的知识求解，解答后再回到实际问题中去．本
题中弄清“ 销量” 、“ 售价” 、“ 生产成本” 、“ 促销费” 、
“ 利润” 等词的含义后列出函数关系式是解决本题的关键． 
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 [2010· 福建卷] 某港口要将一件重要物品用小艇送

到一艘正在航行的轮船上，在小艇出发时，轮船位于港口北偏
西 30°且与该港口相距 20海里的 A处，并正以 30海里/小时的
航行速度沿正东方向匀速行驶．假设该小艇沿直线方向以 v海
里/小时的航行速度匀速行驶，经过 t小时与轮船相遇． 

(1)若希望相遇时小艇的航行距离最小，则小艇航行速度的
大小应为多少？ 

(2)为保证小艇在 30分钟内(含 30分钟)能与轮船相遇，试
确定小艇航行速度的最小值； 

(3)是否存在 v，使得小艇以 v海里/小时的航行速度行驶，
总能有两种不同的航行方向与轮船相遇？若存在，试确定 v的
取值范围；若不存在，请说明理由． 
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【解答】 (1)设相遇时小艇的航行距离为 S海里，则 

S＝ 900t2＋400－2·30t·20－cos90°－30° 

＝ 900t2－600t＋400 

＝ 900t－
1
3

2＋300. 

故当 t＝
1
3时 Smin＝10 3，v＝

10 3
1
3

＝30 3， 

即小艇以 30 3海里/小时的速度航行，相遇时小艇的航行
距离最小． 
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(2)设小艇与轮船在 B处相遇．由题意可得：(vt)2＝202

＋(30t)2－2·20·30t·cos(90°－30°)， 

化简得：v2＝
400
t2 －

600
t ＋900＝400

1
t－

3
4

2＋675. 

由于 0<t≤
1
2，即1

t≥ 2. 

所以当
1
t＝2时， 

v取得最小值 10 13， 

即小艇航行速度的最小值为 10 13海里/小时． 
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(3)由(2)知 v2＝
400
t2 －

600
t ＋900，设1

t＝u(u>0)， 

于是 400u2－600u＋900－v2＝0.(*) 小艇总能有两种不同的航行方向与轮船相遇，等价于方
程(*)应有两个不等正根， 

即：


  6002－1600900－v2

>0，
900－v2>0

解得 15 3<v<30， 

所以，v的取值范围是(15 3，30)． 
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► 　探究点四　二次函数零点及二次方程的根
例 4 已知函数 f(x)＝x2－1，g(x)＝a|x－1|. 

(1)若|f(x)|＝g(x)有两个不同的解，求 a的值； 

(2)若当 x∈R时，不等式 f(x)≥ g(x)恒成立，求 a的取
值范围． 

要点热点探究
第 3 讲 │ 要点热点探究

► 　探究点四　二次函数零点及二次方程的根
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【解答】 (1)方程|f(x)|＝g(x)，即|x2－1|＝a|x－1|，
变形得|x－1|(|x＋1|－a)＝0， 

显然，x＝1 是该方程的根，从而欲使原方程有两个
不同的解，即要求方程|x＋1|＝a， 

“ 有且仅有一个不等于 1的解” 或“ 有两解，一解为
1，另一解不等于 1”  

结合图形，得 a＝0或 a＝2. 
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(2)不等式 f(x)≥ g(x)对 x∈R恒成立， 
即(x2－1)≥ a|x－1|(*)对 x∈R恒成立， 
①当 x＝1时，(*)显然成立，此时 a∈R； 

②当 x≠ 1时，(*)可变形为 a≤
x2－1
|x－1|

，令 φ(x)＝
x2－1
|x－1|

＝






 x＋1x>1，
－x＋1x<1，  

因为当 x>1时，φ(x)>2；而当 x<1时，φ(x)>－2. 
所以 g(x)>－2，故此时 a≤－2， 综合① ②，得所求 a的取值范围是 a≤－2. 

第 3 讲 │ 要点热点探究
(2)不等式 f(x)≥ g(x)对 x∈R恒成立， 
即(x2－1)≥ a|x－1|(*)对 x∈R恒成立， 
①当 x＝1时，(*)显然成立，此时 a∈R； 

②当 x≠ 1时，(*)可变形为 a≤
x2－1
|x－1|

，令 φ(x)＝
x2－1
|x－1|

＝






 x＋1x>1，
－x＋1x<1，  

因为当 x>1时，φ(x)>2；而当 x<1时，φ(x)>－2. 
所以 g(x)>－2，故此时 a≤－2， 综合① ②，得所求 a的取值范围是 a≤－2. 



第 3 讲 │ 要点热点探究

【点评】 一次、二次函数是最基本的初等函数，本题在
设置上含有绝对值运算，这是该题的一个亮点，(1)中对方程
有两个解的等价转化以及(2)中对不等式恒成立转化成求函
数的最值，这都是考查的重点，应认真体会、应用． 
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备选理由：1是函数零点存在性定理的应用，2可作为基
础训练，3 是二次函数的综合应用，难度较大，可加强能力
训练． 

1．[2010· 上海卷] 若 x0是方程式 lgx＋x＝2 的解，则
x0属于区间(  ) 

A．(0,1)  B．(1,1.25) 

C．(1.25,1.75)  D．(1.75,2) 

【解析】 D 构造函数 f(x)＝lgx＋x－2，由 f(1.75)

＝f
7
4＝lg

7
4－

1
4<0，f(2)＝lg2>0知 x0属于区间(1.75,2)． 
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2．[2010· 浙江卷] 设函数 f(x)＝4sin(2x＋1)－x，
则在下列区间中函数 f(x)不存在零点的是(  ) 

A．[－4，－2]  B．[－2,0] 

C．[0,2]       D．[2,4] 
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2．[2010· 浙江卷] 设函数 f(x)＝4sin(2x＋1)－x，
则在下列区间中函数 f(x)不存在零点的是(  ) 

A．[－4，－2]  B．[－2,0] 
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【解析】 A 函数在某个区间上不存在零点，不好直接判断，但可以根据三角函数值的情况，结合函数的零点定理进行分析判断函数在那些区间上存在零点，结合排除法找到

答案． 
f(0)＝4sin1>0， f(2)＝4sin5－2，由于 π<5<2π，所以

sin5<0，故 f(2)<0，故函数在[0,2]上存在零点，排除 C；由于
f(－1)＝4sin(－1)－1<0，故函数在[－1,0]上存在零点，也在
[－2,0]上存在零点，排除 B；令 x＝

5π－2
4 ∈ [2,4]，则 f

5π－2
4

＝4sin
5π
2－

5π－2
4 ＝4－

5π－2
4 ＝

18－5π
4 >0，而 f(2)<0，所以函

数在[2,4]上存在零点，排除 D.综合知函数在[－4，－2]上不存在零点． 
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3．已知二次函数 f(x)＝ax2＋bx＋c. 
(1)若 f(－1)＝0，试判断函数 f(x)的零点个数； 
(2)若对∀ x1，x2∈R，且 x1<x2，f(x1)≠ f(x2)，试证明∃ x0

∈ (x1，x2)，使 f(x0)＝1
2[f(x1)＋f(x2)]成立； 

(3)是否存在 a，b，c∈R，使 f(x)同时满足以下条件：
① ∀ x∈R，f(x－4)＝f(2－x)，且 f(x)的最小值是 0；②∀ x

∈R，都有 0≤ f(x)－x≤ 1
2(x－1)2.若存在，求出 a，b，c的值；

若不存在，请说明理由． 
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【解答】 (1)∵ f(－1)＝0，∴ a－b＋c＝0,  b＝a＋c， 
∴ Δ＝b2－4ac＝(a＋c)2－4ac＝(a－c)2. 
当 a＝c时，Δ＝0，函数 f(x)有一个零点； 
当 a≠ c时，Δ>0，函数 f(x)有两个零点． 
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(2)令 g(x)＝f(x)－

1
2[f(x1)＋f(x2)]，则 

g(x1)＝f(x1)－
1
2[f(x1)＋f(x2)]＝

fx1－fx2

2 ， 

g(x2)＝f(x2)－
1
2[f(x1)＋f(x2)]＝

fx2－fx1

2 ，  

∴ g(x1)·g(x2)＝－
1
4[f(x1)－f(x2)]

2<0， 

∵ f(x1)≠ f(x2)． 
∴ g(x)＝0在(x1，x2)内必有一个实根． 

即∃ x0∈ (x1，x2)，使 f(x0)＝
1
2[f(x1)＋f(x2)]成立． 
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(3)假设 a，b，c 存在，由①知抛物线的对称轴为 x＝

－1，且 f(x)min＝0，∴ －
b

2a＝－1，4ac－b2

4a ＝0， 

∴ b＝2a，b2＝4ac，∴ 4a2＝4ac，∴ a＝c. 

由②知∀ x∈ R，都有 0≤ f(x)－x≤
1
2(x－1)2， 

令 x＝1得 0≤ f(1)－1≤ 0⇒ f(1)－1＝0⇒ f(1)＝1⇒ a＋b
＋c＝1， 

由






 
a＋b＋c＝1，
b＝2a，
a＝c

得 a＝c＝
1
4，b＝1

2，  
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当 a＝c＝
1
4，b＝1

2时，f(x)＝
1
4x

2＋
1
2x＋

1
4＝

1
4(x＋1)2，其顶

点为(－1,0)满足条件①，又 f(x)－x＝
1
4(x－1)2∀ x∈ R，都有

0≤ f(x)－x≤
1
2(x－1)2，满足条件②. 

∴ 存在 a，b，c∈ R，使 f(x)同时满足条件①、②. 
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1
2x＋

1
4＝

1
4(x＋1)2，其顶

点为(－1,0)满足条件①，又 f(x)－x＝
1
4(x－1)2∀ x∈ R，都有

0≤ f(x)－x≤
1
2(x－1)2，满足条件②. 

∴ 存在 a，b，c∈ R，使 f(x)同时满足条件①、②. 
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1．判断函数的零点，要善于运用“ 三个转化” ，时常将
函数的零点问题转化为函数图象与 x轴的交点问题，或转化为
两个函数图象交点问题．需特别注意的是下面式子是错的：
“ f(a)f(b)<0⇔ 函数 y＝f(x)在区间(a，b)内有零点” ． 

2．对函数零点的考查，通常以函数为载体判断方程根的
个数，或以此为背景求参数的范围，此类问题都是利用数形结
合，借助函数图象(复杂函数的图象可用导数工具)加以解决． 

3．解实际应用题，要注意建模思想、建模方法的应用，
可以借助散点图等选取模型，也可以以图表的方式直接寻求变
量间的关系建立模型． 

4．解“ 二次型” 问题，要善于借助二次函数的图象． 
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