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 ר מאיר קרלינסקי”ד

   (3)תורת ההסתברות   .    6
 

 :  רציפים משתנים מקריים  -            

 Uniform  -   אחיד                  

   Exponential  -מעריכי                    

   Normal  -נורמלי                    

 Chi-square  -בריבוע  -חי:    ונגזרותיו                  

 t  (Student)  -(  סטודנט)טי                                     

 Snedecor F)) -(  סנדקור)אף                                     
 

 בישב'שיוויוני מרקוב וצ-אי:   חוקי גבול  -            

 חוקי המספרים הגדולים                                  

              חוק הגבול המרכזי                                        

 מודלים סטטיסטיים
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            a < x < b    f(x) =  1 / (b-a)  
X =  

 f(x ) =  0           אחרת           

 

 :רציפים  -משתנים מקריים   התפלגויות

 Uniform  X~ U( a , b)  –( רציף)מ אחיד "מ

 מודלים סטטיסטיים/ קרלינסקי מאיר © 
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            a < x < b    f(x) =  1 / (b-a)  
X =  

 f(x ) =  0           אחרת           
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 :רציפים  -משתנים מקריים   התפלגויות

 Uniform  X~ U( a , b)  –( רציף)מ אחיד "מ
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 :רציפים  -משתנים מקריים   התפלגויות

 Exponential X~ Exp (λ) –מ מעריכי "מ

  

          0 < x         f(x) = λ e-λx     
X =                                             λ > 0  

           x< 0            f(x ) =  0  מ פואסוני"הזמן בין מופעי מ/ מתאר את אורך הרווח. 

 מ גיאומטרי"אנאלוגיה רציפה למ( במובן מסוים)מהווה 

  :זיכרון-חסר( ים הרציפים-מ"היחיד בין המ)וכמוהו הינו 

f(x) = λ e-λx  

                  F(x) =  

     Prob(X < x) = 

      =  1- e-λx  
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 ומתאים לתיאור הזמן בין אירועים המתרחשים באקראי 

 אקטיבי -זמני חיים של חומר רדיו: אך בקצב ממוצע קבוע

 ,(λ /   Ln 2  :מ"חציון המ= ' זמן מחצית החיים'ובקביעת )

 ,זמן עד הופעת שיחה בקו טלפון ,זמן עד תקלה במכשיר
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 ללב

X~ Exp (λ) 

 ים מעריכי וגיאומטרי-מ"הקשר בין מ
 (אקספוננציאלי)מ מעריכי "מ, כאמור

 .מ גיאומטרי"מהווה אנאלוגיה רציפה למ

 ניתן לראות זאת בגרף משמאל

 שבו פונקציות ההתפלגויות המצטברות

 :ים אילו מקיימות-מ"של מ

 

 

 :הינו כזה ש  δכאשר האינטרוול  

 

 מ המעריכי"המ  0 -שואף ל δ -וכש

 .מ הגיאומטרי"הינו הגבול של המ

 פואסונימ "מ מעריכי למ"הקשר בין מ
 

 משך הזמן עד התרחשות האירוע הראשון , λבעל קצב  פואסוני( בזרם אירועים)בתהליך 

 "  λעם פרמטר  מעריכי מ "הינו מ( עוקבים  / או משך הזמן בין שני  אירועים סמוכים)  

: שקול למשפט" שיחות בשעה 20של  פואסונילמרכזיה מגיעות שיחות בקצב "לומר : לדוגמא

 .שיחות בדקה  λ=  1/3=  20/60הרלוונטית הינו   המעריכיתהפרמטר של ההתפלגות "

 [.  λ  /1=  1( / 1/3] =  )  3של  תוחלת  / עם ממוצע מעריכיתהתפלגות " לחילופין ניתן להגיד 

 

 

 Y ~  Poisson (λ) ללב

 מודלים סטטיסטיים/ קרלינסקי מאיר © 



4 

 טרנספורמציה לינארית של משתנה מקרי

פונקציית ההתפלגות   

 CDF   -המצטברת  

 פונקציית צפיפות 

 PDF  -ההסתברות  

 מודלים סטטיסטיים/ קרלינסקי מאיר © 

 (1המשך )טרנספורמציה לינארית של משתנה מקרי 

 פונקציית צפיפות 

 PDF  -ההסתברות  
 (ללב) הוכחה
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 (2המשך )מ "טרנספורמציה לינארית של מ

a > 1  (stretching) 

b > 0  (moving to 

            the Right) 

 למה נמוך

?יותר    

 מודלים סטטיסטיים/ קרלינסקי מאיר © 

 (2המשך )מ "טרנספורמציה לינארית של מ

- 2          - 1                                        2            3            4                                                                   9 
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   Standardized Random Variable  -משתנה מקרי מתוקנן  

 1( = תקן-סטייתוגם ) שונותו  0=  תוחלת מתוקנןלמשתנה מקרי 
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 :רציפים  -משתנים מקריים   התפלגויות

.  תיאורטית וביישומיה בכל התחומים -היא השימושית ביותר בסטטיסטיקה  ההתפלגות הנורמלית

, ממשפט הגבול המרכזינובעת הן ( אמידה ובדיקת השערות)תועלתה הרבה בסטטיסטיקה היסקית 

מתכנס , לאחר תיקנון מתאים, ת ובעלי אותה התפלגות"לפיו הסכום או הממוצע של משתנים מקריים ב

 2   ,t   ,F  :המקור להתפלגויות שימושיות נוספות מהיותהוהן , בהתפלגות אל ההתפלגות הנורמלית
 

 ,1ושונות  , 0בעלת תוחלת  , (Z  קרויה גם התפלגות) ההתפלגות הנורמלית הסטנדרטית

 וניתן להגיע אליה בנקל( לחישוב הסתברויות וערכים קריטיים בהסקה)מתועדת בפירוט רב בטבלאות 

(  הכפלה בקבוע)ומתיחה ( הוספת קבוע)מכל משתנה מקרי בעל התפלגות נורמלית כללית על ידי הזזה 

 .התוחלת והשונות שלה: פי שני פרמטרים-ערכי על-זהות התפלגות נורמלית מסוימת נקבעת באופן חד
 

על פי  ' עקומת הפעמון'או , על שמו של קרל פרידריך גאוס' גאוסיאן'ההתפלגות הנורמלית נקראת גם 

 :שלהפונקציית צפיפות ההסתברות צורת גרף 

 מ נורמלי"מ
Normal Distribution 
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X~ N ( μ , 2 ) 
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N (, 2) ⁓ X  

 גרפי התפלגויות נורמליות

 פונקציות צפיפות ההסתברות

 של התפלגויות נורמליות

 פונקציית  ההתפלגות

  CDF -המצטברת  ( ההסתברות)

 של התפלגויות נורמליות
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 :איפיוני ההתפלגות הנורמלית

 .ומעלה( אינטרוולי)מסולם רווח  רציףמתאימה למשתנה •

 (מודלית-חד)שיאית -חד•

 סימטרית•

 ( -∞<  x< + ∞) מוגדרת על כל הישר הממשי  •

 החציון= הממוצע = השכיח •

 (100%או ) 1 -השטח שמתחת לעקומה שווה ל•

50% 50% 

 שכיח

 ממוצע

 חציון
 מודלים סטטיסטיים/ קרלינסקי מאיר © 

N (0 , 1 ) ⁓ Z  

 התפלגות נורמלית סטנדרטית
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17 

 מ נורמלי"מ(  המשך)

 :יש כמה תכונות מועילות ושימושיותמ בעל התפלגות הנורמלית "למ
 

 –מ שהינו גם בעל התפלגות נורמלית עם הפרמטרים הבאים "טרנספורמציה לינארית שלו יוצרת מ
 

                                   N (a + b , a2 2 )  ⁓     aX+b       N ( , 2 ) ⁓ X 
 

 =       ( X -  Z / (או   - =    =  a ,  / b/1טרנספורמציה לינארית בה י"עתיקנון  ולכן

  N (=0 , 2 =1 ) ⁓ Z: 1ושונות  0בעל התפלגות נורמלית עם תוחלת  -מ נורמלי סטנדרטי "מביא למ

  .מתועדת בפירוט בטבלאות, שכאמור
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 המופיעים בביטוי לפונקציית צפיפות ההסתברות הם למעשה     ,          2 הפרמטרים,  כלומר

 .מ שזו התפלגותו"של המ( בהתאמה)התוחלת    והשונות                           

 

 מגדירה באופן חד ערכי את התפלגות( או ידיעתם)קביעתם , מכיוון שאילו הם הפרמטרים היחידים
 

 N ( , 2 )  ⁓ X     :ומסמנים זאת כך  -מ הנורמלי "המ

 מ נורמל י "תוחלת מ

 מ נורמלי "שונות מ
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 מ נורמלי"מ(  המשך)

 מודלים סטטיסטיים/ קרלינסקי מאיר © 

20 

N (0 , 1 ) ⁓ Z  

 22 התפלגות נורמלית סטנדרטית
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 Φ(z)  הינה פונקציית ההסתברות המצטברת(CDF )   של ההתפלגות הנורמלית הסטנדרטיתN(0,1): 
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N (0 , 1 ) ⁓ Z  התפלגות נורמלית סטנדרטית 
 Φ(z)  הינה פונקציית ההסתברות המצטברת(CDF )של ההתפלגות הנורמלית הסטנדרטית: 
 

)  z <Z Prob (   =(z)Φ  

 N(0,1) ~ Zעבור      

Φ(- z)  = 1 - Φ(z) 
 

P( - a < Z < a ) = 2 Φ(a) - 1 

 מודלים סטטיסטיים/ קרלינסקי מאיר © 

 Φ(t)  הינה 

 פונקציית 

 ההסתברות 

 המצטברת

 (CDF) 

 של ההתפלגות

 הנורמלית

 :הסטנדרטית

22 

N (0 , 1 ) ⁓ Z  התפלגות נורמלית סטנדרטית 

 

)t <Z Prob (   =(t)Φ 
  

 N(0,1) ~ Zעבור     

Φ(- k)  = 1 - Φ(k)   ;    1 - Φ(- k) = Φ( k) 

P( - k < Z < k ) = 2 Φ(k) - 1 

 מודלים סטטיסטיים/ קרלינסקי מאיר © 
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  Z=1.50 

   Z=1.51 

 , מה ההסתברות 

 תחת ההתפלגות

 הנורמלית הסטנדרטית

 ?   Z=  1.51  -עד ל

 93.45%: תשובה  

 , מה ההסתברות 

 תחת ההתפלגות

 הנורמלית הסטנדרטית

 ?   Z=  1.51  -מעל ל

 :תשובה  

          =93.45% - 100%  

 6.55% = 

 , מה ההסתברות 

 תחת ההתפלגות

 הנורמלית הסטנדרטית

    Z=  1.51בין    

 ?   Z=  - 1.51    -ל
 :תשובה

1 =                  2 Φ(z) – 

 =  2  93.45% - 100% = 

  =100%- 186.90% = 

86.90%  = 

  Z    0.01 +  

 מודלים סטטיסטיים/ קרלינסקי מאיר © 
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N (0 , 1 ) ⁓ Z  

 התפלגות נורמלית סטנדרטית
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 : מ בעל התפלגות הנורמלית"תכונות מועילות ושימושיות נוספות למ

 הפרש התוחלות / מ נורמלי בעל תוחלת השווה לסכום"ת הינו מ"ים נורמליים ב-מ"הפרש שני מ / סכום

   :ושונות השווה לסכום השונויות

X1  ⁓N (1 , 1
2 )  , X2  ⁓N (2 , 2

2 )     (X1 + X2)  ⁓ N (1+ 2 , 1
2 +2

2 ) 

X1  ⁓N (1 , 1
2 )  , X2  ⁓N (2 , 2

2 )     (X1 - X2)  ⁓ N (1 - 2 , 1
2 +2

2 ) 

Xi  ⁓N (i , i
2 )    

 מ נורמלי "הינה מ, ת"ים נורמליים ב-מ"מ  nקומבינציה לינארית של  , וכללית

 , ים המרכיבים את הקומבינציה-מ"המ  nבעל תוחלת השווה לקומבינציה הלינארית של תוחלות  

 :מ  בריבוע המקדם שלו בקומבינציה"מ-שונות ה א מכפלה של"כ –מכפלות   nושונות השווה לסכום 
 

  ת "ב                                 i   =1 ,2 , ...  ,nעבור  

 .סמך ומובהקות באמידה ובדיקת השערות/ רמות בטחון ( הסתברויות)לתכונות אילו חשיבות במציאת 

 (:כששונותו ידועה, כאן)מ נורמלי "מ(  μ) סמך לאומד לתוחלת -למשל  במציאת הרווח בר

 a  ,  a  Xa
11

ii
22
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 , בסטטיסטיקה נדרש להשתמש בהתפלגויות דגימה של אומדי תוחלת ושונות

 : שלרב הינן התפלגויות הנגזרות מההתפלגות הנורמלית

 2   ,t   ,F:   התפלגויות הנגזרות מההתפלגות הנורמלית

 2 - חי בריבוע התפלגות
 

 הינה(  1שונות , 0תוחלת )מ נורמלי סטנדרטי "ההתפלגות של ריבוע מ
 

 .1בריבוע עם דרגת חופש -התפלגות חי

 

  –( אדיטיביות)בריבוע תכונת חיבוריות -להתפלגות חי

 ,בריבוע-א מתפלג חי"כ, ת"ים ב-מ"התפלגות סכום מ

 .בריבוע עם סכום דרגות החופש-הינה התפלגות חי

  
 

 ת נורמליים מתוקננים הינה"ים ב-מ"ההתפלגות של סכום ריבועי מ, לכן

 .ת בסכום"ים הב-מ"בריבוע עם מספר דרגת חופש כממספר המ-התפלגות חי

. 
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 גרפי התפלגויות

 2 - חי בריבוע  
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= N(0,1) 

 Central( “Student” t(  -  '(מרכזית)' טי'"  סטודנט"התפלגות  

 ,  ת"ים ב-מ"ההתפלגות של מנת מ

 מ נורמלי סטנדרטי"כשבמונה מ

 ובמכנה שורש ריבועי של  

 בריבוע המחולק -מ חי"מ

 .במספר דרגות החופש שלו

 .  מ במכנה"השווה לדרגות החופש של המ דרגות חופשבעלת פרמטר הנקרא 

 .סימטרית ודומה להתפלגות הנורמלית הסטנדרטית רק עם זנבות עבים יותר

 .    מתקרבת לנורמלית סטנדרטית ככל שעולה מספר דרגות החופש
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 Student t (Central)  -  '(מרכזית)טי 'התפלגות   (המשך)
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 מ נורמלי המתוקנן"מ-תצפיות מ ההתפלגות של ממוצעמהווה    tהתפלגות 

 אומד, כלומר)ואומד בלתי מוטה של סטיית התקן של הממוצע  μי תוחלתו  "ע

 (.בלתי מוטה של טעות התקן
 

 : לתשומת לב

 ( n-1)דרגות החופש של ההתפלגות כאן הינה  

 איבדנו דרגת חופש –( ממספר התצפיות)כלומר באחד פחות מגודל המדגם 

 .בגלל השימוש בממוצע התצפיות ולא בתוחלת
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 F  -  (Fisher)-Snedecor’s distribution  סנדקור( פישר)התפלגות 

 , ת"ים ב-מ"ההתפלגות של מנת שני מ

 בריבוע המחולק -מ חי"א הינו מ"כ

 .במספר דרגות החופש שלו
 

 משמש להשוואת אומדני שונויות

 בבדיקות הומוגניות שונויות

 ( ANOVA) ובניתוח שונות 
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 F  סנדקור( פישר)גרפים נוספים של התפלגות 
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  Markov Inequality  -שיוויון מרקוב  -אי

  :מתקיים   a>  0אז לכל   , שלילי-מ אי"מ  Xאם   
a

E(X)
    a)  P(X 

 :מ"מ   Yaיהי      הוכחה
 

 ולכן גם  X > Yaואז   
   

   E(X) > E(Ya) 

 אבל

a)   >X (P= a   = a)a Y(P) = a aY(E 
   

 ל.ש.מ     X(E  <a)   >X (Pa     (: ומתקבל
 

 שלילי-מ אי"שיויון מרקוב אומר שאם למ-אי

 ההסתברות לערך גדול גם היא קטנה ויורדת עם עליית, יש ערך תוחלת קטן

 .גודל הערך

 ,אפילו לא אינפורמטיביים, לעיתים -" חדים"שיוויון מרקוב אינם -חסמי אי

 .  a < (X)Eלמשל כאשר  

 ,לחישוב בנקל או ניתנת, שיוויון מרקוב במקרים בהם התוחלת ידועה-תועלת אי

 .ים-מ"למשל במקרה של סכום מ, אך ההתפלגות לא ידועה או קשה לחישוב

               0       if  X < a     
Ya =  

                a     if  X > a  

fX(x) 

x 
a 

P(Ya) 

x 
a 0 

P(Ya= a)  

0 
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   Chebyshev’s Inequality  -בישב 'שיוויון צ-אי
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 The (weak) Law of  -  של המספרים הגדולים( החלש)החוק 

                                                                      Large Numbers    א עם תנאים שונים"כ –כאילו ( גרסאות)יש כמה חוקים. 

 מתואמות-תצפיות לא( הרבה)ממוצע ערכי , חוק זה אומר שבהסתברות גבוהה

 יהיה קרוב לממוצע, "(חסומים")מהתפלגויות בעלות תוחלות ושונויות סופיים 

 ככה ההבדל בין ממוצע, ככל שתהיינה יותר תצפיות –התוחלות של התצפיות 

 .ערכי התצפיות וממוצע התוחלות של התצפיות יקטן וההסתברות לכך תגדל

 :ין'משפט חינצהגרסה שתשמש אותנו בעיקר נקראת גם  

 ת"תצפיות ב( הרבה)ממוצע ערכי , משפט זה אומר שבהסתברות גבוהה 

 לתוחלת( מאד)יהיה קרוב , בעלי אותה התפלגות ואותה תוחלת ושונות סופיים 

 .ככה הקירבה תגבר וההסתברות לכך תגדל, ככל שיותר תצפיות –ההתפלגות  

 ת "ים ב-מ"סידרת מ  , X1 , X2 , X3 , …, Xn. . . תהי     :  ין'משפט חינצ
 

 בעלי אותה התפלגות ובעלי, המוגדרים על אותו מרחב מדגם                       

 דהיינו, אז על הסידרה חל חוק המספרים הגדולים  μ ( =Xi)Eאותה תוחלת   

 קיים  >  0לכל  

                      1  Prob                   
Xn

 . . .  X3
 X2X1

   -  












nn
εμ

 ראו בהמשך  –למשפט זה משמעות מיוחדת כשמדובר בניסיונות ברנולי 
 מודלים סטטיסטיים/ קרלינסקי מאיר © 

 Xi -כאשר התפלגות ה –ין 'מקרה פרטי של משפט חינצ -  משפט ברנולי

 וכן  p ( =Xi)Eואז התוחלת   .  הינה התפלגות ברנולי                          

     X X 
1

 
1

Sample   the   in

Succeses""   of

frequency    Relative

Size)   (Sample   nsObservatio   of    Number

Sample  the  in   Successes"" of  Numbern

n


i i

 ממוצע) = במדגם " הצלחות"אם נסמן את השכיחות היחסית של ה, כלומר

 p̂    X X :  נקבל את משפט ברנולי                             -ב( ערכי התצפיות במדגם
1

 
1




n

n i i

 ת "ב,ים ברנולי-מ"סידרת מ  , X1 , X2 , X3 , …, Xn. . . תהי : משפט ברנולי 
 

 דהיינו, אז על הסידרה חל חוק המספרים הגדולים                       

 :קיים  >  0לכל  

                      

 בין מושג ההסתברות( ?זיהוי )מהווה את ההצדקה לקשר , במובן מסוים, וזה

 (.להסתברות Frequentalist -הגישה השכיחותנית )ומושג השכיחות היחסית  
 

 ככל  p -קרובה ל( מ"שהיא מ)נראה גם שלא רק שהשכיחות היחסית במדגם 

 . שגודל המדגם גדל אלא שהתפלגותה מתכנסת להתפלגות הנורמלית

  1  Prob                    -  ˆ  
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 Laplace –ולפלס    Moiver-De –מואבר -משפטי  דה
 

 "משפט הגבול המרכזי"של ( ומקרים פרטיים)הם משפטים מוקדמים 

 "(מתכנסת)"האומרים שככל שמספר התצפיות גדל כן מתקרבת 

 :מ הבינומי המתוקנן להתפלגות הנורמלית הסטנדרטית"התפלגות המ

  )(      lim  
 )1( 

ˆ  

  
aP a

npp

pp

n

















  )(   
 - 

lim  
)1(  

 

  
  

aa
ppn

pnSn

n
P 












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  Moiver-De –מואבר -משפט  דה

0   1   2   3   4 0  1  2  3  4  5  6  7  8 0   2    4    6   8  10  12  14  16 

2  4  6  8 10   13   16   19   22   25 27  30        20  24        32        40   44      50           64            78         

                   256                              128           
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Bin ( n = 100 ;  p = 0.5 ) 

Bin ( n = 400 ;  p = 0.5 ) 

Bin ( n = 900 ;  p = 0.5 ) 
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 משפטי דה-מואבר ולפלס - חוק הגבול המרכזי – התפלגות בינומית
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 קירוב נורמלי לבינומי
 

 n -וב  p -טיב הקירוב תלוי ב

 

 מודלים סטטיסטיים/ קרלינסקי מאיר © 

   קירוב נורמלי לבינומי

 נבדקים 100מתוך  , קולה-קולה לפפסי-שהשווה בין קוקה, (עיוור)במבחן טעם 

 .קולה-המעדיפים פפסי' מס=  Y  יהי.  קולה-העדיפו פפסי 44  -קולה ו-העדיפו קוקה 56

   

עבור,  ההתפלגות הבינומית( או ממחשבון) מטבלאות   

Prob ( Y < 44 ) = 0.136   

Y ~ Bin ( 100 ; 0.5 ) 

2.1
05.0
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0025.0

06.0
    

100

)5.01(5.0

5.044.0

)1()1(
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




n

pp

p
observed
p

n

pp

pnY

ppn

pnY
Z

Z  ~  N (0 ;1) Prob ( Z < - 1.2) =  0.1151  

, ובקירוב הנורמלי( לפי ההתפלגות הבינומית)בחישוב המדויק , ההסתברויות  

?למה  –די שונות   

 מודלים סטטיסטיים/ קרלינסקי מאיר © 



22 

 Continuity Correction -תיקון רציפות :  הקירוב הנורמלי לבינומי

"מקלות"מדיאגרמת   

וממנה לשטח תחת עקומה רציפה, לדיאגרמת מלבנים  

 מודלים סטטיסטיים/ קרלינסקי מאיר © 

1/64  =0.015625  

6/64  =0.09375  

1.5 

P( X < 1 ) = P(X=0) + P(X=1) 

     =  1/64 + 6/64 = 0.109375 

P( Y < 1 ) = P( Z < - 1.633 ) 

                = 0.05124 

P( Y < 1.5 ) = P( Z <  -1.2247 )   

                    =  0.11034 

 דוגמא - תיקון רציפות

Bin ( 6, ½( 

 מודלים סטטיסטיים/ קרלינסקי מאיר © 
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 הסתברות בינומית  

 (Exact)מדויקת   

קירוב נורמלי להסתברות 

 תיאור גרפי הבינומית       

P(X = k) P( k-0.5  < X <  k+0.5 ) 

 

 

 

 

P(X ≤ k) P( X <  k+0.5 ) 

 

 

 

 

P(X ≥ k) 

P( X >  k-0.5 ) 

 או

1 - P( X < k-0.5 ) 

 

 

 

 

P(k ≤ X ≤ m) P( k-0.5  < X <  m+0.5 ) 

 

 

 

 

Continuity Correction 

k 

k 

a 

a b 

m + 0.5 k - 0.5 

k + 0.5 

k - 0.5 k + 0.5 

k - 0.5 

 Continuity Correction   -תיקון רציפות  

 מודלים סטטיסטיים/ קרלינסקי מאיר © 

x

 Continuity Correction   -תיקון רציפות  

≈  

P(  0.5 < x <  + 0.5) 

Normal 

approximation 

k 
x

k+ 0.5 k 0.5 

 בינומי

P(X  k) 

 

P(X > k) 

 

P(X  k) 

 

P(X < k) 

 קירוב נורמלי

P(X > k – 0.5) 

 

P(X > k + 0.5) 

 

P(X < k + 0.5) 

 

P(X < k – 0.5) 

 

 הסתברות של
 

 kלפחות 
 

 k -יותר מ
 

 kלכל היותר 
 

 k -פחות מ

 מודלים סטטיסטיים/ קרלינסקי מאיר © 
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   0.136≈  0.135666   ) =  1.1 - < ZProb (      
 

 (.  Prob= 0.1151ללא תיקון הרציפות קיבלנו ) שהתקבל בחישוב הבינומי 

   

1.1
05.0

055.0

0025.0

005.006.0
 

100

)5.01(*5.0
100*2

1
5.044.0

 

)1(
*2

1

)1(
*2

1
   

)1(
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



























n

pp

n
pp

n

pp

n
pnY

pnp

npY observed

Z  ~  N (0 ;1) 

  ½ + Y     "תיקון הרציפות"אם נוסיף לחישוב בקירוב הנורמלי את 

 :נקבל

 תיקון הרציפות  –( המשך דוגמת החישוב)  קירוב נורמלי לבינומי

 מודלים סטטיסטיים/ קרלינסקי מאיר © 

 Central Limit Theorem (CLT)  -משפט הגבול המרכזי   

 העוסק בהתפלגות הגבולית של הסכום או הממוצע , בתורת ההסתברות( ת)יסודי( תיאורמה)משפט 

 ,(רחבים למדי ודי שכיחים במציאות)בתנאים מסויימים . המצטבר של סדרת משתנים מקריים

 .התפלגות הסכום או הממוצע של סדרת משתנים מקריים מתכנסת להתפלגות נורמלית
 

 (שוני שוניות ואף שוני התפלגויות, ים שוני תוחלות-מ"למ)חלקם כלליים למדי , למשפט יש כמה נוסחים

 ת"ים שווי התפלגות וב-מ"משתמשים בנוסח המתייחס לסידרת מ(  ובספרי הלימוד) אך ברוב המקרים 

 .זהו הנוסח שישמש אותנו. כמו במקרים של מדגם אקראי מאוכלוסייה אינסופית

   

)(   lim 1 aa
n

n
n

i
X

i
n P 
















 






)(    lim

  
aP a

n

Xn
n 

















   

 :המשפט

 משתנים מקריים בלתי תלויים שווי התפלגות  ..., x1 , x2 , x3נתונה סידרת 

 :ממשי מתקיים( מספר) aאזי לכל  .   2ושונות סופית    בעלי תוחלת  

 .א נורמלית עם תוחלות ושוניות בהתאם לקומבינציה שהם"מתפלגים כ, ים וממוצעם-מ"סכום המ, כלומר
 

 כ"נעשית בעזרת פונקציית יוצרת המומנטים ובד( בנוסח הזה)הוכחתו  -לא נוכיח משפט זה 

 .מושגים שהם מעבר לחומר הקורס –בעזרת הפונקציה האופיינית                              

 . אבל כן נראה גרפית את משמעותו ואת צורתו
 מודלים סטטיסטיים/ קרלינסקי מאיר © 
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 ההתפלגות המקורית

 "קובייה הוגנת"   

 מוצגת ,  nלכל  

 התפלגות הדגימה

 של סכום הנקודות

  n   במדגמים בגודל

 למרות שההתפלגות 

 המקורית איננה נורמלית

 (בדידה  –היא אחידה )

 נראה בבירור שסכום

 תוצאות ההטלות בכל

 ) n=2 -אפילו ל)מדגם 

 מתפלג בצורה דומה

 .להתפלגות הנורמלית

 -ועוד יותר בשקף הבא 
 מודלים סטטיסטיים/ קרלינסקי מאיר © 

 המשך לשקף הקודם

 על סכום נקודות

 הטלות של n -ב

 קובייה הוגנת 

 עם מדגם הולך וגדל

 מודלים סטטיסטיים/ קרלינסקי מאיר © 
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ניתוח נתונים בשיווק / קרלינסקי מאיר ©    (3. (ניתוח נתונים נומינלים.  א    

 Xמ  "התפלגות מ:  ההתפלגות המקורית

:התפלגות הדגימה של הסטטיסטי  

התפלגות ממוצעי כל המידגמים   

. תצפיות 4בגודל     

:התפלגות הדגימה של הסטטיסטי  

התפלגות ממוצעי כל המידגמים   

. תצפיות 7בגודל     

:התפלגות הדגימה של הסטטיסטי  

התפלגות ממוצעי כל המידגמים   

. תצפיות 10בגודל      

 הדגמת חוק הגבול המרכזי

 מודלים סטטיסטיים/ קרלינסקי מאיר © 

 ההתפלגויות

 המקוריות

       )C L T   (  

  

 השאיפה 

 להתפלגות הנורמלית

 של ממוצע המדגם 

 ללא תלות

 בהתפלגות המקורית

 .ניכרת ביותר

 התפלגויות

 :הדגימה
 

 של ממוצעי

 2מדגמים בגודל  

 של ממוצעי

 4מדגמים בגודל  

 של ממוצעי

 25מדגמים בגודל  

 מודלים סטטיסטיים/ קרלינסקי מאיר © 


